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1 Introduction

Le Théoreme 2 de [BR] montre qu'il existe un entier impair j tel que
5 < <169 et 1, ¢(3) et ¢(j) sont linéairement indépendants sur Q : ce
résultat implique l'irrationalité de {(j) mais est bien sir plus fort. Dans
cet article, nous améliorons la majoration 7 < 169 en ne recherchant que
l'irrationalité de ((j) :

Théoréme 1 1] existe un entier impair j tel que 5 < 7 < 21 et ((j) € Q.

La démonstration de ce théoréeme repose sur la série suivante

+oo 2 _ 5 5
Spalz) =03 1L <(t + 1) (t—n)i(t+n+ 1)n> -
k=1 =k

2 ()51

ou z est un nombre complexe de module > 1, a un entier > 6 et (a); est le
symbole de Pochhammer :

(@)o=1 et (a)y=ala+1l)---(a+l-=1) s [=1,2,...

L’étude de S, ,(z), que nous écrirons désormais S, (z), est similaire a celle
de la série considérée dans [BR] et [Ri] :

e Le Lemme 1 montre que, si a est pair, la série S, (1) s’écrit comme une
combinaison linéaire (a coefficients rationnels) de 1 et des (j) pour j impair,
je{b,...,a+2}.



o Le Lemme 2 détermine un dénominateur commun aux coefficients de cette
combinaison linéaire.

e L’estimation du comportement de S,(1) est délicate puisqu'une expres-
sion intégrale de type Beukers [Be| n’est pas connue. Néanmoins, en suivant
Nesterenko [Ne], le Lemme 4 montre que S, (1) peut s’écrire comme la par-
tie réelle d’une intégrale complexe dont le comportement asymptotique est
déterminé au Lemme 5 par la méthode du col (Lemme 3).

e Enfin, il n’y a pas lieu ici de borner la hauteur des coefficients de la com-
binaison : cela n’est nécessaire que pour I'indépendance linéaire.

Remerciements : 'auteur tient a remercier F. Amoroso et D. Essouabri
pour leurs conseils qui ont permis d’améliorer une précédente version.

2 Résultats auxiliaires

Posons
(t—n) (t—l—n+1)

(t)n+1 7

D, = % (%))‘ et ¢ jn = Dai(Ry(t)(t+7)*)jt=—; : on a alors la décomposition
en éléments simples

By(t) = nl* (¢4 2)

=1 j=0

Définissons également les polynomes a coefficients rationnels

@ R - -3y 1 P ot Pz Z

=1 j=1 k=1
oul € {1,...,a}. Enfin, introduisons les fonctions polylogarithmes
oo
: 2"
LIS(Z) = E
n=1

ol s est un entier > 2 et z un nombre complexe, |2| <1 (et z # 1si s = 1).
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Lemme 1 Pour tout z € C, |z| > 1, on a

a

Su(2) = Pon(2) +

=1

I(1+1)

Pyn(2)Lirs2(1/2)

et Pi,(1) = 0. De plus, si a est pair, alors pour tout n > 0 et pour tout
entier pair | € {2,. .., a}, on a P,(1) =0 et donc

a/2
Sn(1) = Pon(1) + > (25 = 1)Py_1m(1)¢(25 + 1) .

=2

Démonstration
De la décomposition (1) de R!(t), on déduit que si |z| > 1

—k

Iy (R DT PRA-
Snl(z) = ZZ 2 Z<k+j)l+2

I=1 j=0 k=1

a n l(l+1)cl,j,n ' 400 1 i, J 1 L
= 2.0 5 T e
k=1 k

=1 j=0

— P+ N - Y (2 Linya(1/2)

=1

Comme le degré total de la fraction rationnelle R, (f) est < —2, on a
Piy(1) =) Resi—j(Ra(t)) = 0.
=0

On peut rééerire ¢, = (—1)*7"' Doy (P () 2=j OU

On a

R b = G



En appliquant lidentité (a); = (—1)!(—a — [ + 1); aux trois symboles de
Pochhammer de (3), on obtient
P, p—j(n — )

(1) COP e R e
-G COFe a0

= (=1D)""P, () .

Donc pour tout £ > 0,

0

n,n—j

(n—2) = (=)Mol (@) .
En particulier, avec k =a — [l et x = j, on a

Clnjn = (_1)a(n+1)+l+1

Cljmn
ce qui implique la relation
Pin(1) = (=1)" VP (1)
Si(n+ 1)a+ 1 est pair, on en déduit que P, (1) = 0.
Lemme 2 Pour toutl € {1,...,a}, on a
24P, (2) € Z[z] et 2d%TPy,(2) € z[Z]

ot d, = ppem(1,2,...,n).

Démonstration

On écrit R, (t)(t+7)* = F(t)> x G(t)®> x H(t)* S x I(t) ot I(t) =t +mn/2 et
(t—n), , (t+n+1), , n! ,

F(t) = O (t+7), G(t):(t)ﬁ(t#ﬂ, H(t) = (t+7).

(t)n—i-l
Décomposons F'(t), G(t) et H(t) en éléments simples :




ou

_(—p+n+1)n: (=1)P(2n — p)! Y ey AWEL
PN eI (")) e

h=0
h#p
et | .
[ E(‘ >”‘)':(_1)P<n)ez.
p:\n—p) p
[[-p+n
h=0
h#p
On a alors pour tout entier A > 0 :
(DAF'(t))jp=—j —50A+Z )’ —7) ,\+1f
p;é]
(D)\G() ‘t—fj*60>\+2 )\ )\+1gp>
p;ﬁj
(DAH ()= = Y (1) =iy
= (p—J)
DPF#]

avec 0pr = 1 si A =0, dp» = 0si A > 0. On a donc montré que
dy(DAF)ji=—j ,  dp(DAG)y=—j et dp(DAH)j=;

sont des entiers pour tout A € N. De plus, 2(DyI)——; € Z. Grace a la
formule de Leibniz

Das(R()(t+5)") = D (Do F) (D F) (D F)
n
X (DpsG)(Dyus G) (D G) (D H) -+ - (D H) (D, 1)
(olt la somme est sur les multi-indices g € N tels que py + -+ + fay1 =
a — 1), on en déduit alors que 2d%7c;;, € Z. Les expressions (2) des
polynoémes Py, (z) et P, ,(2) permettent de conclure.
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3 Démonstration du Théoreme 1

Pour estimer S,,(1), nous suivons la démarche utilisée par [Ne| et [HP]| qui
consiste a exprimer S,,(1) a I'aide d’une intégrale complexe a laquelle on peut
appliquer la méthode du col, méthode dont nous rappelons tout d’abord le
principe (voir par exemple [Co|, pp. 91-94 ou [Di], pp. 279-285]).

Soit w une fonction analytique au voisinage d’un point z;. On appelle
chemin de descente de Re(w) en zp tout chemin du plan issu de zj et le long
duquel Re(w(z)) est strictement décroissante quand z s’éloigne de 2. Les
chemins de plus grande descente de Re(w) en 2y sont les chemins tels que
Re(w) a (localement) la décroissance la plus rapide parmi tous les chemins
de descente : il est en fait équivalent de demander que Im(w) soit constante
le long de ces chemins, c’est a dire que la phase de e” soit stationaire.

Supposons w telle que w'(zp) = 0 et w”(2) = |w”(20)|e"* # 0. Notons
0 la direction d'une droite A passant par zy, c’est-a-dire 6 = arg(z — 2)
ou z € A. Il existe exactement deux chemins de plus grande descente de
Re(w) en 2z, dont les directions des tangentes en 2, sont 6, = 5 — % et
0. = —35 — % : ces directions critiques sont opposées. Il peut s’avérer
difficile de déterminer exactement les chemins de plus grande descente. On
peut s’affranchir de ce probleme en considérant n’importe quelle direction 6
en 2y telle que cos(ap + 20) < 0 : au voisinage de zg,

w(z) = w(z) + %w"(zo)(z — 202+ 0((z — %)%

et sur un chemin L dont les deux directions en z; vérifient la condition ci-
dessus, on a alors Re(3w”(20)(z — 20)%) < 0 et Re(w) admet un maximum
local en z, le long de L. Convenons de dire qu'un chemin L est admissible
en zg si les deux directions 6 en zq vérifient cos(ag + 260) < 0 et si Re(w(zo))
est le maximum global de Re(w) le long de L.

Lemme 3 (Méthode du col) Soit g et w deux fonctions analytiques dans
un ouvert simplement connexe D du plan. Supposons qu’il existe zo € D tel
que w'(20) = 0 et w”(z9) = |w”(z0)]€"* # 0. Si L est un chemin inclus dans
D et admissible en zy, alors

27T - s o
4 / 2)e™@dz ~ g(z9)y | ———— FTT G0 (5 4o
( ) Lg( ) g( 0) TL|U)”(Z())| ( )
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ou le choix de + dépend de l'orientation de L. De plus, cette estimation
est encore valable si L est un chemin que ['on peut déformer en un chemin
admissible en zg.

Nous appliquons maintenant cette méthode a I’estimation asymptotique
de S, (1). Considérons 'intégrale complexe

3
n 7T nuz
Inlw) =502 /LR"<”Z> (m) ez

ot u est un nombre complexe tel que Re(u) < 0 et [Im(u)| < 3w, L est
une droite verticale orientée de +ioo a —ioco et contenue dans la bande
0 < Re(z) < 1, ce qui assure que l'intégrale J,(u) converge.

Lemme 4 Dans ces conditions, on a

X / z+ 1 ['(nz)*0'(n —nz + 1)3C(nz + 2n + 1)36”“Zdz
. [(nz+n+ 1)0+3 '
Sn(1) = Re (J,(im)) .

Démonstration
i) Comme (a), =T'(a+n)/T(a)et (t —n)l =(-1)"(1—1¢t)2, on a

R, (t) = @D%wﬁ0+ﬁ)u—mg{f+nn

2
woae (Y T(n—t4+1)30(t + 2n 4 1)30(t)°
= (-1l G*é)ra—wwa+n+nwﬁ+”+9“

De plus, la formule des compléments I'(¢)I'(1 —¢) = 7/ sin(nt) (pour t & 7)
implique que

:_ln!a—6<t ﬁ
(=1)"n +2

) L) 0(n—t+1)3T(t +2n + 1)3
[(t+n+ 1)et3 '



On a donc

e <sin7<rm>)36mdt

(—1)mte s /L/ ( n) L(t)*™3T(n —t+ 1)°T(t + 2n + 1)3e“tdt

t _
3 Tt +nt D)ors

ot L est une droite verticale quelconque contenue dans 0 < Re(t) < n. Le
changement de variable t = nz et le théoreme de Cauchy justifient que

(1t
2
1\ I a3 (n — )30 2 1)3
></ o4l (nz) (n—nz+1)°I'(nz +2n + )e”“Zdz.
L ['(nz +n+ 1)2+3

n|a—6

In(u) =

2

it) Soit ¢ €]0,n[ et soit T' € £ +Z tel que T' > n+ 1. Considérons le contour
rectangulaire R orienté dans le sens direct, de sommets c+iT et T+41 : la
fonction F'(t,u) = R,(t)(7/sin(7t))3e" est méromorphe dans le demi-plan
Re(t) > 0 et ses poles sont les entiers £ > n+ 1. En appliquant le théoréme
des résidus, il découle que

1
P RTF(t,u)dt: > Res,y(F(t,u))

ou
’/T2 +U2 u\k / u\k 1 /" u\k
S R() () 4 uR (B) (") + SR (=)

Sur les trois cotés [c — T, T —iT|, [T —iT, T +iT| et [T +iT,c+iT], on a
R,(t) = O(T2).

Resi—i(F(t,u)) =

Sur [T'—iT,T + iT], en posant t =T + iy, on a

sin(rt) = (=1)" cosh(my)

Re(u)T'—Im(u)

et donc |sin(wt)| > 1™, Comme |e"| = e Y, on en déduit que

3
Rn(t) ( T ) et — 0 (T—26Re(u)T6—(Im(u)y+37r\y|)) -0 (T—Q)

sin(mt)
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puisque Re(u) < 0 et [Im(u)| < 37.
De fagon similaire, sur les deux c¢otés [c —iT,T — iT| et [T +iT,c+iT], en
posant t = x + 171" avec x > 0, on a

2isin(nt) = eT™ ™ — eF Lo mimT

et donc | sin(7t)| > |sinh(7T)| > e™. Comme |e| = eRez=Im@T op en
déduit que

3
Rn(t) ( T ) eut — O (T—QeRe(u)we—(lm(u)T+37rT)) -0 (T—Q) )

sin(mt)
Donc
W = 2 T Prwdi = tim / Pt u)dt
" N 27/7T c+ioco ’ N T'—+oc0 2277' Rr ’
+o0
= ) Res(F(t.u))
k=n+1
X7+ 1
= X (R R R e SR e )
k=n+1
En particulier,
400 1
Jp(im) = iR, (k —i——RZkJ)
(i) Z( (k) + LRI

et donc S, (1) = Re(J,(im)).

Nous utilisons maintenant la formule de Stirling sous la forme suivante

- 2 o0 )

ot |z| — oo, |arg(z)| < 7 et ot les fonctions /2 et 2% = e*198(*) sont, définies
avec la détermination principale du logarithme. Sur la droite L, les quantités
|nz|, [n—nz+1|, [nz4+2n+1| et |nz+n+1| sont équivalentes a des multiples
constants de n, d’ou

(5)  Ju(im) = i(—1)"t(2n) 2" In? 3 /Lg(z)e"w(z> (1 +0 (1)) dz

n

9



avec

1N\ vIi—z'vz¥2’
9(z) = |z+5 at3 at3
2) 2N+
et
w(z) = (a+3)zlog(z) — (a+3)(z+1)log(z+ 1)
+3(1 — 2)log(1l — 2) + 3(2 + 2) log(z + 2) + inz ,
les différentes fonctions racines et logarithmes de g et w étant de nouveau

définies a I'aide de la détermination principale du logarithme. L’expression
(5) de J,(im) se préte maintenant a une estimation par la méthode du col.

Dorénavant, nous supposons a = 20. Alors
w'(z) = 23log(z) — 23log(z + 1) + 3log(z + 2) — 3log(l — 2) +im
et I'équation w'(z) = 0 a une seule solution z, vérifiant 0 < Re(zo) < 1:
20 = To + 1Yo ~ 0,9922341203 — i 0, 01200539829 .
On a

w(zo) &~ —22, 02001640 + 4 3, 104408624

et
w”(zo) ~ 216, 76415461 0-9471277165

On constate que 0 = 7/2 et § = —7/2 vérifient cos(ag + 20) < 0. Montrons
que la droite L : Re(z) = z est admissible, ¢’est a dire que Re(w) admet
un maximum global en zq le long de L. Posons f(y) = BRBL;“’)(:KO +iy) -
fly) = —Im(w')(zo +iy)
= —23arg(xo + iy) + 23 arg(xzo + 1 + iy)

—3arg(zo + 2+ 1y) + 3arg(l —xo —iy) — 7.

On a
lim f(y)=2r et lim f(y)=—4nr.

Yy——00 y—-+oo

Par ailleurs, arg(z) = arctan (Im(z)/Re(z)) pour Re(z) > 0, d'on
af 231, 23(z0 + 1) 3(zo + 2) 3(1 — )

dy TR+ (zo+ 124y (mo+22+y2 (1—29)2+ 2
N(y?)
(25 + v ((wo + 12+ 42) (20 + 2)2 + y2)((1 — 20)? +9?)
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ou l'on a noté

N(t) = 14t> + 2(Tap + Two + 44)t* + 2(—Twg — 14a) — 124a] — 11720 + 37)t
+2(=Tay — 21x; + 1627 + 6723 — 9)z .

On vérifie que N(t) a une seule racine dans [0, 400 [. Donc f(y) ne s’annule
que pour y = yo. La fonction y — Re(w(zg + iy)) est donc strictement
croissante sur | — 0o,y |, puis strictement décroissante sur [y, +0o[. En
conséquence, la droite L : Re(z) = ¢ est admissible en zy pour Re(w).

Lemme 5 On a :
Jn(iﬂ') -~ CO(_I)n+ln78enw(zo) (n_> —l—OO)

ot cg = g(20)(27)°/ 21 [|w" (z0)|e™ /2 #£ 0. De plus, il existe une suite

d’entiers o(n) telle que

hlf |5¢(n)(1)|1/<p(n) — elte(w(20))
Démonstration
L’estimation de J, (i) résulte de I'estimation générale (4), appliquée a (5) et
a la droite admissible L : Re(z) = x¢. Pour montrer la derniere affirmation,
notons ¢y = r e et vy = Im(w(z)), de sorte que

Sp(1) =Re(J, (im))
= r(—1)"Hp 8enRe ) (Re(u,,) cos(nvy + 8) — Im(uy,) sin(nv + 5))

ol u,, est une suite de nombres complexes qui converge vers 1. Remarquons
que vg =~ 3,104 n’est pas un multiple entier de 7 et donc il existe une suite
d’entiers ¢(n) telle que cos(¢(n)vg + B) converge vers une limite [ # 0. On
en déduit que

lim (Re(ugp(my) cos(p(n)vg + B) — Im(ugm)) sin(e(n)ve + B)) =1 #0

n—-+4oo
et donc
lim |S<p(n)(1)|1/¢(n) _ eRe(w(zO)) .

n—-+o0o
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Démonstration du Théoreme 1
Posons po, = 2d%2Py (1) et pr = 21(20 — 1)d?*Py_1,(1) (1 € {2,...,10}).
Le Lemme 2 implique que ce sont des entiers. Définissons également /7, =
2d?2S,,(1) : le Lemme 1 montre que

10

gn = Po,n + Zpl,nC(Zl + 1) .

=2

Enfin, puisque d’apres le Théoreme des nombres premiers d,, = "™ Le
Lemme 5 montre que

Hm || "/?™ ~ e €]0,11,

n—-+4oo

ce qui prouve le Théoreme 1.
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