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Résumé. Un théorème de Baker affirme qu’une fonction F entière sur Cd telle que
F (Nd) ⊂ Z et qui crôıt moins vite (en un sens précis) que 2z1+···+zd est nécessairement un
polynôme. Ceci généralise à plusieurs variables le célèbre théorème de Pólya (cas d = 1).
Au moyen de la théorie des fonctionnelles analytiques à porteur non-compact, Yoshino a
démontré un théorème général sur la croissance des fonctions analytiques arithmétiques,
qui implique que la conclusion du théorème de Baker a lieu si F est seulement supposée
holomorphe sur le domaine D = {z ∈ C : <(zj) > 0, j = 1, . . . , d}.

Le cas d = 1 a également été abordé d’une façon différente par Gel’fond et Pólya au
moyen de la fonction caractéristique de Carlson-Nörlund. Cette fonction a été introduite
afin de borner de façon quasi-optimale la croissance des fonctions holomorphes d’une
variable qui sont développables en série d’interpolation de Newton dans le demi-plan
<(z) > 0.

Dans cet article, nous montrons comment cette fonction caractéristique peut aussi servir
pour obtenir une borne sur la croissance des fonctions de plusieurs variables développa-
bles sur D en série de Newton multiple. Nous en déduisons alors une amélioration des
théorèmes de Gel’fond-Pólya et de Yoshino, en éliminant ou affaiblissant certaines de
leurs hypothèses techniques.

Abstract. A theorem of Baker says that a function F entire on Cd such that F (Nd) ⊂ Z
and increasing slower (in a precise sense) than 2z1+···+zd is necessarily a polynomial. This
is a multivariate generalisation of the celebrated theorem of Pólya (case d = 1). Using
the theory of analytic functionals with non-compact carrier, Yoshino proved a general
theorem dealing with the growth of arithmetic analytic functions, which implies that the
conclusion of Baker’s theorem holds if F is only assumed to be holomorphic on the domain
D = {z ∈ C : <(zj) > 0, j = 1, . . . , d}.

The case d = 1 was also treated in a different way by Gel’fond and Pólya by means
of the characteristic function of Carlson-Nörlund. This function was introduced to bound
in a nearly optimal way the growth of holomorphic functions of one variable that can be
expanded in a Newton interpolation series in the half-plane <(z) > 0.

In this article, we show how this characteristic function can also be used to bound the
growth of multivariate functions defined on D that can be expanded in multiple Newton
series. These considerations enable us to improve Gel’fond-Pólya’s and Yoshino’s theorems,
in particular to remove or to weaken certain of their technical conditions.
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1. Introduction

Pólya a démontré dans [29] le célèbre résultat suivant, qui est à l’origine de la théorie
des fonctions analytiques arithmétiques : Soit F une fonction entière telle que F (N) ⊂ Z
et limr→+∞ |F |rr1/2/2r = 0. Alors F est un polynôme. (On note |F |r le maximum de |F (z)|
sur le disque |z| ≤ r et N désigne l’ensemble des entiers strictement positifs.) Il conjecturait
que le même résultat était vrai si limr→+∞ |F |r/2r = 0, ce qui a rapidement été démontré
par Hardy [19]. Pólya a finalement montré que l’on peut encore affaiblir l’hypothèse de
croissance en supposant seulement que lim infr→+∞ |F |r/2r = 0. Dans la littérature, on
trouve très souvent une version plus faible du théorème de Pólya : Soit F une fonction
entière telle que F (N) ⊂ Z et

lim sup
r→+∞

log |F |r
r

< log(2). (1)

Alors F est un polynôme. Quelle que soit la formulation, il est raisonnable d’estimer qu’elle
est optimale en raison de l’exemple de la fonction entière transcendante 2z. Parmi les
fonctions entières F vérifiant F (N) ⊂ Z, il y a donc un vide entre les polynômes et les
fonctions à croissance exponentielle.

De nombreuses généralisations et variantes en une variable de ces résultats ont ensuite été
démontrées (1) dans diverses directions. On trouve dans [30, 34] un début de classification
des fonctions entières arithmétiques de croissance supérieure, travail qui fut totalement
complété par Pisot [27]. Alternativement, on peut imposer que F (j)(N) ⊂ Z pour j =
0, 1, . . . , J (Gel’fond [13] pour J fini et Fridman [11] pour J = ∞). On peut également
remplacer N par Z (Pólya [29]), par qN, avec q ∈ Z, q 6= 0,±1 (Gel’fond [14]) ou bien par
l’anneau des entiers d’un corps imaginaire quadratique (Fukasawa [12], Gramain [17]).

Récemment, divers auteurs ont remplacé C par un corps de fonctions sur Fq. Gâce aux
travaux successifs de Car [8], Delamette [10] et Adam [1], on dispose d’un analogue optimal
pour Z. Car [9] obtient un analogue pour Z[i] et Adam [1] un analogue pour qN. Il existe
également des versions p-adiques de théorèmes de type Pólya : voir [20, 22].

Il semble que la première généralisation satisfaisante en plusieurs variables soit due à
Baker [3], qui a montré le théorème suivant : Soit F une fonction entière de d variables
complexes telle que F (Nd) ⊂ Z et

lim sup
||r||→+∞

log |F |r
||r|| < log(2). (2)

Alors F est un polynôme. (On note |F |r le maximum de |F (z1, . . . , zd)| sur le polydisque
|z1| ≤ r1,..., |zd| ≤ rd et ||r|| = r1 + · · · + rd.) De nouveau, l’exemple de la fonction
entière transcendante 2z1+···+zd montre l’optimalité. Le résultat de Baker concerne plus
généralement les fonctions entières telles que F (j1,...,jd)(Nd) ⊂ Z pour j` = 0, 1, . . . , J ,
` = 1, . . . , d, ce qui généralise Gel’fond [13]. Voir aussi [18] pour des résultats de nature

1Il est impossible de prétendre décrire correctement ce pan des mathématiques : le lecteur est invité à
étudier les bibliographies des articles les plus récents cités ici et à butiner ensuite au gré des références.
Voir aussi les articles de survols [16, 32].
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similaire pour des fonctions prenant des valeurs entières (ou algébriques) en un nombre fini
d’entiers donnés. On trouve d’autres résultats en plusieurs variables dans l’esprit de Pisot
dans [2].

Une autre généralisation naturelle consiste à affaiblir l’hypothèse que F est entière (en
une ou plusieurs variables). On peut citer l’article de Pisot [28] étendant partiellement les
résultats de [27] au cas d’une fonction d’une variable régulière dans le demi-plan droit et
dont la transformée de Laplace vérifie une hypothèse technique. Relativement récemment,
Yoshino [38] a démontré le théorème suivant.

Théorème (Yoshino). Soit F une fonction holomorphe sur D = {z ∈ C : <(zj) > 0, j =
1, . . . , d}, vérifiant les conditions suivantes :

(i) F (Nd) ⊂ Z.
(ii) Il existe une fonction A(z) définie sur D , convexe et homogène de degré 1, telle que,

pour tout ε > 0, il existe cε > 0 tel que |F (z)| ≤ cεe
A(z) pour <(zj) ≥ ε, j = 1, . . . , d.

(iii) Pour tout j = 1, . . . , d, la j-ième projection de {x ∈ Cd : <(x · z) ≤ A(z), ∀z ∈ D}
est contenue dans {xj ∈ C : |exj − 1| < 1}.
Alors F est un polynôme à coefficients rationnels.

Appelons admissible toute fonction A convexe, homogène (2) de degré 1 et vérifiant (iii).
Il est facile de voir que, pour d = 1, la fonction A(z) = η|z| avec η < log(2) est admissible et
que l’on obtient un analogue du théorème de Pólya (énoncé autour de (1)), en remplaçant
|F |r par le supremum de |F (z)| pour |z| ≤ r et <(z) > 0. Yoshino ne propose aucun
exemple d’application pour d ≥ 2, ce que l’on fait pour lui au corollaire 1 ci-dessous.

Toujours pour d = 1, il s’intéresse par ailleurs à la condition (iii) dans le cas de la
fonction A(z) = |z|ψ(θ), où, pour θ ∈ [−π/2, π/2],

ψ(θ) = cos(θ) log (2 cos(θ)) + θ sin(θ),

est la fonction caractéristique de Carlson-Nörlund. (La fonction ψ est continue, paire,
décroissante puis croissante et vérifie log(2) ≤ ψ(θ) ≤ π/2 sur [−π/2, π/2].) Cette fonction
A est convexe et homogène de degré 1 sur <(z) > 0 mais comme, pour tout z = |z|eiθ avec
θ ∈ [−π/2, π/2], on a |2z| ≤ e|z|ψ(θ) (avec égalité sur R+), elle n’est pas admissible dans le
théorème pour d = 1. On peut aussi le voir de la manière suivante : on a l’égalité (3)

{x ∈ C : <(xz) ≤ |z|ψ(θ),∀<(z) > 0} = {x ∈ C : |ex − 1| ≤ 1} (3)

2Une fonction A est dite homogène de degré 1 sur une partie E ⊂ Cd si A(kz) = kA(z) pour tout z ∈ E
et tout k ∈ C. Comme Yoshino applique son théorème à A(z) = η|z| lorsque d = 1, il est probable qu’il
faille plutôt comprendre que A(kz) = |k|A(z) ou bien que A(kz) = kA(z) pour k > 0 seulement (fonction
positivement homogène). Notons au passage que, si d = 1, toute fonction homogène de degré 1 sur C est
de la forme |z|ϕ(arg(z)) avec ϕ une fonction 2π–périodique.

3Yoshino écrit malencontreusement |ex − 1| < 1 à la place de |ex − 1| ≤ 1, ce qui est incorrect : le point
x = log(2) appartient bien aux deux membres de (3). Cette égalité est l’objet de l’entrée 114 de [31, p.
126] : il y est montré que ψ(θ) est la fonction d’appui du convexe M = {x ∈ C : |ex − 1| ≤ 1}, c’est-à-dire
que ψ(θ) = max{<(xeiθ), x ∈ M }, ce qui entrâıne (3). En particulier, si l’on se donne une fonction ϕ
définie sur [−π/2, π/2] telle que ϕ(θ) ≥ log(2) sur cet intervalle, alors la fonction (positivement) homogène
A(z) = |z|ϕ(arg(z)) n’est pas admissible.
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et la condition (iii) n’est donc pas satisfaite.
Bien que la fonction |z|ψ(θ) ne soit pas admissible, l’égalité (3) suggère cependant que,

pour d = 1, toute fonction convexe, homogène de degré 1 et de “croissance” à peine
plus faible que |z|ψ(θ) va être admissible dans le théorème de Yoshino. Il s’avère qu’un
tel résultat a été démontré bien avant celui de Yoshino. On trouve en effet dans livre de
Gel’fond [15, p. 153, Théorème X] le théorème suivant (4) :

Théorème (Gel’fond-Pólya). Soit F une fonction régulière sur <(z) > A et continue
sur <(z) ≥ A vérifiant dans ce demi-plan l’inégalité (pour un ε > 0 donné)

|F (A + reiθ)| < erψ(θ)

(1 + r)1/2+ε
(4)

et telle que F (k) ∈ Z pour tout entier k > A. Alors F est un polynôme.

Le but de cet article est de généraliser en plusieurs variables le théorème de Gel’fond-
Pólya et d’affaiblir la condition (4) (en particulier en ne supposant pas la fonction continue
sur le bord du demi-plan). Pour d ≥ 2, on montre qu’un rôle similaire à |z|ψ(θ) peut

être joué par la fonction
∑d

j=1 |zj|ψ(θj), qui est convexe, homogène de degré 1 mais pas

admissible (considérer le point x = (log(2), 0, 0, . . . , 0)).
On note z tout d-uplet (z1, z2, . . . , zd) de nombres complexes et on écrit zj = |zj|eiθj

avec θj ∈ [−π/2, π/2] tout complexe zj tel que <(zj) ≥ 0. Notre théorème principal est le
suivant et nous effectuons une comparaison avec celui de Yoshino au paragraphe 2. Voir le
paragraphe 6 final pour un énoncé alternatif.

Théorème 1. Soit F une fonction holomorphe sur {z ∈ Cd : <(zj) > 0, j = 1, . . . , d}.
Supposons que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(i) F (Nd) ⊂ Z.
(ii) Il existe des réels c > 0, α ≥ 0 et β tels que l’on ait pour tout z vérifiant <(zj) > 0 :

|F (z)| ≤ c

d∏
j=1

e|zj |ψ(θj)

<(zj)α(1 + |zj|)β
. (5)

Alors si 1/2− β < α < 1/2, la fonction F est un polynôme à coefficients rationnels.

Remarques. a) On pourrait considérer le cas apparemment plus général d’une fonction F
holomorphe sur {z ∈ Cd : <(zj) > Aj, j = 1, . . . , d} mais on déduit facilement ce cas de
celui où les Aj sont nuls. On pourrait également faire dépendre les exposants α et β de j :
cela n’apporte rien au théorème 1 mais améliore le théorème 2 (voir la remarque c) qui le
suit).

b) Sous la contrainte 1/2− β < α < 1/2, la condition de croissance (5) la plus favorable
est lorsque α est proche de 1/2 et β proche de 0. On peut penser que l’on pourrait assouplir
cette condition en seulement α + β > 0.

4Ce résultat semble être passé relativement inaperçu car il n’est nulle part cité dans la littérature. Il
n’est attribué à personne dans la version française de [15] (donc implicitement à Gel’fond) mais à Pólya
dans la version allemande. Nous coupons la poire en deux en l’attribuant à Gel’fond et Pólya.
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c) Le théorème de Gel’fond-Pólya correspond au cas d = 1, A = 0, α = 0 et β = 1/2+ ε.
Le point clé de notre amélioration est l’utilisation d’un contour d’intégration différent de
celui de Gel’fond-Pólya lors de l’évaluation de certaines formules d’interpolation.

d) Si 1/2−β < α < 1/2, les nombres α et β ne sont pas nuls simultanément. La fonction∑d
j=1

(|zj|ψ(θj)−α log<(zj)−β log(1+ |zj|)
)

n’est donc pas homogène et, en conséquence,
pas admissible.

e) Stricto sensu, l’hypothèse α ≥ 0 n’est pas nécessaire et la preuve ne l’utilisera pas.
Cependant, si l’on suppose que α < 0, alors la fonction F est nécessairement identiquement
nulle sans même supposer que F (Nd) ⊂ Z ou que 1/2− β < α < 1/2. En effet, on peut la
prolonger par continuité sur <(zj) = 0 pour j = 1, . . . , d, où elle s’annule. Fixons z2, . . . , zd

quelconques de parties réelles > 0 et considérons g(z) = F (z, z2, . . . , zd). La fonction g est
continue sur <(z) ≥ 0, holomorphe sur <(z) > 0, nulle sur <(z) = 0 : par le principe de
réflexion de Schwarz, il existe une unique fonction entière ĝ cöıncidant avec g sur <(z) ≥ 0.
En particulier, ĝ s’annule sur <(z) = 0 : elle est donc identiquement nulle sur C, ce qui
entrâıne que F est aussi identiquement nulle.

Comme pour zj = |zj|eθj tel que θj ∈ [−π/2, π/2], on a |2z1+···+zd| ≤ e|z1|ψ(θ1)+···+|zd|ψ(θd)

avec égalité sur Rd
+, nous obtenons comme corollaire un analogue du théorème de Baker

(énoncé autour de (2)) sous une hypothèse d’analyticité plus faible. C’est aussi un corollaire
du théorème de Yoshino que l’on obtient en considérant la fonction admissible A(z) =

η
∑d

j=1 |zj| avec η < log(2). On désigne par |F |?r le supremum de |F (z)| sur |zj| ≤ rj et

<(zj) > 0 pour j = 1, . . . , d.

Corollaire 1. Soit F une fonction holomorphe sur {z ∈ Cd : <(zj) > 0, j = 1, . . . , d},
telle que F (Nd) ⊂ Z et

lim sup
||r||→+∞

log |F |?r
||r|| < log(2).

Alors F est un polynôme à coefficients rationnels.

Au fil du temps, essentiellement trois méthodes ont été utilisées pour démontrer les
divers résultats sur la croissance des fonctions analytiques arithmétiques : par séries d’in-
terpolation de type Newton en une ou plusieurs variables [1, 3, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14,
18, 19, 25, 26, 29, 30, 33, 34], par transformation de Laplace (ou analogue multidimension-
nel comme les fonctionnelles analytiques) et diamètre transfini [2, 5, 27, 28, 38] ou bien
par les méthodes de transcendance de Gel’fond et de Schneider [10, 17, 35, 36, 37]. Il est
méthodologiquement intéressant que la démonstration du théorème de Yoshino appartienne
à la deuxième catégorie tandis celle de notre théorème 1 appartienne à la première.

Le plan de l’article est le suivant. Au paragraphe 2, on effectue une comparaison du
théorème de Yoshino et du théorème 1. Au paragraphe 3, on démontre le lemme qui est au
cœur de notre méthode. Au paragraphe 4, on démontre le théorème 1 dans le cas d = 1.
On le montre ensuite pour d ≥ 2 au paragraphe 5 en deux temps : d’abord en détail pour
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d = 2 au paragraphe 5.1, puis en esquissant (5) le cas d ≥ 3 au paragraphe 5.2. Enfin, au
paragraphe 6, on énonce notre théorème 4, qui une alternative au théorème 1 : on suppose
une condition de croissance moins bonne que (5) mais dépendant de paramètres α et β
utilisables dans une plage plus grande.

On déduira le théorème 1 du résultat suivant, qui constitue un analogue multidimension-
nel du théorème classique de Carlson-Nörlund (voir [24, p. 131, paragraphe 66]) concernant
les fonctions d’une variable complexe, holomorphes dans <(z) > 0 et qui sont développables
en série de Newton aux entiers positifs.

Théorème 2. Soit F une fonction holomorphe sur {z ∈ Cd : <(zj) > 0, j = 1, . . . , d},
vérifiant l’hypothèse de croissance (5) du théorème 1 pour des réels α ≥ 0 et β.

Il existe alors une multi-suite de complexes (A(n1, . . . , nd))n1,...,nd≥0 telle que l’on ait

F (z) =
∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nd=0

A(n1, . . . , nd)
Pn1(z1) · · ·Pnd

(zd)

n1! · · ·nd!
(6)

pour <(zj) > max(1/2 + α, 3/2− α− β), j = 1, . . . , d, où la série converge absolument.
De plus, on a

|A(n1, . . . , nd)| ¿
d∏

j=1

log(nj + 2)

(nj + 1)min(1/2−α, α+β−1/2)
(7)

pour tout nj ≥ 0, j = 1, . . . , d.

Remarques. a) De nouveau, l’hypothèse α ≥ 0 ne sera pas utilisée : si α < 0, on sait que
F est identiquement nulle et le théorème 2 est vide. Bien sûr, il existe des fonctions non-
identiquement nulles vérifiant les hypothèses du théorème 2 lorsque α ≥ 0, par exemple
(1 + x)d d

√
z1···zd avec 0 < x ≤ 1 et la racine d–ième définie avec sa branche principale.

b) Pour d = 1 et α = 0, il s’agit d’une version un peu plus faible du théorème de Carlson
et Nörlund, qui obtiennent l’égalité (6) pour <(z) > max(0, 1/2− β). Par ailleurs, dans la
théorie des séries d’interpolation en une variable, la fonction ψ est un exemple de fonction
caractéristique (voir par exemple [21, 23, 24]), ce qui explique le nom que nous lui avons
attribué plus haut.

c) La démonstration nous donnera un peu plus puisque l’on peut aussi faire dépendre les
paramètres α et β de j : il suffit de remplacer <(zj) > max(1/2+α, 3/2−α−β) par <(zj) >
max(1/2+αj, 3/2−αj−βj) et min(1/2−α, α+β−1/2) par min(1/2−αj, αj +βj−1/2)
pour tout j = 1, . . . , d.

Terminons cette introduction avec quelques problèmes. On peut tout d’abord essayer
d’appliquer notre méthode au cas des fonctions dont les dérivées prennent aussi des valeurs
entières : nous sommes actuellement en train de réfléchir à ce problème que l’on peut
aborder par les séries d’interpolation. Peut-être plus difficile sera d’obtenir des résultats
analogues au théorème de Yoshino et au théorème 1 pour les fonctions holomorphes sur
{z ∈ Cd : <(zj) > 0, j = 1, . . . , d} et prenant des valeurs entières (éventuellement avec

5La seule réelle complication par rapport au cas d = 2 est due aux notations et on préfère détailler le
cas d = 2 pour plus de clarté.



7

multiplicité) aux points qn = (qn
1 , . . . , qn

d ), n ∈ N, (voir Bézivin [4]) ou aux point qn =
(qn1

1 , . . . , qnd
d ), n1, . . . , nd ∈ N, (voir Bundschuh [6]) pour des entiers q1, . . . , qd ≥ 2.

Remarquons que Martin [23, p. 314, Théorème 1] a montré que si la série à termes réels
positifs

∑
n α−1

n converge, alors toute série d’interpolation construite sur les polynômes
(z − α1)(z − α2) · · · (z − αn) converge soit uniquement aux points αj soit pour tout z ∈ C
(et définie une fonction entière). Une telle série ne peut donc pas représenter une fonction
holomorphe seulement dans <(z) > 0, contrairement aux séries considérées dans cet article.
Cette situation se produit en particulier si αn = qn, q ≥ 2 et n ∈ N. Partant d’une fonction
F holomorphe et à croissance contrôlée sur <(z) > 0 par une fonction caractéristique ψ,
si l’on parvient à montrer l’analogue du théorème 2, on en déduira automatiquement que
F est entière. On peut ensuite espérer contrôler la croissance de F sur C par une fonction

caractéristique ψ̃ (c’est théoriquement faisable à partir de la série d’interpolation, voir [23,
p. 342]) qui prolonge ψ. Sous l’hypothèse supplémentaire F (qN) ⊂ Z, on pourra peut-être
conclure que F est un polynôme par les techniques standard.

2. Comparaison entre le théorème de Yoshino et le théorème 1

Il n’est pas facile de comparer les deux théorèmes car celui de Yoshino possède avec les
constantes cε une souplesse que nous n’avons pas : notre constante c est fixé une bonne fois
pour toute. Néanmoins, le théorème 1 améliore celui de Yoshino sur au moins un point,
donné par la proposition suivante.

Proposition 1. Fixons des réels α et β. Il n’existe aucune fonction A positivement ho-
mogène de degré 1, vérifiant la condition (iii) du théorème de Yoshino et telle que l’on
ait

A(z) ≥
d∑

j=1

(|zj|ψ(θj)− α log<(zj)− β log(1 + |zj|)
)

(8)

pour tout z tel que <(zj) > 0, j = 1, . . . , d.

Remarque. Il n’est pas nécessaire de supposer que A est convexe ou que 1/2−β < α < 1/2.

Démonstration. Soit A une fonction positivement homogène de degré 1 vérifiant (8) pour
tout z tel que <(zj) > 0, j = 1, . . . , d. Pour tout k > 0, puisque arg(kzj) = arg(zj) (= θj),
on a

A(z) = k−1 A(kz) ≥
d∑

j=1

|zj|ψ(θj)−
d∑

j=1

k−1
(
α log<(kzj) + β log(1 + k|zj|)

)
.

En passant à la limite k → +∞, on a donc en fait

A(z) ≥
d∑

j=1

|zj|ψ(θj) ≥ log(2)
d∑

j=1

|zj|,

puisque ψ(θ) ≥ log(2) pour tout θ ∈ [−π/2, π/2]. Il en découle que x = (log(2), 0, . . . , 0)
(par exemple) appartient à {x ∈ Cd : <(x · z) ≤ A(z), ∀z ∈ D}. La première projection de
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cet ensemble n’est donc pas contenue dans {x1 ∈ C : |ex1 − 1| < 1} et la condition (iii) du
théorème de Yoshino n’est pas vérifiée. ¤

3. Un lemme préliminaire

Nous ferons un usage multiple du lemme suivant, que nous dégageons donc dès à présent.
Posons P0(z) = 1 et Pn(z) = (z − 1)(z − 2) · · · (z − n) pour n ≥ 1 et z ∈ C.

Lemme 1. Soit F (z) une fonction holomorphe sur <(z) > 0 pour laquelle il existe des
réels α, β et c > 0 tels que

|F (z)| ≤ c
e|z|ψ(θ)

<(z)α(1 + |z|)β

pour <(z) > 0. Soit C une courbe fermée directe contenue dans le demi-plan <(z) > 0 et
entourant les points 1, 2, . . . , n.

(i) On a ∣∣∣∣
1

2πi

∫

C

(n− 1)!

Pn(x)
F (x) dx

∣∣∣∣ ¿
log(n + 2)

(n + 1)min(1/2−α, α+β−1/2)
. (9)

(ii) Si on suppose de plus que z est tel que <(z) ≥ δ > 0 (pour un δ fixé) et entouré par
C , on a ∣∣∣∣

1

2πi

∫

C

(n− 1)!

(x− z)Pn−1(x)
F (x) dx

∣∣∣∣ ¿δ (n + 1)max(1/2+α, 3/2−α−β) log(n + 2). (10)

Remarque. On ne suppose rien sur α et β. On appliquera en particulier ce lemme au cas
1/2− β < α < 1/2, qui assure que l’intégrale majorée en (i) tend vers 0 quand n → +∞.

Démonstration. Commençons par montrer (i). Notons In l’intégrale à gauche de (9). Par
le théorème de Cauchy, on peut déformer C en le contour homotope qui nous convient le
plus. Dans [24, p. 133 et suivantes], Nörlund choisit (6) pour C le cercle Cn de centre n et
de rayon n. C’est aussi le choix fait par Gelfond dans la preuve du Théorème de Gel’fond-
Pólya. Tout point x de ce cercle s’écrit x = n + ne2iθ = 2n cos(θ)eiθ avec θ ∈ [−π/2, π/2].
Ce cercle passant par 0, ce choix impose une certaine régularité en 0 pour F , ce que nous
n’avons pas supposé. Nous allons donc légèrement modifier le contour de Nörlund de la
façon suivante.

Définissons, pour n ≥ 1, l’angle An ∈ [0, π/2[ par 2n cos(An) = 1. On choisit pour C
le contour direct composé de deux parties C1,n et C2,n : C1,n est l’arc de cercle de Cn sur
lequel θ ∈ [−An, An] et C2,n est le segment vertical reliant les deux extrémités de C1,n (voir
la figure 1). On pose

Ik,n =
1

2πi

∫

Ck,n

(n− 1)!

Pn(x)
F (x) dx,

de sorte que In = I1,n + I2,n.

6Lorsque F est entière, les tenants de la méthode d’interpolation, tels Pólya, Hardy ou Baker, choisissent
systématiquement un cercle de centre 0, de rayon 2n en général.
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0 2n

z

Q

n

P

R

1

2n

Fig. 1. Les contours d’intégration C1,n = PQR et C2,n = RP .

– Majoration de I1,n. Rappelons que la fonction caractéristique de Carlson-Nörlund ψ(θ)
est définie par ψ(θ) = cos(θ) log (2 cos(θ)) + θ sin(θ).

Par des transformations élémentaires, on a

I1,n =
1

2πi

∫

C1,n

Γ(n)Γ(x− n)

Γ(x)
F (x) dx.

On définit le logarithme par log(z) = log |z|+ i arg(z) avec −π < arg(z) ≤ π et la formule
de Stirling s’écrit alors

Γ(z) = zz−1/2e−z
√

2π
(
1 +O(1/|z|))

pour tout z tel que −π < arg(z) < π. Comme θ ∈ [−An, An], les arguments de x− n et x
sont bien dans ]− π, π[ et on a donc que

∣∣∣∣
Γ(n)Γ(x− n)

Γ(x)

∣∣∣∣ ¿
∣∣∣∣
nn−1/2(x− n)x−n−1/2

xx−1/2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
(

n

x− n

)n+1/2 (
x− n

x

)x √
x

n

∣∣∣∣

¿
∣∣∣∣
( n

ne2iθ

)n+1/2
(

ne2iθ

2n cos(θ)eiθ

)2n cos(θ)eiθ √
n cos(θ)

n

∣∣∣∣

¿ 1√
n

e−2n cos(θ)ψ(θ).

La constante implicite dans ce dernier ¿ ne dépend ni de n ni de θ et la majoration
∣∣∣∣
Γ(n)Γ(x− n)

Γ(x)

∣∣∣∣ ¿
1√
n

e−2n cos(θ)ψ(θ)
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vaut en fait pour tout θ ∈ [−π/2, π/2]. (Voir aussi [31, p. 157, entrée 263] pour plus de
détails sur le domaine de validité de cette majoration.) Comme on le verra plus bas, on
peut remplacer le second membre par 1/n lorsque 0 ≤ <(x) ≤ 1

2n
.

On peut maintenant estimer l’intégrale I1,n. Sur C1,n, on a dx = 2ine2iθdθ et

0 ≤ 1

<(x)α(1 + |x|)β
≤ 1

(2n cos(θ)2)α(1 + 2n cos(θ))β

≤ 1

(2n)α+β cos(θ)2α+β

1(
1 + 1

2n cos(θ)

)β

¿ 1

nα+β cos(θ)2α+β
(11)

car 1 ≤ 1 +
1

2n cos(θ)
≤ 2 sur C1,n.

En utilisant l’hypothèse de croissance sur F , on en déduit donc que

|I1,n| ¿ n

∫ An

−An

1√
n

e−2n cos(θ)ψ(θ)|F (2n cos(θ)eiθ)| dθ ¿ 1

nα+β−1/2

∫ An

−An

dθ

cos(θ)2α+β

et il ne reste plus qu’à estimer l’intégrale. Comme An → π/2 quand n → +∞, on peut
supposer n assez grand pour que An ≥ π/6. En notant c1 la valeur de l’intégrale entre 0 et
π/6 (indépendante de n), on a donc

0 ≤
∫ An

0

dθ

cos(θ)2α+β
= c1 +

∫ An

π/6

dθ

cos(θ)2α+β
≤ c1 + 2

∫ An

π/6

sin(θ)

cos(θ)2α+β
dθ,

où l’on a utilisé le fait que 2 sin(θ) ≥ 1 sur [π/6, An]. Comme on peut calculer une primitive
de la fonction sin(θ) cos(θ)v pour tout réel v, on obtient que

∫ An

0

dθ

cos(θ)2α+β
¿

{
1 + n−1+2α+β si 2α + β 6= 1,

log(n) si 2α + β = 1.

D’où

|I1,n| ¿ 1

nα+β−1/2
+

1

n1/2−α

si 2α + β 6= 1 et

|I1,n| ¿ log(n)

n1/2−α

si 2α+β = 1. Dans tous les cas, on a l’estimation (légèrement moins bonne mais suffisante) :

|I1,n| ¿ log(n + 2)

(n + 1)min(1/2−α, α+β−1/2)

pour tout entier n ≥ 0.

– Majoration de I2,n. On note dorénavant 1/2n pour 1
2n

. Le segment orienté C2,n est décrit
par les points x = 1/2n + iξ avec |ξ| ≤ sin(An). Comme An → π/2 quand n → +∞, on
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va simplement majorer sin(An) par 1. Si n ≥ 1, pour tout entier j ∈ {1, 2, . . . , n}, on a
|j − x| ≥ |j −<(x)| = j − 1/2n > 0 et donc

|(x− 1) · · · (x− n)| ≥ (n− 1/2n) · · · (1− 1/2n) =
Γ(1 + n− 1/2n)

Γ(1− 1/2n)
.

Sur C2,n, on a 1 + 1/2n ≤ 1 + |1/2n + iξ| ≤ 2 + 1/2n donc pour tout réel β, la fonction
(1 + |1/2n + iξ|)β est bornée indépendamment de n, tout comme e|1/2n+iξ|ψ(θ) (en notant
θ = arg(1/2n + iξ)). On obtient donc que

|I2,n| ¿ Γ(n)Γ(1− 1/2n)

Γ(1 + n− 1/2n)

sin(An)∫

− sin(An)

|F (1/2n + iξ)| dξ

¿ Γ(n)Γ(1− 1/2n)

Γ(1 + n− 1/2n)
nα

∫ 1

−1

e|1/2n+iξ|ψ(θ)

(1 + |1/2n + iξ|)β
dξ

¿ 1

n1−α
.

La dernière majoration résulte de l’équivalent Γ(n)Γ(1 − 1/2n)/Γ(1 + n − 1/2n) ∼ 1/n
(comme le montre la formule de Stirling). On a donc en définitive |I2,n| ¿ 1/(n + 1)1−α

pour tout entier n ≥ 0.

– Majoration de In. Il résulte des calculs précédents que l’on a |I2,n| = o(I1,n) et donc que

|In| ≤ |I1,n|+ |I2,n| ¿ log(n + 2)

(n + 1)min(1/2−α, α+β−1/2)

pour tout entier n ≥ 0, comme annoncé.

Démontrons maintenant l’assertion (ii). On remarque pour cela que

(n− 1)!

(x− z)Pn−1(x)
=

x− n

x− z

(n− 1)!

Pn(x)

et que, sur le même contour C que celui choisi pour majorer In avec n suffisamment grand
pour que z soit à l’intérieur de C , on a∣∣∣∣

x− n

x− z

∣∣∣∣ ¿δ n

aussi bien sur C1,n que sur C2,n. On ramène donc la majoration de l’intégrale à gauche
de (10) à celle de In et on obtient ainsi

∣∣∣∣
1

2πi

∫

C

(n− 1)!

(x− z)Pn−1(x)
F (x) dx

∣∣∣∣ ¿δ (n + 1)|In|

¿δ (n + 1)max(1/2+α, 3/2−α−β) log(n + 2).

Ceci achève la preuve du lemme. ¤
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4. Démonstration du théorème 1 pour d = 1

Nota Bene : dans toute la suite de cet article, on note τ = min(1/2−α, α + β − 1/2) et
ρ = max(1/2 + α, 3/2− α− β). Lorsque 1/2− β < α < 1/2, on a τ > 0.

Nous allons justifier que l’on peut développer en série de Newton toute fonction F (z)
(en une variable) satisfaisant à l’hypothèse de croissance (ii) du théorème 1. Il s’agit donc
de montrer le cas d = 1 du théorème 2. Avant cela, indiquons tout d’abord comment on en
déduit le théorème 1 dans le cas d = 1. Comme on le verra ci-dessous, la suite (A(n))n≥0

est donnée pour tout n ≥ 0 par

A(n) =

∫

C

n!

Pn+1(x)
F (x) dx. (12)

où C est n’importe quelle courbe fermée directe contenue dans le demi-plan <(x) > 0 et
entourant les points 1, 2, . . . , n+1. Or le théorème des résidus appliqué à la représentation
intégrale (12) de A(n) nous donne aussi que

A(n) =
n∑

j=0

(−1)n−j

(
n

j

)
F (j + 1) ∈ Z

puisque F (N) ⊂ Z (hypothèse (i) du théorème 1). Or il découle du cas d = 1 du théorème 2
que pour tout <(z) > ρ, on a

F (z) =
∞∑

n=0

A(n)
Pn(z)

n!

avec A(n) → 0 quand n → +∞ car 1/2− β < α < 1/2. Il existe donc un entier N ≥ 0 tel
que l’on ait A(n) = 0 pour n ≥ N + 1 et donc

F (z) =
N∑

n=0

A(n)
Pn(z)

n!
∈ Q[z].

On a donc déduit le cas d = 1 du théorème 1 du cas d = 1 du théorème 2, que nous
démontrons maintenant.

Démonstration du théorème 2, cas d = 1. Rappelons le cas particulier suivant de l’identité
d’Hermite : pour tout entier n ≥ 0, on a

1

x− z
=

n−1∑
j=0

Pj(z)

Pj+1(x)
+

Pn(z)

(x− z)Pn(x)

lorsque les dénominateurs ne s’annulent pas. En multipliant par F (z)/(2πi) et en intégrant
le long d’une courbe C fermée directe contenue dans le demi-plan <(x) > 0 et entourant
les points 1, 2, . . . , n et z, on obtient que

F (z) =
n−1∑
j=0

A(j)
Pj(z)

j!
+ Rn(z)



13

avec, pour tout n ≥ 0 et tout j = 0, . . . , n− 1,

A(j) =
1

2πi

∫

C

j!

Pj+1(x)
F (x) dx et Rn(z) =

Pn(z)

n!

1

2πi

∫

C

n!

(x− z)Pn(x)
F (x) dx.

Le lemme 1 s’applique à la fonction F considérée ici et on obtient donc que |A(j)| ¿
log(j + 2)/(j + 1)τ .

Il ne nous reste donc plus qu’à montrer que Rn(z) tend vers 0 lorsque <(z) > ρ. Fixons
z tel que <(z) ≥ δ > 0, avec δ choisi ultérieurement : toujours grâce au lemme 1, on sait
que ∣∣∣∣

1

2πi

∫

C

n!

(x− z)Pn(x)
F (x) dx

∣∣∣∣ ¿δ (n + 1)ρ log(n + 2).

Par ailleurs, il résulte de la formule de Stirling que l’on a pour tout complexe u la majoration

|Pn(u)|
n!

¿u
1

(n + 1)<(u)
.

On en déduit donc que |Rn(z)| ¿δ,z (n + 1)ρ−<(z) log(n + 2) pourvu que <(z) ≥ δ. Il suffit
donc de choisir δ arbitrairement proche de ρ pour obtenir que Rn(z) → 0 quand n → +∞
pour tout z tel que <(z) > ρ. La convergence de la série est d’ailleurs normale sur tout
domaine <(z) ≥ δ > ρ. ¤

5. Démonstration du théorème 1 pour d ≥ 2

L’idée de la démonstration est la même que celle employée dans le cas d = 1. On
commence par déduire le théorème 1 du théorème 2, que l’on montre ensuite. La preuve du
théorème 2 pour d ≥ 2 fait apparâıtre quelques différences avec le cas d = 1 : on démontre
en détail le cas d = 2. Ces différences se reproduisent dans le cas d ≥ 3, que l’on traite
alors plus rapidement car les seules difficultés sont dues aux notations.

On montrera que, dans le théorème 2, les coefficients A(n1, . . . , nd) sont donnés par

A(n1, . . . , nd) =
1

(2πi)d

∫

C1×···×Cd

n1! · · ·nd!

Pn1+1(x1) · · ·Pnd+1(xd)
F (x1, . . . , xd) dx1 · · · dxd,

où, pour chaque j ∈ {1, . . . , d}, le contour fermé direct Cj est contenu dans le demi-plan
<(xj) > 0 et entoure les points 1, 2, . . . , nj + 1. En appliquant le théorème des résidus à
cette intégrale, on vérifie alors que l’on a

A(n1, . . . , nd) = (−1)n1+···+nd

n1∑
j1=0

· · ·
nd∑

jd=0

(−1)j1+···+jd

(
n1

j1

)
· · ·

(
nd

jd

)
F (j1 + 1, . . . , jd + 1)

et l’hypothèse (i) du théorème 1 nous assure donc que A(n1, . . . , nd) ∈ Z. Compte-tenu
de la majoration (7), si 1/2 − β < α < 1/2, on obtient donc l’existence de d entiers
N1 ≥ 0, . . . , Nd ≥ 0 tels que, pour chaque j fixé de {1, . . . , d}, on ait A(n1, . . . , nd) = 0
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pour tout nj ≥ Nj + 1 et tous n1, . . . , nj−1, nj+1, . . . , nd ≥ 0. Le développement (6) se
réduit donc à

F (z) =

N1∑
n1=0

· · ·
Nd∑

nd=0

A(n1, . . . , nd)
Pn1(z1) · · ·Pnd

(zd)

n1! · · ·nd!
∈ Q[z1, . . . , zd].

Ceci prouve le théorème 1 modulo le théorème 2. On démontre maintenant ce dernier en
détail dans le cas d = 2 et on esquisse ensuite le cas général. Rappelons que la condition
1/2− β < α < 1/2, qui nous a servi ci-dessus, n’est pas une hypothèse du théorème 2.

5.1. Démonstration du théorème 2 pour d = 2. Pour simplifier, on pose z1 = z
et z2 = w. On commence par multiplier l’identité d’Hermite par elle-même de la façon
suivante :

1

(x− z)(y − w)
=

(
n−1∑
j=0

Pj(z)

Pj+1(x)
+

Pn(z)

(x− z)Pn(x)

)
·
(

n−1∑

k=0

Pk(w)

Pk+1(y)
+

Pn(w)

(y − w)Pn(y)

)
.

En développant, on a donc

1

(x− z)(y − w)
=

n−1∑
j=0

n−1∑

k=0

Pj(z)

Pj+1(x)

Pk(w)

Pk+1(y)
+

Pn(w)

(y − w)Pn(y)

n−1∑
j=0

Pj(z)

Pj+1(x)

+
Pn(z)

(x− z)Pn(x)

n−1∑

k=0

Pk(w)

Pk+1(y)
+

Pn(z)Pn(w)

(x− z)(y − w)Pn(x)Pn(y)
. (13)

Soit δ > 0 (que l’on précisera ultérieurement) tel que <(z) ≥ δ et <(w) ≥ δ. Donnons-
nous deux courbes fermées directe C1 et C2 contenues dans les demi-plans <(x) > 0 et
<(y) > 0 respectivement : on suppose que C1 et C2 entourent les points {z, 1, . . . , n}
et {w, 1, . . . , n}, respectivement. En multipliant (13) par F (x, y)/(2πi)2 puis en intégrant
l’identité résultante le long de C1 × C2, on obtient donc que

F (z, w) =
n−1∑
j=0

n−1∑

k=0

A(j, k)
Pj(z)Pk(w)

j! k!
+ R1,n(z, w) + R2,n(z, w) + R3,n(z, w).

On a les expressions

A(j, k) =
j!k!

(2πi)2

∫

C1×C2

F (x, y)

Pj+1(x)Pk+1(y)
dxdy,

R1,n(z, w) =
Pn(w)

n!

n−1∑
j=0

Pj(z)

j!

j!n!

(2πi)2

∫

C1×C2

F (x, y)

(y − w)Pn(y)Pj+1(x)
dxdy,

R2,n(z, w) =
Pn(z)

n!

n−1∑

k=0

Pk(z)

k!

k!n!

(2πi)2

∫

C1×C2

F (x, y)

(x− z)Pn(x)Pk+1(y)
dxdy
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et

R3,n(z, w) =
Pn(z)Pn(w)

n!2
1

(2πi)2

∫

C1×C2

n!2F (x, y)

(x− z)(y − w)Pn(x)Pn(y)
dxdy.

Nous allons déterminer δ tel que la somme R1,n(z, w) + R2,n(z, w) + R3,n(z, w) tende vers
0 et tel que

∞∑
j=0

∞∑

k=0

A(j, k)
Pj(z)Pk(w)

j! k!

converge absolument (et même normalement) vers F (z, w).

– Majoration de R1,n(z, w). L’hypothèse de croissance (5) sur F permet de séparer les
variables et on est donc ramené au cas en une variable. L’intégrale sur C1 se majore grâce
à l’estimation (ii) du lemme 1 tandis que l’on utilise l’estimation (i) de ce lemme pour
l’intégrale sur C2. On obtient alors∣∣∣∣

j!n!

(2πi)2

∫

C1×C2

F (x, y)

(y − w)Pn(y)Pj+1(x)
dxdy

∣∣∣∣ ¿
(n + 1)ρ log(j + 2) log(n + 2)

(j + 1)τ

et on en déduit que

|R1,n(z, w)| ¿ (n + 1)ρ log(n + 2)
|Pn(w)|

n!

n−1∑
j=0

log(j + 2)

(j + 1)τ

|Pj(z)|
j!

.

On utilise maintenant de nouveau le fait que |Pm(u)|/m! ¿u (m + 1)−<(u) pour tout
complexe u, d’où l’on déduit que

|R1,n(z, w)| ¿ log(n + 2)2

(n + 1)<(w)−ρ

n∑
j=0

1

(j + 1)<(z)+τ
.

Puisque ρ + τ = 1, il suffit de choisir δ supérieur à et arbritrairement proche de ρ pour
que la somme à droite converge quand n → +∞. La condition <(w) ≥ δ > ρ assure que la
facteur devant cette somme tend vers 0. Donc R1,n(z, w) → 0 quand n → +∞ pour tous
z, w tels que <(z),<(w) > ρ.

– Majoration de R2,n(z, w). Ce terme se traite de manière symétrique à R1,n(z, w) et il
tend donc vers 0 pour tous z, w tels que <(z),<(w) > ρ.

– Majoration de R3,n(z, w). En appliquant deux foix l’estimation (ii) du lemme 1, on
obtient

|R3,n(z, w)| ¿ (n + 1)2ρ log(n + 2)2 |Pn(z)Pn(w)|
n!2

¿ log(n + 2)2

(n + 1)<(z)+<(w)−2ρ
.

Le membre de droite tend vers 0 pour tous z, w tels que <(z),<(w) > ρ.
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– Majoration de A(j, k) et convergence absolue de la série. L’expression intégrale pour
A(j, k) nous permet d’appliquer l’estimation (i) du lemme 1 aux deux intégrales sur C1 et
C2 séparément. On obtient que

|A(j, k)| ¿ log(j + 2) log(k + 2)

(j + 1)τ (k + 1)τ
.

Comme R1,n(z, w) + R2,n(z, w) + R3,n(z, w) → 0, on a pour l’instant prouvé que

F (z, w) = lim
n→+∞

n∑
j=0

n∑

k=0

A(j, k)
Pj(z)Pk(w)

j! k!

pour <(z),<(w) > ρ. Mais on peut dire mieux puisque
∣∣∣∣A(j, k)

Pj(z)Pk(w)

j! k!

∣∣∣∣ ¿
log(j + 2) log(k + 2)

(j + 1)<(z)+τ (k + 1)<(w)+τ
.

La série double converge donc absolument pour <(z),<(w) > ρ ; elle converge même nor-
malement sur tout domaine de la forme <(z),<(w) ≥ δ avec δ > ρ.

5.2. Démonstration du théorème 2 pour d ≥ 3. On se contente d’indiquer les grandes
lignes car le principe est rigoureusement le même que pour d = 2. L’identité d’Hermite
nous donne

d∏
j=1

1

xj − zj

=
d∏

j=1




n−1∑

kj=0

Pkj
(zj)

Pkj+1(xj)
+

Pn(zj)

(xj − zj)Pn(xj)




lorsque les dénominateurs ne s’annulent pas. Supposons que <(zj) ≥ δ > ρ. Pour chaque
j ∈ {1, 2, . . . , d}, notons Cj un contour fermé direct contenu dans le demi-plan <(xj) > 0
et entourant les points zj, 1, 2, . . . , n. Comme précédemment, on obtient

F (z) =
n−1∑

k1=0

· · ·
n−1∑

kd=0

A(k1, . . . , kd)
Pk1(z1) · · ·Pkd

(zd)

k1! · · · kd!
+ Rn(z)

où

A(k1, . . . , kd) =
1

(2πi)d

∫

C1×···×Cd

k1! · · · kd!

Pk1+1(x1) · · ·Pkd+1(xd)
F (x1, . . . , xd) dx1 · · · dxd (14)

et Rn(z) est la somme de 2d − 1 expressions de la forme

Pn(zh1) · · ·Pn(zhL
)

n!L

n−1∑

k1=0

· · ·
n−1∑

k`=0

Pk1(zj1) · · ·Pk`
(zj`

)
k1! · · · k`!

× 1
(2πi)d

∫

C1×···×Cd

k1! · · · k`!
Pk1+1(xj1) · · ·Pk`+1(xj`

)
n!L F (x1, . . . , xd) dx1 · · ·dxd

(xh1 − zh1)Pn(xh1) · · · (xhL
− zhL

)Pn(xhL
)

(15)

où 0 ≤ ` < d, L = d− ` et {h1, . . . , hL} t {j1, . . . , j`} est une partition de {1, 2, . . . , d}.
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L’hypothèse de croissance (5) sur F permet de séparer les variables et de traiter chacune
des d intégrales dans (15) séparément à l’aide du lemme 1 (au moyen des majorations (i)
ou (ii) selon le cas). En notant R l’expression dans (15), on obtient comme dans le cas
d = 2 la majoration

|R| ¿
( L∏

m=1

log(n + 2)

(n + 1)<(zhm )−ρ

)
·
( ∏̀

m=1

n∑

km=0

log(km + 2)

(km + 1)<(zjm )+τ

)

qui tend vers 0 quand n → +∞ sous l’hypothèse que <(zj) > ρ pour tout j = 1, . . . , d. Le
reste Rn(z) tend donc vers 0 sous la même condition.

Pour majorer A(k1, . . . , kd) au moyen de (14), on remarque que l’hypothèse de crois-
sance (5) permet de nouveau de séparer les intégrales et, grâce à la majoration (i) du
lemme 1, on obtient (7). Cette dernière majoration assure également que la série multiple
converge normalement lorsque <(zj) ≥ δ > ρ, j = 1, . . . , d.

6. Une alternative aux théorèmes 1 et 2

Les mêmes méthodes que celles employées pour démontrer les théorèmes 1 et 2 per-
mettent de d’obtenir les résultats suivants.

Soit F une fonction holomorphe sur {z ∈ Cd : <(zj) > 0, j = 1, . . . , d} telle qu’il existe
des réels c > 0, α et β tels que l’on ait pour tout z vérifiant <(zj) > 0 :

|F (z)| ≤ c

d∏
j=1

e|zj |ψ(θj)

|zj|α(1 + |zj|)β
, (16)

c’est-à-dire que l’on remplace <(zj)
α par |zj|α, ce qui est bien sûr moins bon que (5) pour

c > 0, α > 0 et β fixés. La seule cöıncidence a lieu pour α = 0. On a alors un théorème de
développement en série de Newton multiple.

Théorème 3. Soit F une fonction vérifiant l’hypothèse de croissance (16) pour des réels
α et β. Il existe alors une multi-suite de complexes (A(n1, . . . , nd))n1,...,nd≥0 telle que l’on
ait

F (z) =
∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nd=0

A(n1, . . . , nd)
Pn1(z1) · · ·Pnd

(zd)

n1! · · ·nd!

pour <(zj) > max(1/2, α, 3/2− α− β), j = 1, . . . , d, où la série converge absolument.
De plus, on a

|A(n1, . . . , nd)| ¿
d∏

j=1

log(nj + 2)

(nj + 1)min(1/2, 1−α, α+β−1/2)

pour tout nj ≥ 0, j = 1, . . . , d.

On en déduit le

Théorème 4. Si F vérifie la condition (16) avec 1/2 − β < α < 1 et que F (Nd) ⊂ Z,
alors F est un polynôme à coefficients rationnels.



18

La condition de croissance (16) est plus contraignante que (5) mais la condition de
convergence <(zj) > max(1/2, α, 3/2 − α − β) dans le théorème 3 est meilleure que la
condition <(zj) > max(1/2 + α, 3/2 − α − β) du théorème 2 (qui, rappelons-le, n’est
intéressant que si α ≥ 0). De plus, elle permet une plage d’utilisation plus grande dans
le théorème 4, puisque l’on remplace les contraintes α ≥ 0 et 1/2 − β < α < 1/2 du
théorème 1 par 1/2 − β < α < 1. Les démonstrations sont basées sur un analogue du
lemme 1 que le lecteur énoncera sans peine avec les indications suivantes.

– Au cours de la majoration de |I1,n| : dans l’estimation (11) et ses conséquences, il
faut remplacer partout cos(θ)2α par cos(θ)α. La majoration de |I1,n| devient finalement
O(

(n + 1)−min(1/2, 3/2−α−β) log(n + 2)
)
.

– Au cours de la majoration de |I2,n| : le facteur 1/<(x)α = (2n)α devient 1/|x|α =
|1/2n + iξ|−α qui est de nouveau un O(nα). La majoration de |I2,n| par O((n + 1)−(1−α))
demeure valable.
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fonctions, Gauthier-Villars, 1926.

[25] J. Pila et F. Rodriguez Villegas, Concordant sequences and integral-valued entire functions, Acta
Arith. 88 (1999), 239–268.

[26] J. Pila, Entire functions having a concordant value sequence, Israel J. Math. 134 (2003), 317–343.

[27] C. Pisot, Sur les fonctions arithmétiques analytiques à croissance exponentielle, C. R. Acad. Sci. Paris
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