SUITES DE STERN-BROCOT ET FONCTION DE MINKOWSKI

TANGUY RIVOAL

1. INTRODUCTION

Notons % = {%, %} On définit récursivement une famille d’ensembles finis (.7},),>0 de la
maniere suivante. L’ensemble .7, étant supposé construit, constitué de certains rationnels
de [0, 1], 'ensemble 7,,,1 contient :

(i) tous les éléments de 7, ;

(ii) tous les rationnels de la forme % our ¢ et § sont des éléments consécutifs de 7,.
Le rationnel % est dit le médiant de § et 5 et il est facile de voir que si § < £ alors
a ~ atb - ¢
7 < 54 < - On a par exemple

01
%—{N}

011
%_{17571}

01121
%_{1’3’5’5’1}

7 011213231
3 — 1747375a275737471 .

On vérifie que .7, est de cardinal 2" 41 pour tout entier n > 0. Le plus grand dénominateur
possible d'un élément de .7}, est F),_s, le (n—2)-ieme terme de la suite de Fibonacci (définie
par F, .o = F, 11+ F, avec Fy = 0, F} = 1). Il existe une représentation classique des suites
I \ In—1 alaide d'un arbre, que 'on ne reproduit pas ici. Tout comme les ensembles de
Farey {§ c(p,g) =letp>1,1<q<n}, les ensembles ordonnés .7, ont la propriété que
n’importe lequel de leurs termes # 0, 1 est le médiant de ses deux voisins ; cela se démontre
par récurrence sur n.

Il existe une description agréable des suites .7, en terme de fractions continues (qui se vi-
sualise d’ailleurs bien en suivant des chemins dans I’arbre de Stern-Brocot). Rappelons que
tout irrationnel z s’écrit d’'une unique maniere comme une fraction continue |ag; ay, as, . . .]
avec a; > 1 et que tout rationnel x s’écrit de maniere unique sous la forme [ag; a1, as, . . ., ai]
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avec ag = |z],a; >1,j=1,...,k—1, et a > 2. On a alors que

n k

I\ Ipq = U{[O;al,ag,...,ak]:Zaj:n—i—l, akZZ}.

k=1 j=1

pour tout entier n > 1. Un exercice facile de dénombrement montre que ’ensemble

k
{[O;al,aQ,...,ak]:Zaj:n—i—l, ak22}
j=1

est de cardinal (”*1).

k—1
La fonction 7(x) de Minkowski est définie sur |0, 1] par
&
1@) =2 serrgarst
k=1

avec arréet de la somme au dernier quotient partiel de x s’il est rationnel. Cette fonction est
continue, croissante mais a dérivée presque partout nulle. Introduite en 1904 par Minkowski
afin de donner un exemple de bjection explicite entre les nombres quadratiques réels et les
nombres rationnels de ]0, 1], cette fonction a connu un regain d’intérét ces dernieres années ;
voir par exemple [1, 3] pour détails et références.

Bien que les objets en jeu soient assez anciens, le résultat suivant n’a été observé et
démontré dans [2] qu’en 1998 : Pour tout x €]0,1], on a

ngrfoo ST #{te 7, t <z} =) (1.1)

La fonction 7(x) est donc la fonction de distribution limite des rationnels énumérés par le
procédé de Stern-Brocot. Le but de cette note est de proposer une version “finie” de (1.1),
qui semble nouvelle. De plus, la méthode est directe et differe en cela de celle présentée
dans [2].

Théoréme 1. (i) Pour tout nombre irrationnel x €0, 1] dont le développement en fraction
continue est [0;ay,as,...], on a

N
1
#{te Ty t<a}=>) (-1 tomVri=su0) 4 S0+ (—1)M), (1.2)
k=1

ot Sy = a1+ as+ -+ ay.
(1) Pour tout nombre rationnel x €0, 1] dont le développement en fraction continue est
0; a1, a9, ...,an,] avec a, > 2, on a

min(m,N)

1
#{t €Iy t< g;} = Z (_1)k712max(N+lfSk,0) + §<1 + (_1)N) +ENg, (1'3)
k=1



ot

. 0 si N<GS,;
Nz — m .
—1(1+(=1)™) si N>S5,.

Remarques 1. AN fixé, lorsque dans (1.3) on fait tendre m vers l'infini en générant une
fraction continue irrationnelle de quotients partiels (aj)g>1, on retrouve (1.2). Ceci est
cohérent avec le fait que la fonction z — #{t c Iyt < ZB} est continue en tout
irrationnel. On pourrait donc ne démontrer la formule que dans le cas rationnel. Cependant,
la démonstration de (1.2) est un peu plus simple que celle de (1.3) et sert de préparation
a ce cas.

Salem a montré que la fonction ?(z) est hélderienne d’exposant log(2)/21og(¢) < 1, cet

exposant étant optimal car atteint au voisinage du nombre d’or ¢ := @ et de 1 — ¢.
Ceci explique heuristiquement pourquoi les éléments de suites .7, sont visuellement le plus
concentrés au voisinage de ¢ et 1 —¢. Une explication rigoureuse de ce phénomene pourrait

probablement étre donnée en étudiant finement les formules données au Théoreme 1.

Corollaire 1 ([2]). Pour tout x € [0,1], on a

-#{te Iyt <a} =2(x)

lim
n—-+00 2N

La preuve du Corollaire 1 est facile. Lorsque x est rationnel, des que N > S,, (donc
aussi N > m), on a

)kl

Q%V #{te Iny:t<az}= Z SET +O<2%V) :?(:c)+(9<2iN).

Lorsque x est irrationnel, posons uy = min{k > 1: S, > N + 1}. L’entier uy est défini
pour tout N et tend vers +o0o avec N puisque (Sk)r>1 est une suite d’entiers strictement
croissante. On a alors

—1)k= L (=1Y
2N #{tegN t<3§’} Z 2Sk 1 2N Z 1 W

k=uy+1
=7(x) + O<2_N>’

ce qui clot la preuve du corollaire.

2. PREUVE DU THEOREME 1
Pour tout x € [0, 1], posons
G(N,z) =#{te Iyt <z}

Le but de est de donner une formule explicite de G(N,z) en terme des quotients partiels
de x.



4

2.1. Le cas z irrationnel. Considérons le cardinal

F(k,n,x):#{[o;bl,...,bk] <zibi4-+b=n, bk22}.

La fraction continue (infinie) de « est [0;aq, as, ...]. Notons T'(x) = {1/z}.

—Si by > aq, les by, ..., b, peuvent prendre toutes valeurs telles que by + -+ 4+ b = n et
b > 2.

Si by = aq, les by, ..., by peuvent prendre toutes valeurs telles que by + --- + by = n,

Il vient alors que

#{[O;b2,...,bk] > T(2):ay + by + by =n, by 22}
:#wauﬁﬂgxwﬁﬁyk~+m:mm22}
—#{[O;bg,...,bk] <T(x):a;+by+---+b,=n, kaQ}.
et comme T'(x) est irrationnel, on a aussi
#ﬁm@,“wd<T@yay+@+~-+m:nJ%22}
:#{[O;bg,...,bk] <T(x):ar+by+---+b,=n, b 22}.
— En regroupant les deux cas, on a donc
F@m@ﬁz#{ﬂ@,”ﬁd:@+~w+mgn—ahm22}
—#{mm%”wbggzmw:@+-~+bk=n—¢mbk22}
que l'on peut simplifier davantage. En effet, par définition, on a

#“&@w”ﬁﬂ§T@%@+~~+m:n—ahm22}:F%—Ln—aﬁﬂﬂ)
et
#{[0§b27---7bk]:b2+"'+bk§n_ala kaQ}

n—aj

— Z#{[O;bz,...,bk]CbQ+"'+bk:ja bk22}
j=2

Sf i—2\ (n—a—1
: k—2) k—1 )
7j=2
D’ou finalement l'identité récursive
F(k,n,z)= <

n—a —1

b1 > — F(k—=1,n—ay,T(x)). (2.1)
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Comme F(0,m,y) = 0 en toute circonstance (que m soit positif ou négatif), il découle

de (2.1) que )
Fkn,z) =Y (~1y7 (" _k%]_ 1),

j=1
ou Sj :CL1+CL2+"'—|—CLJ'.
— On peut maintenant calculer explicitement G(n,z). En effet, on a

G(N,z)=#{te % :tgx}+ZZn:F(k:,n+1,x)

n=1 k=1
N n k S
S (28)
n=1 k=1 j=1 k=
N NN g
SIEDICED 3 D ()
7j=1 k=j n=k k —J

On utilise ici une identité hypergéométrique classique pour obtenir que

i n—Sj—l . N—Sj+1 . k'—Sj . N—Sj+1
k—3j S\ k—j+1 k—j+1) \k—j+1)

n=k
La seconde égalité résulte de ce que S; > j et donc (k]:iﬂl) = 0. On a donc
N N
. N-S;+1
G(N,z) =1 —1)! ! :
) =1+ e Y (T
J=1 k=j
Comme
—7 N—Sj 1
i N—-58+1 _Nfl N—8j+1) Z+ N =S+ 1Y _ pmax(v—5,+10) _q
‘\k—j+1 /) k - k - ’
k=j k=1 k=1
il vient
N N
G(N, l’) _ Z(_l)j—IQmax(N—Sj—i-l,O) +14 Z(_l)j
j=1 j=1
al 1
_ Z(_l)jfl2max(Nij+1,O) + 5(1 4+ (_1>N).
j=1
2.2. Le cas x rationnel. Notons [0;aq,as...,a,] la fraction continue de x €]0, 1], avec
a,, > 2. En procédant comme ci-dessus, on montre facilement que
—a—1
F(k,n,z) = (n kall ) —Flk—1,n— a1, T(x)) + mon(@), (2.2)

oungn(x)=1sik=metn=a +---+ ax, et Nx,(xz) = 0 sinon.



Distinguons maintenant deux cas :
— Si k <'m, en itérant I'identité (2.2), on a

F(k,n,z) Zk: ( S_1>

—~ k=

.

OO0 = 5, TH@) + 3 (1P s, (T7(2)

— Si k > m, en itérant l'identité (2.2), on a

F(k,n,z) i ( S_l)

—1 k=

<.

m—1
+ (=DFF(k —m,n — Sy, T™(x +Z 1Y s, (T9 ().

Jj=

Puisque F(0,n — S, T*(x)) = 0 (comme déja observé) et F(k —m,n — S,,, T™(x)) = 0
(car T™(x) = 0), on peut écrire ces deux identités sous la forme compacte suivante :

min(k,m) ' n—S. —1 min(k,m)—1 ' ‘
Pl = 3 (0 ("I T T 0 s (T
j=1 Jj=0

On en déduit que

n

N
G(N,x):#{te.%:tgx}JrZ F(k,n,x)
n=1 k=1
N n min(k,m)

SED ) b DI (i

n=1 k=1 j=1

Remarquons que

S Z":““im ( 8= 1) _ mi“(N’m)(_l)jl ZN: XN: <n ;- 1)

n=1 k=1 j=1 k= j=1 k=j n—k
n



On a donc
min(N,m) A 1
G(N,z)= >  (—1y lam=N=50 4 5(1 +(-1)N) + R,
j=1
ou

n  min(k,m)

=YY z 1P s, (T @),

n=1
Cette somme peut étre aisément snnphﬁe en remarquant que 7x_;,—s, (17 (x)) = nen(z) et
donc que R =0si N < S, tandis que si N > §,,, on a

1

R= Z D s, () = (=17 = =2 (14 (=1)"),

Ceci conclut la preuve du théoreme.
Pour conclure cette note, on montre le fait suivant : pour tout x €]0,1[, on a
G(N,z) + G(N,1 —x) = #IN + 14, (2) (2.3)
ot 1a(x) =1siz e A et0 sinon.

En divisant (2.3) par 2V et en passant a la limite N — +oco, on obtient 1’équation
fonctionnelle bien connue ?(x)+7(1 — z) = 1.
La preuve de (2.3) est basée sur 'observation que

EGyN<:>1—]—)€<7N.
q q

Il découle en effet que

#{ge% 1—§>1—x}

—#{1——6% 1—§>1—x}

= { c In:— > 1-— x}
:#gN—#{tGQN:t<1—J]}
:#9]\[—#{256 ﬂN:tg 1—$}+1yN(1—$)
= #Ty — G(N, 1-— :L‘) + lgN(ZL’).
(Noter que 17, (z) = 14,(1 —2).)
Le lecteur peut aussi obtenir (2.3) a partir des expressions de G(N,z) données au
Théoreme 1. Il utilisera pour cela le fait suivant : étant donnée une fraction continue

x = [0;ay,as,...] (finie ou pas), on a 1 —x = [0;1,a7 — 1l,a,...] sia; > 2et1—1x =
[0;a0+1,...] sia; =1
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