SERIES HYPERGEOMETRIQUES BASIQUES, ¢-ANALOGUES DES
VALEURS DE LA FONCTION ZETA ET SERIES D’EISENSTEIN

C. KRATTENTHALER', T. RIVOAL ET W. ZUDILIN*

RESUME. Nous étudions la nature arithmétique de g-analogues des valeurs ((s) de la fonc-
tion zéta de Riemann, notamment des valeurs des fonctions (y(s) = 3277, ¢" 30, d°,
s =1,2,..., ol ¢ est un nombre complexe, |¢| < 1 (ces fonctions sont intimement liées
au monde automorphe). Le théoréme principal de cet article montre que, si 1/¢ est un
nombre entier différent de +1 et si M est un nombre impair suffisamment grand, alors la
dimension de l'espace vectoriel engendré sur Q par 1,(,(3), (4(5), ..., (M) est au moins
c1 - VM, avec ¢; = 0,3358. Ce résultat peut étre considéré comme un g-analogue du
résultat de [21, 2], qui affirme que la dimension de l’espace vectoriel engendré sur Q par
1,¢(3),¢(5),...,C(M) est au moins ¢y - log M, avec ¢z = 0,5906. Pour les mémes valeurs
de ¢, une minoration similaire pour les valeurs (,(s) aux entiers s pairs nous permet de
redémontrer un cas particulier d’un résultat de Bertrand [5] qui affirme la transcendance
sur Q de l'une des deux séries d’Eisenstein Ey(q) et Eg(g) pour tout nombre complexe ¢
tel que 0 < |g| < 1.

ABSTRACT. We study the arithmetic properties of g-analogues of values {(s) of the Rie-
mann zeta function, in particular of the values of the functions (,(s) = > po; ¢* Zd‘k a5,
s=1,2,..., where ¢ is a complex number with |¢| < 1 (these functions are also connected
with the automorphic world). The main theorem of this article is that, if 1/¢ is an integer
different from 41, and if M is a sufficiently large odd integer, then the dimension of the
vector space over Q which is spanned by 1,(,(3),4(5),...,((M) is at least ¢; - VM,
where ¢; = 0,3358. This result can be regarded as a g-analogue of the result [21, 2] that
the dimension of the vector space over Q which is spanned by 1, ((3),{(5),...,((M) is at
least ¢y - log M, with co = 0,5906. For the same values of ¢, a similar lower bound for the
values (,(s) at even integers s provides a new proof of a special case of a result of Bertrand
[5] saying that one of the two Eisenstein series F4(q) and Fs(q) is transcendental over Q
for any complex number g such that 0 < |¢| < 1.
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1. INTRODUCTION ET ENONCES DES RESULTATS

L’étude arithmétique des valeurs aux entiers > 2 de la fonction zéta de Riemann est un
sujet classique de la théorie analytique des nombres. Pour les entiers 2m pairs, on connait
la formule d’Euler

(L1) ¢@m) = (~1)?

22m—1 BQm 7T2m

(2m)! ’
ot le rationnel B,, est le m*®™¢ nombre de Bernoulli, ce qui, joint au fait que 7 est transcen-
dant, établit que ((2m) l'est aussi pour tout entier m > 1. Concernant les valeurs ¢ (2m+1),
m > 1, notre connaissance est beaucoup plus faible et pendant longtemps, le seul résultat
connu a été le célebre théoreme d’Apéry [1] « ((3) est irrationnel ». Récemment, plusieurs
résultats nouveaux sur les ((2m + 1) ont été démontrés (voir [21, 2, 22, 23, 33] et [9] pour

un survol de ce sujet), notamment, le théoréme suivant dans [21, 2].!

Théoréme 1. Pour tout entier A pair suffisamment grand, on a

dimg (Q+QC(3) + QC(B) + -+ QC(A—1)) > _111;{;;
et
dimg(Q +QC(2) + QC(4) +- - +Q((A)) > % log 4.

L’objet de cet article est d’étudier les propriétés arithmétiques de g-analogues des valeurs
de fonction zéta de Riemann. En particulier, nous considérons les séries (,(s), on s > 1 et
¢ est un nombre complexe tels que |¢| < 1, définies par

(1.2) G =S ot g =S me L

1 —qm’

avec o5-1(k) = >4 d*~1. Ces g-analogues normalisés de ((s) ont été considérés dans [14,
31], par exemple (voir aussi le paragraphe 4.1 pour la vérification que (,(s) est effectivement
un g-analogue de ((s)). Plus précisément, notre but est de montrer les Théorémes 2, 3 et
4 suivants.

Théoréme 2. Fizons q # £1 tel que 1/q € Z. Pour tout entier A pair, on a

_ T+ 0o(1)
dimg(Q+QG(3) + QG (5) + -+ QA - 1) 2 52 VA

et

. ™+ o(1)
dimg (Q 4+ Q¢(2) + QG(4) + - -+ + Q¢(A)) > D VA,

ISeule est montrée la minoration aux entiers impairs dans les deux références citées; celle aux entiers
pairs est immédiate avec la méthode utilisée.
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La minoration de la dimension des valeurs de (,(s) aux entiers pairs possede une inté-
ressante traduction en terme de formes modulaires. Donnons d’abord quelques définitions
(voir [25] pour plus de détails). Posons ¢ = €™ ou 7 € H = {7 € C: Im(7) > 0}. Toute

a b at +b
matrice 7 = € SLy(Z) agit sur H par -7 = i . Les séries d’Eisenstein Gag(7)
c d et +d
et Fs(g) sont définies pour tout entier s > 1 par
1
Gas(T) = 2((28) Eas(q) = —_—
25(7) C(25) Eas(q) Z (mT + n)2s
(m,n)€z2
(m,n)#(0,0)
et on a le développement en série de Fourier :

4s
Z 0925—1 (k) qk

Eou(q) =1—
2S<q) BQS
k=1

On a donc Es(q) =1— g—i (4(25). Pour tout s > 2, les séries d’Eisenstein sont modulaires
b

sur le groupe SLy(Z), de poids 2s, c’est-a-dire que pour tout v = <a d) € SLy(Z),

c

on a Gas(y - 7) = (c7 + d)**Gay(7). La fonction Go(7) n'est pas modulaire mais vérifie

Gy(y-7) = (ar + b)*Ga(T) — yr A On a alors le théoreme suivant.
iT

Théoréme 3. Pour tout q # +1 tel que 1/q € Z, au moins un des deux nombres Ey4(q) et
Es(q) est transcendant sur Q.

Ce résultat n’est pas nouveau puisque Bertrand [5] a montré que « pour tout g € C tel
que 0 < |q| < 1, au moins un des nombres E4(q) et Eg(q) est transcendant sur Q », comme
conséquence d’un résultat de Schneider sur les fonctions elliptiques [24, Théoreme 18, p. 64].
Le théoreme stéphanois [3] précise le théoreme de Bertrand : « lorsque q est algébrique,
Uinvariant modulaire J(q) = 1728E3(q)/(E3(q) — FE2(q)) est transcendant sur Q ». Le
résultat définitif dans cette direction est le théoreme de Nesterenko [18] : « pour tout ¢ € C
tel que 0 < |q| < 1, au moins trois des nombres q, E5(q), Fi(q), E¢(q) sont algébriquement
indépendants sur Q ». Cependant, la démonstration du Théoreme 3 est basée sur une
fonction auxiliaire totalement explicite (notre Sk (¢) au paragraphe 3.1), et pas sur celles,
beaucoup moins explicites, que I'on peut construire avec les outils diophantiens usuels tels
le lemme de Siegel ou les déterminants d’interpolation de Laurent (voir [3], [18] et [19] pour
l'utilisation de ces outils dans le contexte modulaire).

A contrario, la minoration de la dimension des valeurs de (,(s) aux entiers impairs est
nouvelle et ne possede, a notre connaissance, aucune interprétation en terme des formes
modulaires ci-dessus. Cependant, ces valeurs (,(s), pour s impair, ont malgré tout un lien
avec le monde automorphe, via les séries d’Eisenstein non-holomorphes

S

1 Y
FE. = — _
(7) 2 Z |mT + nl?s

(m,n)€z2
(m,n)#(0,0)
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Ces séries sont des formes de Maass non paraboliques et sont invariantes sous 'action de
SLy(Z). Sans rentrer dans les détails, indiquons seulement que dans [15, p. 243], Lewis et
Zagier déterminent les fonctions périodes ¢} (1) des E (T) : pour s = 2¢ + 1, les valeurs
(,(s) sont essentiellement égales a @DZH/Q(T) + 7*25*1#}2:1/2(—1/7').

Du point de vue diophantien, si I'irrationalité de (,(1) est connue pour diverses valeurs
de ¢ (voir [7] et les références données dans [29, 34]), celle de (,(2¢+1) (pour ¢ > 1) ne l'est
pour aucune valeur de ¢, méme si la transcendance de ces valeurs comme fonctions de ¢q est
connue (voir [32]). Remarquons que pour 1/q € Z, g # +1, des mesures d’irrationalité de
(,(1) et (4(2) sont aussi données par le dernier auteur dans [34, 30] et que Postelmans et
Van Assche [20] ont récemment démontré I'indépendance linéaire de 1, (,(1) et (,(2). Enfin,
une minoration de dimension dans le contexte différent de la fonction g-exponentielle se
trouve dans [8].

Compte-tenu de la formule d’Euler (1.1), la minoration de la dimension de I’espace des ¢
pairs est équivalente & la transcendance? de 7 : on peut donc considérer que les Théoremes 2
et 3 sont des g-analogues respectifs du Théoreme 1 et de la transcendance de m. Comme
on le verra au paragraphe 4.1, lorsque ’on fait tendre g vers 1, notre construction « tend »
vers celle utilisée pour montrer le Théoreme 1. Puis, on présente au paragraphe 4.2 des ¢-
analogues de certaines séries hypergéométriques apparues dans diverses démonstrations de
lirrationalité de ((3). Dans ce contexte, notre g-analogue de ((3), a savoir (,(3), apparait
naturellement, mais, malheureusement, nous ne réussissons a démontrer son irrationalité
pour aucune valeur de q.

En utilisant les estimations précises utilisées pour montrer le Théoreme 2, on peut ce-
pendant démontrer sans effort le théoréeme ci-dessous, de méme facture que le résultat du
dernier auteur [33] : « au moins un des nombres ((5),((7),((9),((11) est irrationnel ».

Théoréeme 4. Pour tout g # %1 tel que 1/q € Z, au moins un des nombres (,(3), (,(5),
Co(7),¢4(9), G, (11) est irrationnel.

Il est probable que 'on puisse améliorer ce résultat (i.e., démontrer qu’au moins un des
nombres (,4(3), (4(5), (4(7), (4(9) est irrationnel) en utilisant une série légerement différente

de notre série Sk ](q) ci-dessous (voir la Remarque (2) au paragraphe 3.1), a condition que
'on puisse démontrer une certaine « conjecture des dénominateurs » pour cette série (voir
la remarque a la fin de Particle).

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Le Théoreme 3 est une conséquence du résultat suivant, dont on trouvera la démonstra-
tion dans [25].

Proposition 1 (STRUCTURE DE L’ESPACE DES FORMES MODULAIRES). Soit M(q) une
forme modulaire sur SLy(Z), holomorphe sur le disque {q € C : |q| < 1}, de poids n > 1.

Alors n est pair et il existe des nombres complezes c,p tels que M (q) = Z canF1(q) Es(q)’,
ot la sommation est étendue a tous les couples d’entiers positifs (a,b) tels que 4a+6b = n.

ZPour le voir, il suffit d’adapter I'argument utilisé au paragraphe 2.
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Lorsque M(q) est une série d’Eisenstein FEbs,(q), les ¢, peuvent étre pris rationnels.
Comme pour tout entier pair j > 4, les formes modulaires (,(j) de poids j vérifient les
hypotheses de ce théoreme, on en déduit que pour tout A pair, le Q-espace vectoriel V(A)
engendré par 1, (,(4),(,(6),...,(,(A) est inclus dans le Q-espace vectoriel W (A) engendré
par les puissances Ey(q)*FEs(q)°, avec 0 < a < A/4 et 0 < b < A/6. Fixons q # +1 tel
que 1/q € Z; si les nombres Fy(q) et Fg(q) étaient tous les deux algébriques sur Q, la
dimension de W (A), et donc celle de V(A), serait bornée indépendamment de A. Or ceci
est impossible puisque, pour A assez grand, cela contredit la minoration de la dimension
de V(A) fournit par le Théoreme 2. D’ou le Théoreme 3.

Remarque. D’apres le théoreme de Nesterenko [18], les nombres (,(2), (,(4) et (,(6) sont
algébriquement indépendants pour ¢ # £1 tel que 1/q € Z. Pour tout A > 2 pair, on a
donc en fait

dimg (Q + Q¢g(2) + QGy(4) + -+ + Q(y(A)) = A/2+ 1.
3. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 2 ET 4

3.1. La méthode. La démonstration est basée sur la construction de combinaisons li-
néaires rationnelles en 1 et les (,(j), avec j pair ou impair, exclusivement. Pour cela,
introduisons la série

k—rn. )rn (qurnJrl .

s 1 (@ D (e 1/ (A2
Sn(q) = (¢;9)5 2 qu( )] ) k=172 (A=20n/2
k=1 q aQ)n-i-l

ol les g-factoriels montants sont définis par (a;q), = (1 —a)(1 —ga)--- (1 — ¢™ 1a) si
m > 1, et (a;q)o = 1, et ou l'on suppose A, n, r entiers tels que

(3.1) n>0, Apairet 1 <r < A/2.

Cette série, qui converge pour tout nombre complexe ¢ tel que |g| # 1, est une série
hypergéométrique basique (voir le paragraphe 3.3 pour plus de détails). Fixons € € {0,1}

et A, n, r vérifiant (3.1), et ¢ un nombre complexe tel que |¢| < 1. La série S,(q) vérifie
les propriétés suivantes :

A) Tl existe des fractions rationnelles Ps[ﬂl(q) de Q(q), avec s € {2,..., A}, telles que
A
S@) = Sul@) + (~1q"Su(1/a) = Pon(a) + D Plh(a)¢(s).

5=2
s=e (mod 2)

.1 . 1
B) On a nl_lgloo Elog |S,[L}(q)‘ = —ET(A - 217") log [1/q| # 0. 1
C) Pour tout s € {0,..., A}, on a limsup —; log 1Pl (q)] < 3 (A+4r%)log|1/q].
n k)

n—-+o00

D) Il existe D, (q) € Q(q) tel que pour s € {0,..., A} on a Dn(q)Ps[f,]l(q) € Z[1/q] et

1 3 A 2
(3.2) lim —log|D,(q)| = (—A + =+ T—) log |1/q|.

n——+oo N2 72 8 2
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Remarques. (1) La démonstration du point D) montrera que Iestimation arithmétique
donnée dans ce point est optimale, i.e. que I'on ne peut pas remplacer ce D, (q) par un
D, (q) ayant les mémes propriétés que D, (q), mais tel que la limite de # log | D, (q)| soit plus
petite que le membre de droite de (3.2). Ceci s’applique probablement aussi a 1'estimation
donnée au point C) (voir la remarque a la fin du paragraphe 3.5). Par conséquent, la
minoration des dimensions donnée au Théoreme 2 est tres certainement la meilleure que
I’on puisse obtenir par la méthode utilisée et notre série Sl (q).

(2) En revanche, il est sans doute possible d’améliorer certains des points A) a D) en
utilisant d’autres séries et en raffinant la méthode. Par exemple, on peut obtenir les mémes
résultats A)-D) en utilisant la série

> k—rn.

G —2r w (g ; Q)rn (qk+n+1§ Q)rn “orn _
(33)  Sul) = (@ a)n > ) (1—a™™) (" )7 gHA=2rn/2HA/21)
k=1 q Jq n+1

en lieu et place de Sy[f](q) et en appliquant des arguments similaires. Or cette série a

semble-t-il certains avantages arithmétiques sur la série S,[f](q) (voir la remarque a la fin
de Particle).

Le Théoreme 2 résulte des propriétés A)-D) ci-dessus et du cas particulier suivant d’un
critere d’indépendance linéaire, dii a Nesterenko [16].

Proposition 2 (CRITERE D'INDEPENDANCE LINEAIRE). Soient un entier N > 2 et 0y,
..., Uy des réels. Supposons qu’il existe N suites d’entiers (p;.)n>0 €t des réels a et (3
avec 3 > 0 tels que

1
i) pour tout j € {1,..., N}, on alimsup — log|p;.| < 3;
n

n—-+o0o

1
i) lim ﬁlog p1ath + -+ pvaOn| = a.

n—-—+00
Alors la dimension du Q-espace vectoriel engendré par ¥, ..., Uy est plus grande que
«
1—-—.
p

Démonstration du Théoréme 2. Supposons q # +1 tel que 1/q € Z et posons
Pion(@) = Da@)PiS(0) € Z[1/q) CZ et &(q) = Dulg)Si(9)-

En vertu du point A) ci-dessus, on a
A

Sg) =Pl @+ > PL(@)¢(s).

5=2
s=e (mod 2)

Grace aux estimations résumées par les point B) a D) ci-dessus, la Proposition 2 appliquée

a la combinaison linéaire (‘SE(q) permet alors d’affirmer que pour tout A > 2 pair, les deux
dimensions

dimg (Q + Q¢y(3) + Q¢ (5) + - - + Q (A - 1))



et
dim@(Q + @gq@) + @Cq(4) + ot @CQ(A))
sont minorées, pour tout r € {1,..., A/2}, par
4rA+ A — 4r?
(% +2) A+ 8r2

(3.4) (A, r)=

On choisit alors r de la forme uv/A ot u > 0; un calcul immédiat montre que

4u s
ey i 0oV = e (7" ) = e =0

Le Théoreme 2 en découle. (I

Démonstration du Théoréme 4. On répete la démonstration du Théoreme 2. En choisissant
A =12etr =2dans (3.4), on obtient §(12,2) = 1,080059. .. > 1. La dimension de I'espace
vectoriel engendré sur Q par 1, (,(3), (,(5), (4(7), ((9), (,(11) est donc au moins 2. [

Les points A), B), C) et D) sont démontrés respectivement aux Lemmes 3, 4, 5 et 6, dans
les sous-paragraphes qui suivent. On fait la convention suivante : la valeur d’une fonction
F(z;q) en z = 1 sera notée indifféremment F(1;q) ou F(q), s’ il n'y a pas d’ambiguité
possible.

3.2. Des fonctions intermédiaires. On suppose dans tout ce paragraphe que |q| < 1.
Pour tout s > 1, la fonction Z,(z;q) est définie par la série

o0 k
D) — Z q —k
25(27Q) - (1_qk)sz )
k=1

qui converge pour tout z tel que |¢| < |z| et en particulier en z = 1. On aura besoin de
considérer simultanément les fonctions Zs(z; q) et Z4(1/2;1/q) : si s > 2, alors cette derniere
série est convergente deés que |z| < |g|'™* et il est donc possible de définir simultanément
nos deux fonctions sur |g] < |z| < |g|'™® et en particulier toujours en z = 1. Lorsque
s = 1, la série Z,(1/2;1/q) converge sur |z| < |q|'™* = 1, et les deux fonctions Z(z;q) et
Z1(1/2;1/q) sont donc définies simultanément sur |g| < |z| < 1.

Sauf mention contraire, on supposera dans toute la suite de cet article que |¢| < |z| < 1.
On fera tendre z vers 1 pour définir une expression en z = 1.

Avec cette condition, toutes les séries de ce paragraphe sont absolument convergentes et
en développant 1/(1 — ¢*)® en série de puissances de ¢*, on obtient pour tout s > 1 que

(3.5) Z(z;q) = 8_1'ZZ€€+1 (045 —2)z7FgM

k=1 ¢=1
et

S

(3.6) Z.(1/21/q) = ,ZZW— 1)--- (0 — s+ 2)2Fg",

k=1 ¢=0
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en convenant que pour s = 1 les produits vides (({+1)--- ({+s—2) et £({—1)--- ({—5+2)
sont interprétés comme 1. Les fonctions Z(z; ¢) sont donc des combinaisons linéaires en
les fonctions £;(z;¢q), définies par les séries (avec j > 1) :

(3.7) Li(zq) ZZW LR iaj1(z;k)qk avec  0;_1(2; k) Zdj Ly=h/d,

k=1 (=1 k=1 dk

Plus précisément, si 'on utilise les nombres de Stirling de premiere espece (sans signe)
¢(N, j), définis par (voir [26, Sec. 1.3])

Mz

(3.8) l+1)-- (£+N—1: c¢(N
(3.9) Z(ng) = —— > e(s— 1,5 — 1) L;(z:q).

(s —1)! e

Evidemment, le coefficient de £;(z;¢) est un nombre rationnel ne dépendant que de s et
j- De plus, en comparant les définitions (1.2) et (3.7), on remarque que £;(1;q) = (,(j)-

Lemme 1. i) Pour tout entier s > 2, on a

(3.10) Zi(q) = Z24(1/q) = o) Z — 1) ¢(9).

J 1mpa1r

ii) Pour tout entier s > 2, on a

(3.11) Zi(q) + 24(1/q) = ,Z 1) G(9)-

i) On a 21(z;q) = L1(z;q) et Z1(1/z;1/q) = —L41(1/2;q) —

z

J— Z :
Démonstration. i) et ii) Supposons s > 2. Comme les séries Z,(z;q) et Z4(1/2;1/q) sont
convergentes en z = 1, on a, en vertu de (3.5) et (3.6),

oo o0

— 1)
(S 1)'k 1 4=1

Zi(q) + (=1)°2(1/q) = (D5 + (=D (=0)51)¢"™,

ou le symbole de Pochhammer («),, est défini par («),, = a(a+1)--- (a+m—1), m > 1,
et (a)o = 1. Il est justifié de débuter la sommation sur ¢ a partir de 1 puisque pour s > 2,
on a (0)s_; = 0. Si € = 0, respectivement 1, alors (£),_; + (—1)'7¢(—¢),_; est un polynome
impair, respectivement pair. Cela démontre i) et ii), sauf qu'il reste 1'éventualité que (,(1)
apparaisse aussi dans la combinaison linéaire pour € = 1 : comme (0);_; = 0, c’est en fait
impossible. Les formes explicites (3.10) et (3.11) résultent de (3.8).



iii) En utilisant (3.5), on obtient

ZZ q" 2q).

k=1 (=1

De méme, en utilisant (3.6), on obtient

(o SENe 9]

Z1(1/21/q) = — gt —Zsz ke ZZ = —L1(1)2q) — lfz.

k=1 ¢=0 k=1 (=1

g

3.3. Construction de combinaisons linéaires en les (,(s). Introduisons la fraction
rationnelle en 7" :

-, n n+1T. .
Rn(T, q) (q’ q)A 2rq—(A 2r)n/4 (q 7Q% (Z 7Q) T(A—Qr)n/2
( ) q)nJrl

avec n > 0, A pair et 1 <r < A/2. Définissons également la série :

=> " Ru(q";q)z7"
k=1

qui converge (au moins) pour tout z et tout ¢ tels que |¢| < |z| < 1 (c’est ici que 'on
utilise la condition » < A/2) : en z = 1, cette série coincide avec la série S, (q) introduite
au paragraphe 3.1. En utilisant la notation classique

T At R O s e L

pour la série hypergéométrique basique (voir [10]), on peut écrire S, (z;¢) comme

g e (4 D= (¢ @)en ("2 )
Zrn+1<qrn+1; q)é—&-l
1
(2r+1)n+27 q1"11+17 o ,qrn+1‘ q§(A*2T)n+1
X Ar2Pat1 q(r+1)n+2 q(r+1)n+2 14, .

Décomposons R, (T’; q) en éléments simples :
(3.13) Rn(T; q) _ qun(n+1)/2(q q)A 2rq (A—2r)n/4
=g ) (=g ') - (1= ¢" T - (1= g

(=1 (T —q)*
A n A n

T(A—2r)n/2

_ Csi.] 7"L d m7 n )

s=1 j=0 ( s=1 j=0
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avec ds j,(q) = (—1)%¢’%cs jn(q). Il 0y a pas de partie principale car la différence des degrés
du numérateur et du dénominateur de R,(T;q) est —A — (A —2r)n/2, qui est strictement
négative puisque 1 < r < A/2; de plus, selon la formule usuelle, on a

1 dAfs
(A —s)ldTA-

(3.14) Csim(q) = (Ru(T50)(T = 7)) | e

On construit alors des combinaisons linéaires en les fonctions Z(z; ¢) de la fagon suivante :

A n 00 k+j
s q ki
Suma) = DY dunl@) a7 Yy
2 — + S
s=1 j=0 k=1 (1—¢")
A
= P07n(2; Q) + Zps,n(Z;Q> ZS(Z;Q)
s=1
avec, pour s > 1,
n . A L ik
Ps,n(z§ Q) = ds,j,n(Q) q’z et POn Z C] Zzzd an - (1 — k)s'
J=0 s=1 j=1 k=1 q

Jusqu’a présent, nous n’avons pas exploité la forme particuliere du numérateur de R, (T q),
ce que nous allons maintenant faire.

Lemme 2. Soit A pair. Pour tout s € {1,..., A}, on a la relation de réciprocité :

2"q " Psn(1/2;1/q) = Ps (25 9).

Démonstration. On vérifie immédiatement que

R.(¢"T;1/q) = Ru(T; q).

Par unicité du développement en éléments simples (3.13), cette symétrie de R, (7T;q) se
traduit par

ds,nfj,n(Q) = ds,j,n(l/Q>>

ce qui prouve le lemme. O

En utilisant l'identité triviale (1/¢% 1/q)s = (—1)Pq=*#=PB=D/2(¢%; ¢) 5, on montre sans
difficulté que

Sn(1/2;1/q) = ¢*2S,.(¢* /2 q),

qui est convergente sur |g| < |z| < 1 : on peut donc considérer simultanément les séries
Sn(z;q) et S,(1/2;1/q). Cela va nous permettre de construire une nouvelle combinaison
linéaire réalisant la dichotomie attendue entre les valeurs de la fonction (,(s) aux entiers s
pairs et impairs.
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Lemme 3. Soit A pair et € € {0,1}. Il eziste des fractions rationnelles Ps[i(q) de Q(q),
avec s € {0,..., A}, telles que

A
Sia) = Su(a) + (=1)a"Sa(1/a) = Fa(@) + - 3 PlA(@)Gls).
5=2
s=e (mod 2)

On explicitera les PS[E,L(q) au cours de la démonstration.

Démonstration. On se concentre sur le cas € = 1, le cas € = 0 étant similaire. Compte-tenu
de la relation de réciprocité mise en évidence au Lemme 2, on a

Sn(z:q) = ¢ "2"8u(1/21/q)
A
= Pon(2:0) — ¢ 2" Pon(1/2:1/q) + Y Pon(2:0) (Zu(21¢) — 24(1/21/q)).
s=1
Les séries S,(z;q) et ¢7"z"Sn(1/2;1/q) sont convergentes en z = 1, ainsi que les fonc-
tions Z¢(z;q) — Z5(1/2;1/q) pour s > 2. Le seul terme potentiellement divergent est
Z1(z;9) — 21(1/2;1/q) : pour contrer cette divergence, le polynéme (en la variable z)
P ,(z; q) s’annule nécessairement en z = 1. Or en utilisant le point iii) du Lemme 1, on a

lim Pra(z;9) (Z21(29) — 2:(1/%1/q))

. . ZPl,n<Z; Q) aPl,n
= lim Pio(z0) (£1(z:0) + £1(1/259)) + lim —22= = ==

(1;q)

puisque L(1;q) est convergente. Par ailleurs, le point i) du méme Lemme 1 montre que
pour s > 2,

Z(q) — 2.(1/q) = Z atsj Go(4)

j impair
ou les coefficients a,; sont des rationnels indépendants de ¢ et dont un dénominateur
commun est (s — 1)! (ce fait nous servira au cours de la démonstration du Lemme 6; en
fait, as; = 2¢(s—1,5—1)/(s—1)!, ott ¢(s — 1,7 — 1) est un nombre de Stirling de premiere
espece sans signe). Donc

A s
SW(g) = Pon(159) — g "Pon(1;1/q) — %(1; q) + 2; z; s,; s (10) Go(9)-
T jii?pair
Il suff [, N _ R—— ) B OPy . ) .
suffit donc de poser F;,,(¢) = Pon(15¢) — ¢ " Fon(1;1/q) o (1;q) et, pour s impair
de {3,...,A—1},

A
(3.15) Pl(q) = arsPin(liq).
k=s



12

Pln
Oz ( 7Q>e7pour

s pair de {2, ..., PO] Zakstnlq O

Dans le cas € = 0, on trouve P(E(”( )=Pon(l;q) + ¢ "Pon(1;1/q) +

Lorsque l'on essaye de relier la série Sy[f](q) a la notation classique (3.12), on obtient

(3.16)

S[e] Zq Ra( q q) 1+< 1)eq(A/2—1)(n+2k))

A=2r r n+2.
1+%+%+%—r2n2 (C]; Q)n 2 (Q; q)rn (q( +1) +2a Q)rn
(g5 )iy

y i (A/2 1)((2T+1)n+2k+2)) (q(2r+1)n+2; O <qm+1,q) <q2(A 27‘)n+1>
(q(r+1)n+2; Q)]?+1

=dq

k=0

A cause du facteur (1 4 (—1)cqA2-D(@r+On+2k42)y 4] 1y g pas d’écriture élégante de
cette somme en notation hypergéométrique basique car il faudrait pour cela utiliser des
racines (A — 2)-iemes de 1'unité. La somme est cependant une série bien équilibrée (“well-
poised” ; voir [10, Sec. 2.1]), et méme tres bien équilibrée (“very-well-poised”) si € est
impair. Remarquons que la série alternative S,,(¢) donnée par (3.3) est une série trés bien
équilibrée.

3.4. Estimation asymptotique de Sr[f] (¢). Dans ce paragraphe on démontre le point B)
du paragraphe 3.1.

Lemme 4. Soit A > 2r. Pour e € {0,1} et q tel que |q| <1, on a

1 1
lim — log|SK(q)| = —=r(A —2r)log|1/q|.
Jim s log 577 (a)] = —57(A = 2r)log[1/q]

Démonstration. Fixons A, r et ¢. Notons pp(q) = ¢*R.(¢";q) le sommande de la série
Sn(q) : clairement, p(q) = 0 pour k € {1,...,mn} et pr(q) # 0 pour tout k > rn + 1. 1l
est immédiat que pour £ > rn + 1,

n—-—rn A+1
prala) gA-2m/241 1 — gtthtmtm 1—¢*

Pk;(Q) 1— qk—rn 1 — qk-i—n-i—l ’
Donc, puisque |gq| < 1 et k> rn + 1,

A2
Pk+1(Q)‘ < |gA-2nr2. <1+|Q|> i <l
pi(a) |~ 1—1q| 3
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pourvu que n > 0 (ce qui dépend de A, r et ¢ mais pas de k). A cette condition, on a d'un
coté

1Sn(@)| = |prnsa(q)] -

Z Lq))‘ < |prn+1 23 k= |prn+1(Q)|

k=rn+1 Pro+1 (q

et d'un autre coté,

— | () 1
5@ > o @] [1- 3 —(‘ > L @),
k=rn+2 Prot1 q)
Comme
T _— T)n (Q? q) (q(7"+1)"+27q)rn —2r)(rn n
pras1(q) = (q; q)f g~ A=20m/A (g g A=)t n/2
»y 4/n+1
et
1 T — T)n (Q1 q) (q(T+1)n+2;Q)Tn

nEIfoon_log‘(q ) S T =0,

on obtient

1 1 1
lim —log|S,(q)| = lim — log|¢W =20 +n/2) = ——p(A4 — 2r)log|1/q].
Jim 5 log[S(g)] = Tim —log g’ | = —5r(A=2r)log|1/q]

La série qui nous intéresse a proprement parler est Sif}(q), que l'on peut écrire, selon
(3.16), sous la forme

o

Sy = D (1+ (1) D0 =0) p(g).

k=rn+1

Le facteur 1 + (—1)¢¢4/2=D(+2k) n°3 aucune influence asymptotique par rapport a pi(q)
quand n — 400 et est toujours non nul puisque |¢| < 1. En procédant exactement comme
ci-dessus, on montre alors que le terme d’indice £k = rn + 1 domine les suivants et que

1 1
lim — log|Si(q)] = —=r(A —2r)log|1/q].
Jim s log 577 (q)] = —5r(A — 2r)log[1/q]

g

3.5. Estimation asymptotique de Ps[eq]l (¢). Dans ce paragraphe on démontre le point C)
du paragraphe 3.1.

Lemme 5. Pour tous ¢ € {0,1}, s €{0,..., A} et q tel que |q| <1, on a

1
hmsup—log\ )| < 8(A+47’ )log [1/q].

n—-4oo

Démonstration. Etant données les expressions des diverses fonctions Ps[ejz(q) apparues au
court de la démonstration du Lemme 3, il suffit de montrer que I’estimation attendue est
déja valide pour les coeflicients d j,,(¢) = (—1)°¢’*cs ;n(¢), uniformément en j et s. Fixons
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g tel que |q| < letj€{0,...,n} et soit n > 0 assez petit (on peut choisir n = (1—|q|)/2) :
par la formule de Cauchy appliquée a (3.14), on obtient

1 .
Cajn() = 5 /C R, (T;q)(T — q~7)*~1dT,

olt C désigne le cercle de centre ¢~/ et de rayon n|q|™. En remplagant T par T'q™7, cela

équivaut a
1 .
dsjn(q) = —=— [ R.(Tq7;q)(1 —T)*"'dT,
anl0) = =5 ; (Tq75q)(1=T)
ou C’ désigne le cercle de centre 1 et de rayon 7. Il s’agit donc de majorer la fraction

(3.17)

R.(Tq7 ;)1 —=T)*"

Ao (@ T5Q) (7T @) (1= T)° ! (A-2r)n/2

_ —(A=2r)(2j+1)n/4 /.
=dq q;4)n —
( ) (Tq j;q>'r?+1

_ (_1)Aj+nrqA(f;1)—%(2j+1)—722”2 (g q)2r
. i . s—A-1
T e (T @) (L= 1) 4 e

(¢/T;9)7 (aT; )i
sur C'. On vérifie que pour tous nombres entiers positifs a, b, avec a > 0, et tout T" € C, on
a

0 < (lg[(X+n);la))oo < [(¢"T;q)s] < (—=(1+1);lq])oo
et
0 < (lgl/(T =n);laDe < 1(a"/T; )6l < (=1/(1 = n0); [g])oo-

Les bornes inférieures sont effectivement > 0 parce que les valeurs |q|(1 +n) et |¢|/(1 —n)
sont < 1. On a également

(@ @)l < (=lalilgl)oo et T2 < (max{1+n,1/(1—n)})
Finalement, pour I'exposant de ¢ dans le membre final de (3.17), on a

. 2,2 2 2,2

A(j—i—l)_@ rnt A An*  r°n

An/2

2 — 8 8 2

V) - i) -
pour tout j € {0,1,--- ;n}. On en déduit que
o jn(@)] < Co - g~ AT/,
ou Cy dépend de A, n, n, ¢ et r mais ni de j ni de s, et vérifie CS/"Q — lquand n — 4+o00. [0

Remarque. Nous pensons qu’en fait
1 1
m [¢] . 2
Jim 5 log| PG (a)l = g(A+4r%) log [1/4],
ce qui est supporté par des calculs numériques effectués sur ordinateur, ainsi que par des
arguments heuristiques. Si cela est vrai, on pourra alors étendre les Théoremes 2 et 3 aux
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valeurs algébriques de ¢ en utilisant un critere d’indépendance linéaire sur les corps de
nombres (voir [4, 12, 27]).

3.6. Estimation arithmétique de Pﬁz(q) Dans ce paragraphe on démontre le point D)
du paragraphe 3.1. Laissons temporairement ¢ étre tel que |q| # 1. Rappelons que 'on
définit les coefficients ¢g-binomiaux par

mq B (Q;Q)(Z ;(Z;)Z)n_k

et qu'ils appartiennent a Z[g|. Pour tout n > 0, le polynéme unitaire d,,(q) de plus petit
degré en q et tel que

1 1 1
dn PR dn T 90t dn Z )
<Q)1_q (q)l_q2 (qr)l_qn6 [q]
¢
est donné par d,( H(I)g ,ou ®y(q) = H (q — e*™/%) est le £ polynome
k=1, (k,0)=1

cyclotomique. Il satlsfalt lestlmatlon suivante pour tout ¢ tel que |g| > 1 (voir [8, §2] et
28, Lemma 2]) :

1 3
(3.18) lim — log|d.(q)| = Plog|q\.

n—-+oo TL

Nous sommes maintenant en position d’expliciter les fractions rationnelles D, (q) qui
apparaissent au point D) du paragraphe 3.1 et d’établir leur comportement asymptotique
lorsque n tend vers 4o00. Soit

(3.19) D,(q) = (A—1)! q(A*2r)n/4f[A(n+1)2/8],r2n HE-An g (1)
On a alors le lemme suivant.

Lemme 6. Soit A pair.
i) Pour tous € € {0,1}, s €{0,... A} et q tel que |q| # 1, on a

D(q)Pi%(q) € Z[1/q);

ii) Lorsque |q| < 1, on a alors

3 A r?
li —1 D A log |1
i oglDu(o)l = (4 5 + 5 ) g1/l
Démonstration. Nous allons d’abord démontrer que pour tous s € {0,... A}, 7 €{0,...,n}

et g tel que |g| # 1, on a

—or\n/4— n 2 7% m_n —S
qA=2rIn/A=TA(n+1)*/8] - 2545 dn(1/q)"* csjn(q) € Z[1/q],
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le coefficient ¢, ;,(¢) étant donné par (3.14). Décomposons tout d’abord R, (7’;q) de la
facon suivante :

iy (A—2r)/2
-7 —(A—2r)n —n(n TTLT_qJ
R (T;q)(T — g /)" = g7 (q ( +”/2(q;q)n(T_ 1)(...(T _)q_n)>

| n(r1)/2¢ . (T — q77) (A—2r)/2
(q (q’Q)”(T—1)-..(T_q_n))

Al 58)

=1
. - (q—n(n+1)/2 (an—O—lT; q)n (T _ q_j))
ey T-1)---(T—=q™)
On vérifie en décomposant en éléments simples que 'on a les quatre identités suivantes :
T (T — g~/
(320)  F(T) = g0 gig), L)

(T—l)---(T—q‘”)
n+z —i(i4+1)/2 qii — qij
= (~1)"(1/q: 1/a)s +§j [}/J?jgr

Z#J

—n(n+1)/2 (. e n i

q (¢:9)n (T'—q77) i i+ (M| 4 —4
321)  G(T) = e Ll ] e
T

i

miny2 (@ T )n (T — ¢7)

- q
(3.22) Hy(T)=g¢q (T — 1) (T —q™m)

_ ( n —Zn - Z 7, —(n—i)?/2—(n+i)/2 |:Z:| |:£n7;|- Z:| qj_—f — qiiJ
1/q g + 74

@#J
et

nney2 (@ T ) (T — q77)
=1 =4 7)

g - _ 4]
_ ( n En (1 + Z 7, —7, (i+1)/2 |:Z:| [ﬁ(n —|—n1) Z:| CIT qii )
1/q /g + 4

Z#J

(323) I(T)=g

1 d
Notons 0" = T Il résulte des formules (3.20), (3.21), (3.22), (3.23), que pour tout

entier ;1 > 0, tout j € {0,...,n} et tout £ € {1,...,r}, les quantités
d,(1/q)"0"F(q77), du(1/@)"0"G(q7), dn(1/q)"0"He(q™), dn(1/q)"0"I(q7),
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sont des polynémes en 1/¢, multipliés par une certaine puissance de ¢ et dont les coefficients
sont des nombres entiers. Or la formule de Leibniz nous donne

Cs,j,n<q) _ qf(AfQT)n/4 Z(aulp) o (BMA 2 ) (§HA-2n 2 G - (O G
7

. (aMA—2r+1H1) . (8MA—THT)(811A—T+1]1) . (aMAIr)’

(olt la sommation est sur tous les multiplets g = (i1, ..., pa) tels que g+ -+pa = A—s,
et ou l'on a omis I’évaluation en 7' = ¢~/ pour simplifier). On en déduit que

g A, (1/9)4 4 ¢s ()

est un polynome en 1/q, a coefficients entiers et multiplié par une certaine puissance de g.
Il nous faut maintenant expliciter cette puissance de ¢, c¢’est-a-dire déterminer un expo-
sant e(n) le plus grand possible tel que

¢ Mg A (1/9)A %o jn(q) € Z[1/q).

Pour cela, revenons a la définition originelle (3.14) de ¢ ;,(¢q). Posons pour simplifier
R(T) = R,(T;q)(T — ¢~7)*. En utilisant la formule de Faa di Bruno (voir [13]), on a d’'un
coté

(0" log(R(T)))"

1

(3.24)  0"R(T) = 0" exp(log(R(T)))
1 ol
=2 Tl gl - k) (ale eXp) <1°g(R(T))) |

1 by il N
Y et ()

=1

o

ot la somme porte sur tous les multiplets k = (ky, ko, ..., k,) tels que ky+2ko+- - -+ pk, =
i, ou |k| désigne la somme ky + kg + - - - + ky, et ot (1) est la dérivée logarithmique de
R(T),

n i -1 i (r+1)n i
(3.25) r(T) = srRT) _ (A= 2rjn 1 N Sy A y A

R(T) A = 1—qT L 1T
i#j
L .
(A=2rn1 3 q" /T
= "4 A Ay
s T AT Al T
=0 i=j+1

-1 . (r+1)n
q" 1/T
-2 1—gT = 2 1—q/T

i=—rn q 1=n—+1
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D’un autre coté, on a

(3.26)

1.10\A=2r 1.1 —ntj—1.1
(_1)rnq—(A—Zr)n/4—A(j;1)+m—%—5—T22"2 (q q) (q ! ) q)rn (q ’ ! q)rn.

2
1.1)\A 1. 1\4
(67 q)j (q7 q)nfj

) ‘T:q—j -

R(T

Comme on sait déja que
q(A_2r)n/4dn(1/q)A—saA—sR(T> ‘T:q*j _ q(A_Qr)nMdn(1/Q)A_sCs,j,n(Q)
est un polynéme en 1/g, multiplié par une puissance de ¢, et comme
J Jn _ 1 2
— <= 1

(2)+ g <gnt b

la combinaison de (3.24), (3.25) et (3.26) montre que
—2r)n/4—[A(n+1)2 _2n? L n —s)n —s
q(A 2r)n/4—[A(n+1)?/8] 5=+ —(A—s) dn(l/q)A Cajm(Q)

est un polynome en 1/q a coefficients entiers. (Lorsque 1'on utilise (3.25), des expressions
comme 1/(1 — ¢ ™)™ ott m est un nombre entier positif, sont interprétées comme séries
formelles en 1/q.)

On peut maintenant passer a la démonstration du point i) proprement dit. De nouveau,
on se concentre sur le cas e = 1. Rappelons que pour s > 2 pair, on a P ,(q) = 0 et que
pour s impair de {3,..., A — 1}, on a (voir (3.15))

A
= Z akzspkzn(l; Q)7
k=s

avec
Pen(1;9) de Zq ey jn(a)-

Il résulte donc de I'étude precedente sur cs;n(q) (et du dénominateur commun (A — 1)!
aux asy) que pour s > 3 :

(A . 1)' q(A—2r)n/4—|'A(n+1)2/8'|—%+ —(A—s (1/Q)A_SPS[,IA(Q) c Z[]_/Q]

Par ailleurs,

. 8P,n
P (q) = Pon(1;9) — ¢ " Pon(1;1/q) — —2(1; q)

0z
avec :
A n k—j
R 3) 9) UL
s=1 j=1 k=1 9
qui équivaut a
A n-1 nfj j(s—1)—k
T Ron(1i1/q) ==Y Vesinld) ==
s=1 j=0 k=1 4
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(en utilisant la relation ds ;,(1/q) = dsn—jn(q)), €t

a‘Pl n
8,2 a Z] Cl,] n
On déduit de ces trois expressions que

7'2712 rm
q(A72T)n/47]—A(n+1)2/8-|* 5 + = 5 (A 1 (1/q)APU[IT]L< ) c Z[l/q]
Le point ii) est évident compte-tenu de (3.18). O

4. ¢-ANALOGIE AVEC LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

Nous terminons cet article en discutant plus en détail deux aspects du travail présenté
précédemment. Dans la premiere partie de ce paragraphe, nous justifions que nos (,(s)

sont des g-analogues normalisés des nombres ((s), et que nos séries Sr[f}(q) sont des g¢-
analogues des séries utilisées récemment dans les travaux sur la dimension des espaces
vectoriels engendrés sur Q par les valeurs de la fonction zéta aux entiers impairs. Dans
la deuxieme partie, nous présentons des g-analogues des séries, maintenant classiques, de
Ball et Beukers—Gutnik—Nesterenko, utilisées dans des démonstrations de 'irrationalité de
((3) : ces g-analogues sont fortement liés a notre série ST[LI](q) pour A=4etr=1.

4.1. « Convergence » vers le cas « classique ». Dans ce paragraphe, on discute du
rapport entre nos g-fonctions et g-séries et les fonctions et séries « classiques ».

Remarquons tout d’abord que les valeurs (,(s) sont des g-analogues des valeurs de la
fonction zéta de Riemann en nombres entiers s : en utilisant les nombres de Stirling de
seconde espece S(NV, j), définis par

N:ZS(N,j)z(z—1)-~-(€—j+1),

on a
<q(5> _ Z stflqkd _ (d + 1)3 1 _k(d+1)
k=1 d=1 k=1 d=0
oo oo s—1 d
DD B PEVESEE mm( g
k=1 d=0 j=1 J
s—1
_ s—1—
- (=1) ]53—131'2 k)jHL
j=1
La série Z;.1(q) = > 1o | Tgmrrr Ctant clairement un g-analogue de C(j+1), la série (,(s)

est une combinaison hnealre de g-analogues des valeurs de la fonction zéta. On voit alors
sur ’expression précédente que

(11) lim(L = q)" ¢, (s) = (5 = 1(s),
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et (4(s) peut donc aussi étre considérée comme un g-analogue normalisé de ((s) (voir [14,
Theorem 2] et [31] pour d’autres démonstrations de (4.1)).
De méme, en utilisant (3.10), (3.11) et (4.1), on obtient

lim(1 —¢)* (Z:(q) + (=1)°Z:(1/q)) = 2¢(s),

q—1

si € = s mod 2, respectivement
lim(1 — 0)" " (Z(q) + (=1 2,(1/q)) = (s = 2)¢(s — 1),

si € # s mod 2. Par conséquent, notre combinaison linéaire Z,(q) + (—1)24(1/q) (si
importante dans la démonstration du Lemme 3) est elle aussi un g-analogue normalisé de
((s), respectivement (s — 1). En particulier, la combinaison

(4.2)

N —

(Z23(9) — 25(1/q)) = %@(3) = %Z T—gp

réapparaitra au paragraphe suivant.
Comparons maintenant nos séries S,[f](q) avec les séries utilisées pour la démonstration

A-1

du Théoreme 1. Si I'on multiplie Slll}(q) par (1 —q) et fait tendre ¢ vers 1, on obtient

la série

_ _nA—2frC>o n\ (k=rn)m (k+n+41)m
" -2t ()

ou on a encore utilisé les symboles de Pochhammer (voir la démonstration du Lemme 1).
Aux termes k+n/2 et (A—2) pres, il s’agit de la série utilisée dans [21, 2] pour démontrer
le Théoreme 1. Au terme A — 2 pres, la série (4.3) est aussi un cas spécial d’'une série
introduite dans [23, p. 51] (et ensuite généralisée dans [33, Sec. 8]).

De facon similaire, si I’'on multiplie Sl ](q) par (1—q)# et fait tendre ¢ vers 1, on obtient
la série

9. plA-2r i (k —rn)m (IZ”’ n+ 1)7%,

qui est ici exactement celle introduite dans [21, 2].

Confronté a cette analogie frappante entre le « cas ¢ général » et le « cas ¢ = 1 »,
on aurait pu espérer analogie entre les minorations des dimensions des espaces vectoriels
engendrés par les « g-zétas », respectivement les « zétas », ce qui n’est pas le cas (comparer
les Théoremes 1 et 2) : les méthodes appliquées ne permettent pas de démontrer des
minorations analogues.

4.2. Autour de (,(3). On connait actuellement de nombreuses démonstrations de 1'ir-
rationalité de ((3) (voir article de synthese [9]), dont plusieurs utilisent des séries hy-
pergéométriques. Deux séries classiques sont la série de Ball (qui est le cas A =4, r =1
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de la série (4.3) ; voir I'introduction de [21]),

[e.o]

(4.4) 2 Z(2k+n) (k—n), (k4+n+ 1)n’
k=1 <k)n+1

et la série de Beukers—Gutnik—Nesterenko (voir [6, 11, 17]),
= d [(k—n)?

(45) > (5,
2

qui sont en fait égales pour tout nombre entier positif n. Dans les preuves d’irrationalité
de ((3), on montre que ces séries sont une combinaison linéaire de 1 et ((3), a coefficients
rationnelles satisfaisant certaines propriétés asymptotiques et arithmétiques. Dans ce para-
graphe nous présentons des g-analogues de ces deux séries, et nous démontrons également
que ces g-analogues sont une combinaison linéaire de 1 et de (,4(3).

Nous commencons avec la version non terminée de la transformation de Watson due a
Bailey (voir [10, (2.10.10) ; Appendix (II1.36)]) :

(4 6) ¢ a, \/aQ7 _\/EQ7b7 c, dae)f g a2q2
' S \/_a _\/67 GQ/b7 GQ/Cv GQ/d7 CLQ/€7 CL(]/]“ 7 de@f
_ (0g,aq/de,aq/df ag/efiq) | ag/be,de.f
(ag/d, aq/e, aq/f,aq/def; q)o " * ag/b.ag/c.def /a1
(ag, aq/be,d, e, f,a*q? [bdef,aq? /cdef; q) s
(aq/b,aq/c,aq/d,aq/e,aq/ f,a?q?*/bedef,def [aq; @)oo

% b aq/de, aq/df,aq/ef,a*q® /bedef
193] a®q?/bdef, a’q?[cdef, ag?def T 1]

Dans cette identité, on a utilisé la notation

(ar, a2, ..., 0k q)oo = (A1; @)oo (@25 @)oo -+ - (Ak; q)oo-

On spécialise alors a = *¢*"*2 et b=c=d =e = f = 6¢"" dans (4.6), et on fait tendre
0 vers 1. On obtient ainsi

1+k+n.

n+1. ) q)nqk(n-i-l)

(q aQ)fbH f: (1 - q2k+n) (
g™t (g; q)n (g2 Pt

" 9)n (g
(qk§ Q)i-i-l

) Q)n-‘rl

_ hm 1 (52q3+3n’ qn+17 anrl’ qn+1’ 5qn+17 5qn+17 5qn+1; )oo
-1\ ¢"T(q; q)n (8G%7+2,0¢27F2,5¢%7+2,0¢?"+2,6¢%7+2,0q,¢/0; q) o

L1 (i (@70 08" ) 5y 5 (670D <q“/6;q>nqk>>,
k=1 _

5—1 (64 9)% ., — (@":9)7 11
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soit, en utilisant le Théoreme de I’Hopital,

(qn+1§ Q);lm-l - (1 - q2k+n) (qk_n§ Q)n (q1+k+n§ q)"qk(n-i-l)
4" (g3 Q)n (4% QJnr £ (@" )i
_ (") i d ( (6¢"™; Q)i(éqk))
¢ (g Q)5 (@42 @)nrr = do \ (0% 0)5 44

6=1
Ceci équivaut évidemment a
(4.7)

(q.q)2§: (1 =) (@59 (¢ a)n D) ¢ &K d ((qk‘";Q)i k)

- (4" ) logg = dk \ (¢%59)n

k

dont le membre de gauche est un g-analogue parfait de la série (4.4) de Ball et le membre
de droite est un g-analogue parfait de la série (4.5) de Beukers—Gutnik—Nesterenko. Plus
précisément, si 'on multiplie les deux membres de (4.7) par (1 —¢)? et que I'on fait tendre
q vers 1, on retrouve 1'égalité (4.4)=(4.5). 1l est également notable que, & un facteur ¢~/
pres, le membre de gauche est exactement la série Slll}(q) = Su(q) —q™S,(1/q) étudiée au
paragraphe 3, avec A =4 et r = 1.

Poursuivons ’analogie un peu plus loin en utilisant 'identité intégrale de Agarwal (voir

10, (4.6.5)]),

¢, ¢ =g gt 0 ¢t g 2 2a—b—c—d
) ) ) Y ) Y Y . a—0b—c—a—e—
8¢7 |:qa/2 _qa/2’ q1+a7b’ q1+afc’ q1+afd7 q1+a76’ q1+aff7 q,9q
(ql—l—a’ qb’ qc’ qd’ ql—i-a—b—c’ q1+a—b—d7 ql—&—a—c—d’ ql—l-a—e—f; )oo

=sinm(b+c+d—a)

b+c+d—a Hl14+a—b—c—d H14+a—b Hl+a—c Hl4+a—d Hl4+a—e H1l4+a—f.
(g, gbretd=a, gltazboe—d glta=b glta—c glta—d glta=e glta=f q)

.q .q ,gPretdTats gy o mq* ds

(qVts, qets qtts, grta—e—T+s: q) sints sinm(b+c+d—a+s)’

1 100 14+s 1+b—e+s ,l+a—f+s

(q

21 ) oo

ol la courbe d’intégration est déformée autour de 'origine de sorte que celle-ci soit a droite
de la courbe. Cette identité est valable a condition que

Re(slogq —log(sinms sinm(b+c+d—a+s))) <0,

et en la spécialisant en a = 3n+2et b=c=d =e = f = n+ 1, on peut donner une
représentation intégrale des séries (4.7). Il s’agit en fait d’un cas limite puisqu’apparait le
quotient (sinw(b+c+d—a))/(g"T4 7074 ¢) o

, sinm(b+c+d—a) . sin7(3n+3—a)
lim = lim
e (g g, s (g
b,c,d—n—+1
sin(m(1 —x)) 7r

=0 (1= ¢") (¢ q)s  (¢;Q)o0logq’
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On obtient ainsi :

PR @RI _2n/2 el gntl gl el gntd
87 GUTI2 gl tn/2 202 nd2 22  ant2 o0 1 4,4 }
B (™59t 1 1 70 (g5, g, g2+t g2 t2nts, g) < T >2 s
(495 ("2 Q)nia logq 2mi ) (ghtnts, gltnts, ghints, gltnts; g) o \sins '

—100

Par conséquent les séries (4.7) s’expriment comme

(4.8)

100
¢t L (@ g P ) (<2 )2 *ds
10g q o7 (q1+n+s’ ql+n+s7 q1+n+s, ql+n+s7 Q)oo sin s )

—100

Remarquons que égalité de (4.8) avec le membre de droite de (4.7) peut étre vue directe-
ment en poussant la courbe d’intégration a droite et en appliquant le théoreme des résidus.
On obtient ainsi un g-analogue parfait d'une autre identité classique (voir [17]) :

Z (k=m2y _ 1 ’°°r<1+3>2r<2+2n+5>2< ) s
dk \ (k)2 ) 2im L(14+n+s)! sin 7s ‘

—100

Montrons maintenant que ces deux séries basiques peuvent s’écrire comme combinaison
linéaire de 1 et de (,(3). Notons S, (¢) la série a droite de (4.7), et

(¢ "T:q)2
(T§ Q)%H

(sans risque de confusion avec les notations utilisées au paragraphe 3) de sorte que

R.(T;q) =

Z% R.(d";9)) .

00
k=1

Décomposons R, (T’; q) en éléments simples :

R ajn(q) bjn(q)
Bn(Ti) =) ((1 — Ty 1 qu) ’

J=0

3

iy o d k+j . 0 d qk+j
Su(a) =Y azn(@)a™ ) T (TM) + ij7n<Q>q > T (m) :

§=0 k=1
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On a donc
B n - [e's) d qk n . 00 d qk
Snlq) = <Zam(Q)q ) Z& <<1 _qk)2> + ( bjn(a)a ) Z@ (1 —
7=0 k=1 j=0 k=1
n J d qk- n ] d qk.
> ainl@)g? Y - ( ) =D binl@)a™ ) — ( )
o Ak \(1-4¢")?) o  dk \1 - ¢*
Remarquons que
ij,n(q) ZRes (T;9))1=4-i = Res(Ru(T;q))1=00 = 0

et que l'on a

> d — 4 (
Z@ ((1—q ): (log q) kz:; (1 = (log q)¢4(3)-

k=1
Finalement, en posant

et -
B.(q) = ;o )q(_lj(_l;—g)% ) ijn(Q) (1(]_?;1@)27
on a donc
Sn(q) = (log ) (An(q) ¢4(3) — Bu(q)),
c’est-a-dire
1 o d [(("™9? )
(1.9) o7 2o () = 4060 = Bula)

Avec la technique exposée au paragraphe 3.6, on montre qu’il existe D,.(q) € Q(q) tel que
D, (q)An(q) et D,,(q)B,(q) soient dans Z[l/q] et

9
li —1 D —.
Jim =5 log | Da(g)l = —
Malheureusement,

1
lim —log|S, =0
Jim 5 log [5(q)]
et on ne peut donc montrer l'irrationalité de (,(3) pour aucun g # £1 tel que 1/q € Z.

Remarque. Pour finir, notons que, compte-tenu de (4.7), on aurait évidemment pu utiliser
le Lemme 3 avec € = 1, A = 4 et r = 1 pour obtenir (4.9) plus rapidement, mais au
prix d'un D,,(¢) moins bon : cela suggere une probable « conjecture des dénominateurs »,
comparable a celles énoncées dans le cas classique dans [23] et [33]. Plus précisément et
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comme noté dans la Remarque (2) au paragraphe 3.1, on peut démontrer les propriétés
A)-D) du paragraphe 3.1 pour la série alternative S,(g), en lieu et place de S}f](q). Il
semble alors que I'on peut dans ce cas remplacer le « dénominateur » D, (¢) par un D, (q),
défini comme D, (q) par (3.19), sauf que la puissance de d,(q) est A — 1 a la place de A.
Comme pour A =4 et r = 1, la série S‘n(q) est aussi identique avec le membre gauche de
(4.7), cette « conjecture des dénominateurs » est vérifiée dans ce cas. Si elle 'est aussi pour
A =10 et r = 2, on pourra démontrer qu’au moins un des nombres (,(3), (,(5), (,(7), (,(9)
est irrationnel, et donc améliorer le résultat du Théoreme 4. Bien que pour A =4 et r =1
la série SLH(Q) coincide avec S,(q) (& un facteur négligeable pres), une telle amélioration
des dénominateurs n’a probablement pas lieu, en général, pour la série Sq[f](q).

REFERENCES
[1] R. Apéry, Irrationalité de ((2) et ¢(3), Astérisque 61 (1979), 11-13.

[2] K. Ball et T. Rivoal, Irrationalité d’une infinité de valeurs de la fonction zéta aux entiers impairs,
Invent. Math. 146.1 (2001), 193-207.

[3] K. Barré-Siriex, G. Diaz, F. Gramain et G. Philibert, Une preuve de la conjecture de Mahler—Manin,
Invent. Math. 124.1 (1996), 1-9.

[4] E. V. Bedulev, On the linear independence of numbers over number fields, (en russe) Mat. Zametki
64 (1998), 506-517; trad. en anglais dans Math. Notes 64 (1998), 440-449.

[5] D. Bertrand, Séries d’Eisenstein et transcendance, Bull. Soc. Math. France 104.3 (1976), 309-321.

[6] F. Beukers, Padé-approzimations in number theory, Padé approximation and its applications, Am-
sterdam 1980 (Amsterdam, 1980), pp. 90-99, Lecture Notes in Math. 888, 1981.

[7] P. Borwein, On the irrationality of certain series, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 112.1 (1992),
141-146.

[8] P. Bundschuh et K. Vadnénen, Arithmetical investigations of a certain infinite product, Compositio
Math. 91.2 (1994), 175-199.

[9] S. Fischler, Irrationalité de valeurs de zéta (d’aprés Apéry, Rivoal, ...), Sém. Bourbaki 2002-2003,
exposé no. 910, a paraitre dans Astérisque. http://arXiv.org/abs/math.NT/0303066.

[10] G. Gasper et M. Rahman, Basic hypergeometric series, Encyclopedia of Mathematics And Its Appli-
cations 35, Cambridge University Press, Cambridge, 1990.

[11] L. A. Gutnik, Irrationality of some quantities that contain ((3), (en russe) Acta Arith. 42.3 (1983),
255-264 ; trad. en anglais dans Amer. Math. Soc. Transl. (Ser. 2) 140 (1988), 45-55.

[12] C. Jadot, Critéres pour lindépendance linéaire et algébrique, thése de doctorat, Institut de
Mathématiques de Jussieu, 1996.

[13] W. P. Johnson, The curious history of Fad di Bruno’s formula, Amer. Math. Monthly 109.3 (2002),
217-234.

[14] M. Kaneko, N. Kurokawa et M. Wakayama, A variation of Euler’s approach to values of the Riemann
zeta function, Kyushu J. Math. 57.1 (2003), 175-192. http://arXiv.org/abs/math.QA/0206171.

[15] J. Lewis et D. Zagier, Period functions for Maass wave forms. I, Ann. of Math. 153 (2002), 191-258.

[16] Yu. V. Nesterenko, On the linear independence of numbers, (en russe) Vest. Mosk. Univ., Ser. I (1985),
no. 1, 46-54; trad. en anglais dans Mosc. Univ. Math. Bull. 40.1 (1985), 69-74.

[17] Yu. V. Nesterenko, A few remarks on ((3), (en russe) Mat. Zametki 59.6 (1996), 865-880; trad. en
anglais dans Math. Notes 59.6 (1996), 625-636.



26
18]

[19]

Yu. V. Nesterenko, Modular functions and transcendence questions, (en russe) Mat. Sb. 187.9 (1996),
65-96 ; trad. en anglais dans Sb. Math. 187.9 (1996), 1319-1348.

P. Philippon, Une approche méthodique pour la transcendance et l’indépendance algébriques de valeurs
de fonctions analytiques, J. Number Theory 64 (1997), 291-338.

K. Postelmans et W. Van Assche, Irrationality of ,(1) and (4(2), en préparation.

T. Rivoal, La fonction zéta de Riemann prend une infinité de valeurs irrationnelles aux entiers impairs,
C. R. Acad. Sci. Paris Série I Math. 331.4 (2000), 267-270.
http://arXiv.org/abs/math.NT/0008051.

T. Rivoal, Irrationalité d’au moins un des neuf nombres ((5),((7),...,((21), Acta Arith. 103.2 (2002),
157-167.

T. Rivoal, Propriétés diophantiennes des valeurs de la fonction zéta de Riemann auzr entiers impairs,
these de doctorat, Université de Caen (2001). http://theses-EN-ligne.in2p3.fr.

T. Schneider, Introduction aux nombres transcendants, traduit de ’allemand par P. Eymard, Gauthier-
Villars, Paris 1959.

J. P. Serre, Cours d’arithmétique, Presses Universitaires de France, Paris 1970.

R. P. Stanley, Enumerative Combinatorics, vol. 1, Wadsworth & Brooks/Cole, Pacific Grove, Califor-
nia, 1986 ; reprinted by Cambridge University Press, Cambridge, 1998.

T. Topfer, Uber lineare Unabhéngigkeit in algebraischen Zahlkérpern, Results Math. 25 (1994), 139-
152.

W. Van Assche, Little q-Legendre polynomials and irrationality of certain Lambert series, Ramanujan
J. 5.3 (2001), 295-310.

W. Zudilin, Remarks on irrationality of g-harmonic series, Manuscripta Math. 107.4 (2002), 463-477.

W. Zudilin, On the irrationality measure of a g-analogue of ((2), (en russe) Mat. Sb. 193.8 (2002),
49-70; trad. en anglais dans Sb. Math. 193.8 (2002), 1151-1172.

W. Zudilin, Diophantine problems for g-zeta values, (en russe) Mat. Zametki 72.6 (2002), 936-940;
trad. en anglais dans Math. Notes 72.6 (2002), 858-862. http://arXiv.org/abs/math.NT/0206179.

W. Zudilin, On the functional transcendence of q-zeta values, (en russe) Mat. Zametki 73.4 (2003),
629-630 ; trad. en anglais dans Math. Notes 73.4 (2003), 588-589.

W. Zudilin, Arithmetic of linear forms involving odd zeta values, & paraitre au J. Théor. Nombres
Bordeaux. http://arXiv.org/abs/math.NT/0206176.

W. Zudilin, Heine’s basic transform and a permutation group for q-harmonic series, a paraitre dans
Acta Arith. 111.2 (2004), 153-164.

INSTITUT GIRARD DESARGUES, UNIVERSITE CLAUDE BERNARD LYON-I, 21, AVENUE CLAUDE BER-
NARD, F-69622 VILLEURBANNE CEDEX, FRANCE
E-mail address: kratt@igd.univ-1lyonl.fr

LABORATOIRE DE MATHEMATIQUES NIcOLAS ORESME, CNRS UMR 6139, UNIVERSITE DE CAEN,
BP 5186, 14032 CAEN CEDEX, FRANCE
E-mail address: rivoal@math.unicaen.fr

UNIVERSITE D’ETAT LOMONOSOV, Moscou, FACULTE DE MECANIQUE ET MATHEMATIQUES, VORO-
BIOVY GORY, GSP-2, Moscou 119992 RUSSIE
E-mail address: wadim@ips.ras.ru



