DEMONSTRATION DE L’OBSERVATION 2 D’ALMKVIST ET ZUDILIN

C. KRATTENTHALER ET T. RIVOAL

Le but de cette note est de donner une preuve de ’Observation 2 d’Almkvist et Zudilin [1,
p. 487]. 1l s’agit de I'observation numérique suivante. Posons

w2 A0

wo(z) = Y Ap2" =1+ 122 + 8042” + 886802" + - - € Z[[2]].

n=0

et

Observation 2. II existe ug(z) € Z[[2]] telle que wo(z) = ug(z)*.

On va utiliser le critere suivant de Heninger et al. [2]. On note P,, 'ensemble de séries
formelles F'(z) € 1+ 2Z][z]] telles que F(2)'/™ € 1 + 2Z[[z]] pour un entier n > 1.

Lemme 1. Posons j, = n[],,p. Ona
F(z) € P, <= F(2) (mod p,) € P,.

Dans le cas de la série wp(z), on a n = 2 et us = 4. Il suffit donc de prouver que
wp(z) (mod4) € P,. Or nous allons prouver que wy(z) (mod4) = 1, qui est bien dans Ps.

Théoreme 1. Pour des entiers j, k,n > 0, posons

, n\?/n\? n+j\/n+k\[(j+k
an(j, k) = { :
J k n n n
Pour tous entiersn > 1 et 5,k >0, on a

(a) va(an(j, k) =1 si, et seulement si, {j,k} = {0,n} et n est une puissance de 2.
(b) va(an(j, k) > 2 sinon.

Pour n > 1, on a
A =a,(0,) + ay(n,0) + > " a4, (5. k),
0<j,k<n
ou le prime signifie que la sommation exclut les couples (j,k) = (0,n),(n,0). Comme
a,(0,n) = (*") = an(n,0) est toujours pair (le pire cas étant donné par (a)), on en déduit

n
le corollaire suivant.

Corollaire 1. Pour tout entiern > 1, on a vo (An) > 2. En particulier, wo(z) (mod4) =1
et I’Observation 2 est vraie.
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Démonstration du Théoréme 1. Soit n > 1. Il n’y a rien a prouver si j + k < n et on
suppose maintenant que j + k > n.

(2”) . Or

n

()-S5 25) -2 15

Il est facile de vérifier que 'expression a droite est > 2 sauf si n est une puissance de 2,
auquel cas elle vaut 1.

Premier cas : {j,k} = {0,n}. On a alors a,(0,n) = a,(n,0)

Deuxieme cas : {j,k} # {0,n}. La condition j + k& > n > 1 montre que dans ce cas
on a alors forcément j > 1 et k > 1.
On va tout d’abord montrer que pour entiers m,p tels que 1 < p < m, on a

()
En effet, on a

m\ /(m-+p = m+p p m-—p
— Y I I G
(G0 -2 (5] -2l [5)
m+p p m—=p m+p m—=p
| el - ) - ) 1 =
ol L est I'entier > 1 tel que 217! < p < 2L, Supposons alors que LmQ—JL“pJ — %2 = 0. On
en déduit que

m+p m-—p
R T
et donc que p < 217! contrairement & I’hypotheése. Donc |
prouve (1).
On applique maintenant (1) aux deux cas (m,p) = (n,j) et (m,p) = (n, k) pour obtenir

que
n\/n\/n+3\/n+k
(GG ) =2
A fortiori, on a donc vy (an(k,j)) > 2 lorsque {j, k} # {0,n}.

Ceci termine la preuve du théoreme. O

<1

n";Ler _ Lﬂ;zp

| > 1, ce qui
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