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Laboratoire de Mathématiques Nicolas Oresme, CNRS UMR 6139,
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Chapitre 11. Lemmes arithmétiques 43

Chapitre 12. Démonstration du Théorème 1, partie i) 55
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v



vi TABLE DES MATIÈRES
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Abstract

We prove the second author’s “denominator conjecture” [40] concerning the
common denominators of coefficients of certain linear forms in zeta values. These
forms were recently constructed to obtain lower bounds for the dimension of the
vector space over Q spanned by 1, ζ(m), ζ(m+2), . . . , ζ(m+2h), where m and h are
integers such that m ≥ 2 and h ≥ 0. In particular, we immediately get the following
results as corollaries: at least one of the eight numbers ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(19) is irratio-
nal, and there exists an odd integer j between 5 and 165 such that 1, ζ(3) and ζ(j)
are linearly independent overQ. This strengthens some recent results in [41] and [8],
respectively. We also prove a related conjecture, due to Vasilyev [49], and as well
a conjecture, due to Zudilin [55], on certain rational approximations of ζ(4). The
proofs are based on a hypergeometric identity between a single sum and a multiple
sum due to Andrews [3]. We hope that it will be possible to apply our construction
to the more general linear forms constructed by Zudilin [56], with the ultimate
goal of strengthening his result that one of the numbers ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) is
irrational.

Résumé

Nous démontrons la � conjecture des dénominateurs � du deuxième auteur [40] sur
le dénominateur commun des coefficients des combinaisons linéaires en les valeurs de
la fonction zêta de Riemann, récemment construites pour minorer la dimension de
l’espace vectoriel engendré sur Q par 1, ζ(m), ζ(m+2), . . . , ζ(m+2h), où m et h sont
des nombres entiers, m ≥ 2 et h ≥ 0. En particulier, comme corollaires immédiats,
on obtient l’irrationalité d’au moins un des huit nombres ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(19) et
l’existence d’un entier impair j entre 5 et 165 tel que 1, ζ(3) et ζ(j) sont linéairement
indépendants sur Q, ce qui améliore des résultats de [41] et [8], respectivement.
Nous prouvons également une conjecture connexe, due à Vasilyev [49], ainsi qu’une
conjecture de Zudilin [55] portant sur certaines approximations rationnelles de ζ(4).
Les démonstrations sont basées sur une identité entre une somme simple et une
somme multiple, de nature hypergéométrique, due à Andrews [3]. Nous espérons
que notre construction pourra aussi être appliquée aux combinaisons linéaires plus
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générales construites par Zudilin [56], afin d’améliorer son résultat sur l’irrationalité
d’au moins un des nombres ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11).
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CHAPITRE 1

Introduction et plan de l’article

La détermination de la nature arithmétique des valeurs aux entiers impairs
s ≥ 3 de la fonction zêta de Riemann

ζ(s) =
∞∑

k=1

1
ks

est un des problèmes parmi les plus difficiles de la théorie des nombres. Pour
démontrer les quelques résultats connus (voir les paragraphes 2.1, 2.2 et 2.3), la
seule méthode d’attaque disponible consiste à construire, grâce à divers procédés hy-
pergéométriques, des suites de combinaisons linéaires (Sn)n≥0 en les valeurs de zêta
aux entiers l ∈ {2, . . . , M} et dont les coefficients sont des rationnels, éventuellement
nuls :

Sn = p0,n +
M∑

l=2

pl,nζ(l).

Pour appliquer les critères d’irrationalité ou d’indépendance linéaire, tel le critère
de Nesterenko [30], il est nécessaire de déterminer un dénominateur commun aux
pl,n qui soit le plus petit possible. Typiquement, ce dénominateur est la puissance
M -ième du plus petit commun multiple des entiers 1, 2, . . . , n, que nous notons
dn comme de coutume. Or, dans certaines circonstances (liées à la nature hy-
pergéométrique très spéciale des constructions proposées et résumées par les Conjec-
tures 1, 2 et 3 au paragraphe 2.3), on constate numériquement que ce dénominateur
semble être dM−1

n , voire mieux, ce qui permet d’améliorer significativement certains
résultats diophantiens sur les valeurs de zêta.

Nous prouvons ici toutes ces conjectures (à un facteur 2 près), ce qui consti-
tue nos Théorèmes 1, 2 et 3 au chapitre 3. De plus, les Théorèmes 4, 5 et 6 dans
le même chapitre contiennent même des améliorations dans des cas spéciaux. Les
démonstrations de ces théorèmes, données aux chapitres 12 à 15, sont basées sur
deux identités hypergéométriques � gigantesques � (une due à Andrews [3], l’autre
étant une variante), données au chapitre 6, et en fait surtout sur quelques unes de
leurs spécialisations, énoncées et démontrées aux chapitres 9 et 10. Avant cela, nous
donnons au chapitre 8 quelques identités particulièrement élégantes qui se déduisent
de ces identités gigantesques et qui concernent les coefficients � dominants � pM,n

des combinaisons linéaires les plus simples que l’on puisse construire. En fait, les
identités énoncées à la Proposition 2 ont été le point de départ de ce travail, comme
expliqué au chapitre 7, où nous indiquons comment nous est venue l’idée de leur im-
probable existence et comment elles nous ont mené à comprendre l’importance des
identités fondamentales du chapitre 6 (et qu’elles étaient essentiellement connues
depuis trente ans). Tous les calculs hypergéométriques des chapitres 6, 7, 8, 15 et
16 ont été faits à l’aide du programme HYP, développé sous Mathematica par le
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2 1. INTRODUCTION ET PLAN DE L’ARTICLE

premier auteur [25]1. Pour aider le lecteur de comprendre nos démonstrations, nous
avons inséré le chapitre 5, où nous expliquons à grands traits l’idée et la structure
des démonstrations de nos théorèmes principaux.

Les conséquences diophantiennes de notre travail sur les valeurs de zêta aux
entiers impairs sont formulées au chapitre 4. Notons aussi que la preuve, qui nous
échappe encore, des versions les plus générales de ces conjectures (voir le para-
graphe 17.1) pourrait impliquer l’irrationalité2 de ζ(4) = π4/90, et surtout celle
d’au moins un des trois nombres ζ(5), ζ(7) et ζ(9), bien que nous n’ayons aucune
certitude à ce sujet.

Pour souligner davantage le don d’ubiquité des objets hypergéométriques dont
nous nous servons, nous ajoutons le chapitre 16, où nous montrons que l’équiva-
lence de la série de Beukers, Gutnik et Nesterenko (2.1) et de la série de Ball (2.5),
et celle des séries (2.2) et (2.8) sont des conséquences directes de la transforma-
tion de Whipple sous sa version non terminée due à Bailey (une remarque qui n’a
apparemment pas été faite auparavant sous cette forme).

Nous terminons notre article en évoquant au chapitre 17 certaines directions de
recherche que nous poursuivrons dans l’avenir. Notamment, nous discutons au pa-
ragraphe 17.1 des séries plus générales de Zudilin et les raisons pour lesquelles nous
pensons que nos méthodes devraient permettre d’attaquer les conjectures associées
à ces séries. Aux paragraphes 17.2 et 17.3, nous mentionnons brièvement quelques
conjectures portant sur des combinaisons linéaires en les valeurs de la fonction
beta et en les valeurs de q-zêta, respectivement, et leurs conséquences possibles.
Finalement, au paragraphe 17.4, nous évoquons l’intérêt de l’extension éventuelle
de nos identités au cas de séries infinies.

1Le programme HYP [25] permet de faire aisément, et sans faute, des calculs routiniers avec
les séries hypergéométriques. Cependant, tous ces calculs peuvent aussi être faits sans problème à
la main, sauf que cela impliquerait peut-être plusieurs heures du travail.

2certes bien connue, mais uniquement grâce au racourci lié à la transcendance de π et pas à
la Apéry. On obtiendrait ainsi la meilleure mesure d’irrationalité connue de π4 (voir [55]). Pour
les meilleures mesures d’irrationalité connues pour π, respectivement ζ(2) et ζ(3), voir Hata [22],
respectivement Rhin et Viola [37, 38] : dans les trois cas, les méthodes utilisées sont de nature
hypergéométrique.



CHAPITRE 2

Arrière plan

2.1. Le Théorème d’Apéry

La preuve de l’irrationalité de ζ(3), due à Apéry [6], ne date que de 1978. Sa
démonstration, qui fonctionne aussi pour ζ(2) = π2/6, peut être synthétisée ainsi1 :
il existe deux suites (an)n≥0 et (bn)n≥0 telles que an ∈ Z, d3

nbn ∈ Z et

lim
n→+∞

|2anζ(3)− bn|1/n = (
√

2− 1)4,

où dn est le p.p.c.m des entiers 1, 2, . . . , n. On conclut en remarquant que, en vertu
du théorème des nombres premiers, dn = en+o(n) et que e3(

√
2− 1)4 < 1. Il existe

de nombreuses façons de produire ces suites, par exemple au moyen de la série
suivante, due à Beukers, Gutnik et Nesterenko [10], [20], [31] :

−
∞∑

k=1

∂

∂k

(
(k − n)2n
(k)2n+1

)
= 2anζ(3)− bn, (2.1)

où les symboles de Pochhammer sont définis par (α)k = α(α + 1) · · · (α + k − 1)
si k ≥ 1 et (α)0 = 1. Ici et dans tout cet article, n désigne un entier positif, sauf
mention contraire.

De même, dans le cas de ζ(2), on construit deux suites (αn)n≥0 et (βn)n≥0

telles que αn ∈ Z, d2
nβn ∈ Z et

lim
n→+∞

|αnζ(2)− βn|1/n =
(√

5− 1
2

)5

.

Là aussi, il existe beaucoup de façons de générer ces suites, par exemple au moyen
de la série

(−1)nn!
∞∑

k=1

(k − n)n

(k)2n+1

= αnζ(2)− βn. (2.2)

Les entiers an et αn peuvent être explicités sous forme binomiale ou hypergéomé-
trique :

an =
n∑

j=0

(
n

j

)2(
n + j

n

)2

= 4F3

[−n,−n, n + 1, n + 1
1, 1, 1 ; 1

]
(2.3)

et

αn =
n∑

j=0

(
n

j

)2(
n + j

n

)
= 3F2

[−n,−n, n + 1
1, 1 ; 1

]
. (2.4)

1Voir le survol de Fischler [16] pour un exposé, apparemment exhaustif, des très nombreuses
preuves maintenant disponibles de l’irrationalité de ζ(3).

3



4 2. ARRIÈRE PLAN

D’une façon générale, les séries (ou fonctions) hypergéométriques sont définies par

q+1Fq

[
α0, α1, . . . , αq

β1, . . . , βq
; z

]
=

∞∑

k=0

(α0)k (α1)k · · · (αq)k

k! (β1)k · · · (βq)k
zk,

où αj ∈ C et βj ∈ C \ Z≤0. La série converge pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, et
aussi pour z = ±1 lorsque Re(β1 + · · · + βq) > Re(α0 + α1 + · · · + αq). Dans les
ouvrages traitant de ces fonctions (par exemple [5], [7], [18], [44]), on trouve les
définitions suivantes : la série hypergéométrique q+1Fq est dite

– balancée (balanced) si α0 + · · ·+ αq + 1 = β1 + · · ·+ βq ;

– quasi équilibrée de première espèce (nearly-poised of the first kind) si
α1 + β1 = · · · = αq + βq ;

– bien équilibrée (well-poised) si α0 + 1 = α1 + β1 = · · · = αq + βq ;

– très bien équilibrée (very-well-poised) si elle est bien équilibrée et, de plus,
α1 = 1

2 α0 + 1.

Ces séries vérifient d’innombrables identités recensées dans les livres cités ci-dessus2.
Les séries (très) bien équilibrées y sont abondamment représentées, à la mesure de
leur énorme influence sur le développement de la théorie hypergéométrique au cours
du XXième siècle (voir le survol d’Andrews [4] et le livre [5] d’Andrews, Askey et
Roy à ce sujet). Le présent article n’échappe pas à cette influence.

Dans [31], Nesterenko a posé le problème de trouver une preuve de l’irrationalité
de ζ(3) aussi élémentaire que celle du nombre e =

∑
n≥0 1/n!, due à Fourier. Pour

attaquer ce problème, Ball a introduit la série hypergéométrique très bien équilibrée
suivante (voir l’introduction de [39]) :

Bn = n!2
∞∑

k=1

(
k +

n

2

) (k − n)n(k + n + 1)n

(k)4n+1

=
n!7(3n + 2)!
2(2n + 1)!5 7F6

[
3n + 2, 3

2n + 2, n + 1, . . . , n + 1
3
2n + 1, 2n + 2, . . . , 2n + 2 ; 1

]
. (2.5)

Il a alors observé le fait remarquable que Bn = anζ(3)−bn, alors que l’on s’attend
aussi à voir apparâıtre ζ(4) et ζ(2). En définissant le m-ième nombre harmonique
par Hm =

∑m
j=1

1
j si m ≥ 1 et H0 = 0, on a en particulier

an = (−1)n+1
n∑

j=0

(n

2
− j

) (
n

j

)4(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

·
(

5Hn−j − 5Hj + Hn+j −H2n−j − 1
n
2 − j

)
, (2.6)

et on montre que dnan et d4
nbn sont entiers. Un deuxième point remarquable de

cette série réside dans la propriété, initialement conjecturale, que an et d3
nbn sont

en fait des entiers, et an et bn cöıncident avec les nombres d’Apéry an et bn/2 pour
ζ(3). L’égalité de la série (2.5) et de la moitié de la série (2.1) a ensuite été prouvée
par Zudilin [54] et le deuxième auteur indépendamment, alors que l’égalité an = an

a été prouvée par le premier auteur, dans les deux cas par une utilisation subtile

2Le manuel du logiciel HYP, déjà mentionné à la note 1 de bas de page, contient la plus
grande liste d’identités hypergéométriques actuellement disponible.



2.2. L’INDÉPENDANCE LINÉAIRE D’UNE INFINITÉ DE ζ 5

de l’algorithme de calcul de récurrences linéaires de Gosper–Zeilberger (voir [13],
[35], [51], [52]), ce qui implique l’égalité bn = bn/2. Voir le chapitre 16 pour une
démonstration indépendante, utilisant des identités hypergéométriques classiques.
Au passage, on obtient bien une nouvelle démonstration de l’irrationalité de ζ(3) :
bien qu’élémentaire, elle n’est cependant pas aussi simple que celle de e.

2.2. L’indépendance linéaire d’une infinité de ζ impairs et la
transcendance de π

La disparition de la moitié des valeurs de ζ attendues n’est pas un miracle
isolé : elle s’explique par la nature (très) bien équilibrée de Bn, alors qu’une série
seulement quasi équilibrée ne la produit pas. Ce précieux phénomène a été généralisé
dans [39] et [8] au moyen, essentiellement3, de la série

S̄n,A,r(z) = n!A−2r
∞∑

k=1

(
k +

n

2

) (k − rn)rn(k + n + 1)rn

(k)A
n+1

z−k

= z−rn−1n!A−2r (rn)!A+1((2r + 1)n + 2)!
2((r + 1)n + 1)!A+1

× A+3FA+2

[
(2r + 1)n + 2, 2r+1

2 n + 2, rn + 1, . . . , rn + 1
2r+1

2 n + 1, (r + 1)n + 2, . . . , (r + 1)n + 2 ; z−1

]
.

avec |z| ≥ 1 et A et r des entiers tels que 0 ≤ r < A/2, ce qui a permis de
montrer qu’une infinité des valeurs de la fonction zêta aux entiers impairs sont
linéairement indépendantes sur Q. Esquissons rapidement la preuve. On définit
d’abord les fonctions polylogarithmes, pour tout s ≥ 1 et z complexe vérifiant
|z| ≤ 1 et (s, z) 6= (1, 1), par

Lis(z) =
∞∑

n=1

zn

ns
.

En développant en éléments simples le sommande de S̄n,A,r(z), on vérifie qu’il existe
des polynômes p̄l,n(X) (dépendant aussi de A et r) tels que dA−l

n p̄l,n(X) ∈ Z[X]
et

S̄n,A,r(z) = p̄0,n(z) +
A∑

l=1

p̄l,n(z) Lil(1/z).

Le � très bon équilibrage � de S̄n,A,r(z) se traduit par la relation de réciprocité

znp̄l,n(1/z) = (−1)A(n+1)+l+1p̄l,n(z), (2.7)

dont on déduit que pour tout A pair et tout n ≥ 0, on a4

S̄n,A,r(1) = p̄0,n(1) +
∑

l=3,...,A−1

l impair

p̄l,n(1)ζ(l).

On conclut en utilisant un critère d’indépendance linéaire dû à Nesterenko [30]
et en optimisant le paramètre r en fonction de A. Comme pour Bn, on constate

3Plus précisément : sans le facteur � très bien équilibrant � k + n/2, qui ne joue aucun rôle
pour obtenir le résultat visé, mais qui est la mystérieuse raison d’être des identités prouvées dans
cet article.

4Lorsque z tend vers 1, la série S̄n,A,r(z) converge mais Li1(1/z) = − log(1− 1/z) diverge :
on a donc nécessairement p̄1,n(1) = 0, ce qui élimine la valeur divergente ζ(1) de la combinaison

linéaire.



6 2. ARRIÈRE PLAN

expérimentalement que le dénominateur dA−l
n est trop généreux lorsque z = 1 :

il semble en effet que dA−l−1
n p̄l,n(1) soit déjà entier pour tout l ∈ {0, . . . , A − 1}.

L’intérêt est que cela permettrait d’appliquer plus finement le critère de Nesterenko
(voir la partie ii) du Théorème 7 au chapitre 4).

Lorsque A est impair et z = −1, la série S̄n,A,r(−1) est une combinaison linéaire
rationnelle en les valeurs de ζ̃ aux entiers pairs, où, par définition,

ζ̃(s) =
∞∑

k=1

(−1)k

ks
= (21−s − 1)ζ(s).

Puisque pour tout entier k ≥ 1, on a

ζ(2k) = (−1)k−1 22k−1B2k

(2k)!
π2k,

où Bk est le k-ième nombre de Bernoulli, on obtient en fait une suite de combinaisons
linéaires rationnelles de puissances de π : la transcendance de π en découle par
un argument simple de théorie des nombres algébriques (voir [36] pour un cas
analogue). Le même phénomène arithmétique que celui mis à jour pour A pair et
z = 1 semble là aussi se produire : si l’on considère par exemple la série

S̄n,3,1(−1) = n!
∞∑

k=1

(−1)k
(
k +

n

2

) (k − n)n(k + n + 1)n

(k)3n+1

= pnζ̃(2)− qn, (2.8)

le rationnel

pn = (−1)n+1
n∑

j=0

(n

2
− j

)(
n

j

)3(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

·
(

4Hn−j − 4Hj + Hn+j −H2n−j − 1
n
2 − j

)
, (2.9)

joue le même rôle pour ζ(2) que an pour ζ(3). En effet, on a a priori que dnpn

et d3
nqn sont entiers, mais on montre par les méthodes de [54] que pn = αn et

qn = −βn/2, où αn et βn sont les nombres d’Apéry pour ζ(2) définis au pa-
ragraphe 2.1. Voir le chapitre 16 pour une démonstration utilisant des identités
hypergéométriques classiques.

2.3. À la recherche d’un irrationnel parmi ζ(5), ζ(7), etc.

Cette recherche a été initiée dans [41] au moyen d’un autre type de séries, que
nous appellerons improprement � séries dérivées �, qui ne sont plus formellement
hypergéométriques mais en sont très proches5. Considérons, pour A pair ≥ 6 et
|z| ≥ 1, la série

S̃n,A(z) = n!A−6
∞∑

k=1

1
2

∂2

∂k2

((
k +

n

2

) (k − n)3n(k + n + 1)3n
(k)A

n+1

)
z−k.

5De façon plus précise, une série dérivée apparâıt naturellement par la méthode de Fro-
benius dans le calcul des solutions des équations différentielles hypergéométriques. L’équation
différentielle satisfaite par une série hypergéométrique (très) bien équilibrée est invariante par
le changement de variable z 7→ 1/z, ce qui � explique � la réciprocité des polynômes pl,n(z).
Voir [33] pour une très belle exposition du calcul des solutions des équations différentielles hy-
pergéométriques.
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Par rapport à l’expression � développée � de S̄n,A,r(1) du paragraphe précédent,
l’introduction d’une dérivation d’ordre 2 permet de remplacer ζ(l) par ζ(l + 2),
ce qui, avec le très bon équilibrage de S̃n,A(z), montre qu’il existe des polynômes
p̃l,n(X), dépendant de A, tels que dA+2

n p̃0,n(1) et dA−l
n p̃l,n(1) (l ≥ 1) sont entiers

et
S̃n,A(1) = p̃0,n(1) +

∑

l=3, ..., A−1

l impair

p̃l,n(1)ζ(l + 2).

Ainsi, on fait non seulement disparâıtre les valeurs de ζ aux entiers pairs, mais aussi
ζ(3). L’entier A = 20 est le plus petit entier pair tel que

0 < lim inf
n→+∞

|dA+2
n S̃n,A(1)|1/n < 1,

ce qui se traduit par l’irrationalité d’au moins un des neuf nombres ζ(5), ζ(7), . . . ,
ζ(21). Sans surprise, on constate expérimentalement6 que l’on pourrait prendre d21

n

à la place de d22
n .

2.4. La conjecture des dénominateurs

Toutes ces données ont naturellement conduit à formuler une conjecture géné-
rale sur les dénominateurs des combinaisons linéaires rationnelles construites sur
les séries dérivées suivantes :

Sn,A,B,C,r(z) = n!A−2Br
∞∑

k=1

1
C!

∂C

∂kC

((
k +

n

2

) (k − rn)B
rn(k + n + 1)B

rn

(k)A
n+1

)
z−k,

(2.10)
où |z| ≥ 1 et A, B, C, r sont des entiers positifs vérifiant7 0 ≤ 2Br < A. Il existe
alors des polynômes p0,C,n(X) et pl,n(X) pour l ∈ {1, . . . , A}, dépendant de A, B
et r mais pas de C, tels que

dA+C
n p0,C,n(X) ∈ Z[X], dA−l

n pl,n(X) ∈ Z[X] (2.11)

et

Sn,A,B,C,r(z) = p0,C,n(z) + (−1)C
A∑

l=1

(
C + l − 1

l − 1

)
pl,n(z) LiC+l(1/z). (2.12)

Posons pour simplifier

Rn,A,B,r(k) = n!A−2Br
(
k +

n

2

) (k − rn)B
rn(k + n + 1)B

rn

(k)A
n+1

.

En suivant la démarche classique (voir [8]), on a pour tout l ∈ {1, . . . , A} :

pl,n (X) =
n∑

j=0

1
(A− l)!

∂A−l

∂kA−l

(
Rn,A,B,r(k)(k + j)A

)∣∣∣∣
k=−j

Xj (2.13)

6Ce gain arithmétique n’est pas anodin : voir la partie i) du Théorème 7 au chapitre 4 pour
son utilisation diophantienne.

7Cette condition, qui sert uniquement à faire converger la série en z = ±1, sera assouplie aux
chapitres 3, 8 à 10, et 12 à 14.
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et

p0,C,n(X) = −
n∑

j=0

A∑
e=1

(−1)C

(
C + e− 1

e− 1

)

·
(

1
(A− e)!

∂A−e

∂kA−e

(
Rn,A,B,r(k)(k + j)A

)∣∣∣
k=−j

) j∑

i=1

1
ie+C

Xj−i.

(2.14)

Nous aurons besoin de l’expression plus explicite suivante :

∂h

∂kh

(
Rn,A,B,r(k)(k + j)A

)∣∣∣
k=−j

= (−1)Aj+Brn (rn)!2B

n!2rB

∂h

∂εh

(n

2
− j + ε

)(
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A

·
(

rn + j − ε

rn

)B(
(r + 1)n− j + ε

rn

)B
∣∣∣∣∣
ε=0

. (2.15)

Quand on spécialise (2.12) en z = (−1)A, on obtient

Sn,A,B,C,r

(
(−1)A

)

= p0,C,n

(
(−1)A

)
+ (−1)C

A∑

l=1

(
C + l − 1

l − 1

)
pl,n

(
(−1)A

)
LiC+l

(
(−1)A

)
. (2.16)

De nouveau, la relation de réciprocité (2.7) vaut avec pl,n(z) à la place de p̄l,n(z),
et, de même, la note 4 de bas de page (avec Sn,A,B,C,r(z) à la place de S̄n,A,r(z))
s’applique dans la situation plus générale que l’on considère ici. Par conséquent,
si A est pair, la série Sn,A,B,C,r

(
(−1)A

)
est une combinaison linéaire en 1, ζ(C +

3), ζ(C + 5), . . . , ζ(C + A− 1), alors que si A impair, c’est une combinaison linéaire
en 1, ζ̃(C +2), ζ̃(C +4), . . . , ζ̃(C +A−1). Dans les deux cas, chacun des coefficients
est un rationnel dont un dénominateur est donné par (2.11). En particulier, si
on multiplie Sn,A,B,C,r

(
(−1)A

)
par dA+C

n , on obtient une combinaison linéaire à
coefficients entiers en les valeurs de zêta (respectivement de zêta � alternée � ζ̃)
aux entiers impairs, respectivement aux entiers pairs. Cependant, numériquement,
il apparâıt que l’on peut espérer mieux.

Conjecture 1. Dans les conditions ci-dessus, pour tout A ≥ 2 et pour tout l ∈
{1, . . . , A}, les nombres dA+C−1

n p0,C,n

(
(−1)A

)
et dA−l−1

n pl,n

(
(−1)A

)
sont entiers.

Remarque. Nous rappelons que l’intérêt de cette conjecture est qu’elle per-
mettrait d’appliquer plus finement le critère de Nesterenko (voir le Théorème 7 au
chapitre 4). Pour A pair, la conjecture est formulée dans [40, p. 51], et pour A
impair, dans [16, Remarque 2.14].

Zudilin [55, paragraphe 2] a considéré plus en détail la série dérivée

Sn,4,2,1,1(1) =
∞∑

k=1

∂

∂k

((
k +

n

2

) (k − n)2n(k + n + 1)2n
(k)4n+1

)
= unζ(4)− vn,
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où dnun et d5
nvn sont entiers. En utilisant l’algorithme de Gosper–Zeilberger [13],

[35], [51], [52], il a constaté que les suites (un)n≥0 et (vn)n≥0 vérifient la récurrence
linéaire d’ordre deux suivante8 :

(n + 1)5Yn+1 = 3(2n + 1)(3n2 + 3n + 1)(15n2 + 15n + 4)Yn

+ 3n2(3n− 1)(3n + 1)Yn−1.

En s’aidant de cette récurrence (pour calculer un grand nombre de valeurs de un

et vn), Zudilin a affiné la Conjecture 1 dans ce cas. Posons avec lui (voir la fin du
paragraphe 2 dans [55])

Φn =
∏

p premier

{n/p}∈[2/3,1[

p , (2.17)

où {n/p} est la partie fractionnaire de n/p.

Conjecture 2. Pour tout entier n ≥ 0, les nombres Φ−1
n un et Φ−1

n d4
nvn sont

entiers.

2.5. Les intégrales de Vasilyev

Une des nombreuses démonstrations de l’irrationalité de ζ(2) et ζ(3) utilise les
célèbres intégrales de Beukers [9] :

∫ 1

0

∫ 1

0

xn(1− x)nyn(1− y)n

(1− (1− x)y)n+1
dxdy = αnζ(2)− βn

et ∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

xn(1− x)nyn(1− y)nzn(1− z)n

(1− (1− (1− x)y)z)n+1
dxdy dz = 2anζ(3)− bn.

À la suite de Vasilenko [47], Vasilyev [48], [49] a considéré des intégrales qui
généralisent naturellement celles de Beukers :

JE,n =
∫

[0,1]E

∏E
j=1 xn

j (1− xj)n

QE(x1, x2, . . . , xE)n+1
dx1 dx2 · · · dxE ,

où QE(x1, x2, . . . , xE) = 1 − (· · · (1 − (1 − xE)xE−1) · · · )x1. Il a alors formulé la
conjecture suivante, qu’il a prouvée pour E = 4 et 5, et qui est aussi vraie pour
E = 2 et 3 depuis Beukers.

Conjecture 3.
i) Pour tous entiers E ≥ 2 et n ≥ 0, il existe des rationnels pl,E,n tels que

JE,n = p0,E,n +
∑

l=2,...,E

l≡E (mod 2)

pl,E,nζ(l). (2.18)

ii) De plus, dE
n pl,E,n est un entier pour tout l ∈ {0, 1, . . . , E}.

8Cette récurrence a aussi été obtenue par Cohen et Rhin [12] par la méthode d’Apéry en 1981
et par Sorokin [46] en 2001 ; il est remarquable que les trois méthodes soient a priori totalement
indépendantes.
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La partie i) de cette conjecture a été démontrée par Zudilin [55, paragraphe 8]
au moyen d’une identité inattendue entre des intégrales généralisant celles de Va-
silyev et certaines séries hypergéométriques très bien équilibrées9. Mais le dénomi-
nateur alors obtenu est dE+1

n et il reste donc une puissance de dn à éliminer. En
effet, l’identité de [55, Theorem 5], se lit dans ce cas :

JE,n =
n!2E+1(3n + 2)!
(2n + 1)!E+2 E+4FE+3

[
3n + 2, 3

2n + 2, n + 1, . . . , n + 1
3
2n + 1, 2n + 2, . . . , 2n + 2 ; (−1)E+1

]
,

c’est-à-dire JE,n = Sn,E+1,1,0,1((−1)E+1) avec la notation employée au paragraphe
précédent. Par conséquence, la Conjecture 3, partie ii) découle de la Conjecture 1.

9Voir aussi [27] pour une nouvelle démonstration de cette identité, basée sur celle d’An-
drews [3] : nous la rappelons au Théorème 8 parce qu’elle est aussi centrale dans le présent article.



CHAPITRE 3

Les résultats principaux

Dans ce chapitre, nous présentons les théorèmes centraux de cet article. Les
Théorèmes 1 à 3 prouvent les Conjectures 1 à 3, à un facteur 2 près, et les Théo-
rèmes 4 à 6 les affinent dans des cas spéciaux. Notons que la restriction � analy-
tique � 0 ≤ 2Br < A n’intervient pas dans ces théorèmes : les énoncés sont valables
sans aucune hypothèse de ce type, ni sur r ≥ 0 qui est quelconque. Les preuves
des théorèmes sont données aux chapitres 12 à 15 ; elles sont basées sur un certain
nombre de corollaires, que nous énoncerons aux chapitres 9 et 10, des Théorèmes 8
et 9 au chapitre 6.

Théorème 1.
i) La Conjecture 1 est vraie quels que soient A ≥ 2, B ≥ 1, C ≥ 0 et r ≥ 0 pour tous

les coefficients pl,n

(
(−1)A

)
, l ∈ {1, . . . , A}, c’est-à-dire que dA−l−1

n pl,n

(
(−1)A

)
est un nombre entier.

ii) De plus, dans les mêmes conditions, les coefficients 2dA+C−1
n p0,C,n

(
(−1)A

)
sont

des nombres entiers.

Théorème 2.
i) La Conjecture 3, ii) est vraie pour tous les coefficients pl,E,n, l ∈ {1, . . . , E},

c’est-à-dire que dE−l
n pl,E,n est un nombre entier.

ii) De plus, les coefficients 2dE
n p0,E,n sont des nombres entiers.

Comme noté à la fin du paragraphe 2.5, la Conjecture 3 est un cas particulier de
la Conjecture 1 : le Théorème 2 est donc une conséquence directe du Théorème 1.

Théorème 3.
i) La Conjecture 2 est vraie pour le coefficient un, c’est-à-dire que Φ−1

n un est un
nombre entier, où Φn est le nombre défini dans (2.17).

ii) De plus, 2Φ−1
n d4

nvn est un nombre entier, c’est-à-dire, qu’au facteur 2 près, la
Conjecture 2 est aussi vraie pour le coefficient vn.

Ce théorème est évidemment une amélioration du Théorème 1 dans le cas où
r = 1, A = 4, B = 2 et C = 1. Il est alors naturel d’attendre des améliorations
similaires pour les coefficients les plus généraux. Par exemple, le résultat suivant
est une amélioration du cas r = 1 du Théorème 1 pour le coefficient dominant
pA−1,n

(
(−1)A

)
. Il contient en même temps la partie i) du Théorème 3.

Théorème 4. Pour r = 1, A ≥ 2 et B ≥ 1, le nombre Φ−B+1
n pA−1,n

(
(−1)A

)
est entier.

Pour les autres coefficients (toujours dans le cas où r = 1), nous pouvons
démontrer un résultat un peu plus faible. Au lieu de Φn, considérons la quantité

11
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inférieure
Φ̃n =

∏

p premier, p<n

{n/p}∈[2/3,1[

p .

Nous avons alors le théorème suivant.

Théorème 5. Pour r = 1, A ≥ 2, B ≥ 1, C ≥ 0, et pour tout l ∈ {1, . . . , A},
les nombres Φ̃−B+1

n dA−l−1
n pl,n

(
(−1)A

)
et 2Φ̃−B+1

n dA+C−1
n p0,C,n

(
(−1)A

)
sont en-

tiers.

Le cas A = 6, B = 3, C = 2 de ce théorème répond à la question sur la série
F̃n à la fin du paragraphe 7 dans [55], à un facteur 2 près.

En principe, on pourrait aussi s’attendre à remplacer Φ̃B−1
n dans le Théorème 5

par ΦB−1
n . Des calculs numériques suggèrent cependant qu’une divisibilité par ΦB−1

n

du dénominateur commun des coefficients n’a lieu que pour A = 4, B = 2 et C = 1
ou 3 : le cas A = 4, B = 2 et C = 1 est couvert par le Théorème 3 et notre dernier
résultat confirme les observations numériques pour A = 4, B = 2 et C = 3.

Théorème 6. Pour r = 1, A = 4, B = 2, le nombre 2Φ−1
n d6

np0,3,n (1) est
entier.



CHAPITRE 4

Conséquences diophantiennes du Théorème 1

Nous mentionnons maintenant deux applications immédiates de la conjecture
des dénominateurs, dont la preuve nous permet d’améliorer les résultats suivants :
� au moins un des neuf nombres ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21) est irrationnel ([41]) � et � il
existe un entier impair j entre 5 et 169, tel que 1, ζ(3) et ζ(j) soient linéairement
indépendants sur Q ([8]) �.

Théorème 7.
i) Au moins un des huit nombres ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(19) est irrationnel.
ii) Il existe un entier impair j entre 5 et 165, tel que 1, ζ(3) et ζ(j) soient linéaire-
ment indépendants sur Q.

Démonstration. Nous ne faisons que l’esquisser car elle suit les lignes de
celles de [41] et [8].

i) Le théorème de [41] est prouvé par l’utilisation de la série S̃n,20(1) introduite
au paragraphe 2.3, avec un � mauvais � dénominateur d22

n pour les combinaisons
linéaires rationnelles en 1, ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21) construites. Le Théorème 1 nous
permet de faire le même travail avec la série S̃n,18(1) et un � bon � dénominateur
2 d19

n pour les combinaisons linéaires rationnelles en 1, ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(19).
ii) Le théorème de [8] est démontré à l’aide d’une série bien équilibrée qui

est S̄n,169,10(1) du paragraphe 2.2, sans le facteur k + n/2. Notons qu’avec la
série S̄n,168,10(1), on peut déjà démontrer le résultat avec 167 à la place de 169,
en construisant des combinaisons linéaires rationnelles en 1, ζ(3), ζ(5), . . . , ζ(167),
avec un � mauvais � dénominateur d168

n . Notre amélioration repose sur la série
S̄n,166,10(1), qui permet de construire des combinaisons linéaires rationnelles en 1,
ζ(3), ζ(5), . . . , ζ(165), avec un � bon � dénominateur 2 d165

n comme conséquence du
Théorème 1. ¤

Remarque. Si l’on essaie de tirer avantage de la divisibilité des combinaisons
linéaires S̃n,A(1) par Φ̃2

n (Théorème 5), alors il s’en faut d’extrêmement peu que l’on
parvienne à montrer l’irrationalité de l’un des sept nombres 1, ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(17) :
on a en effet lim infn→∞ |Φ̃−2

n d17
n S̃n,16(1)|1/n ≈ 1.007.

Ces améliorations ne sont pas négligeables mais on sait obtenir beaucoup mieux.
En effet, Zudilin a montré qu’� au moins un des quatre nombres ζ(5), ζ(7), ζ(9),
ζ(11) est irrationnel � ([56]) et qu’� il existe un entier impair j entre 5 et 69, tel
que 1, ζ(3) et ζ(j) soient linéairement indépendants sur Q �1. Ces résultats sont
basés sur des combinaisons linéaires en les valeurs de zêta construites à l’aide de
séries beaucoup plus générales que les nôtres. Le gain obtenu résulte d’une étude p-
adique très fine des coefficients des combinaisons linéaires, ce qui permet d’éliminer

1Communication personnelle de W. Zudilin ; voir aussi [57] pour un résultat un peu plus
faible.
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de � gros � facteurs communs à ces coefficients, à la manière de la Conjecture 2.
Zudilin a également formulé une conjecture des dénominateurs pour ses séries, qui
pourrait peut-être permettre de montrer l’irrationalité d’au moins un des trois
nombres ζ(5), ζ(7) et ζ(9). Mais il n’est pas évident que l’on puisse aborder cette
conjecture avec nos méthodes, et encore moins évident que cela permette de prouver
le résultat envisagé, qui n’apparâıtra éventuellement qu’au bout des calculs : voir
le paragraphe 17.1 pour plus de détails sur cette conjecture.



CHAPITRE 5

Le principe des démonstrations des Théorèmes 1
à 6

L’idée des démonstrations des Théorèmes 1 à 6 consiste à ne pas étudier les ex-
pressions des coefficients pl,n

(
(−1)A

)
et p0,C,n

(
(−1)A

)
données par (2.13)–(2.15)

diréctement, mais à chercher des expressions équivalentes, dont il sera alors possible
d’extraire le comportement arithmétique énoncé dans les théorèmes. Pour illustra-
tion, et pour être plus concret, considérons des coefficients spéciaux et commençons
avec les coefficients � dominants � pA−1,n

(
(−1)A

)
. Par exemple, pour r = 1, A = 3,

B = 1, C = 0 (ce choix correspond à la série S̄n,3,1(−1) dans (2.8)), le coefficient
p2,n (−1) est égal à

p2,n (−1) = (−1)n
n∑

j=0

∂

∂ε

((n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)3

·
(

n + j − ε

rn

)(
2n− j + ε

rn

))∣∣∣∣∣
ε=0

= (−1)n
n∑

j=0

(n

2
− j

) (
n

j

)3(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

·
(

4Hj − 4Hn−j + H2n−j −Hn+j +
1

n
2 − j

)
,

(5.1)

ou pour r = 1, A = 4, B = 1, C = 0 (ce choix correspond à la série Bn dans (2.5)),
le coefficient p3,n (1) est égal à

p3,n (1) = (−1)n
n∑

j=0

(n

2
− j

)(
n

j

)4(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

·
(

5Hj − 5Hn−j + H2n−j −Hn+j +
1

n
2 − j

)
. (5.2)

Selon le Théorème 1, partie i), il s’agit de démontrer que ces quantités sont des
nombres entiers, ce qui n’est pas du tout évident à partir de la forme des expressions
à droite dans (5.1) et (5.2), à cause de la présence des nombres harmoniques dans
les sommandes. En fait, on peut se convaincre que les sommandes sont rarement
entiers. Or, au paragraphe 2.1, on a déjà remarqué l’identité an = an, c’est-à-dire,

15
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explicitement,

(−1)n
n∑

j=0

(n

2
− j

) (
n

j

)3(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

·
(

4Hj − 4Hn−j + H2n−j −Hn+j +
1

n
2 − j

)
=

n∑

j=0

(
n

j

)2(
n + j

n

)
,

et celle-ci démontre immédiatement que p2,n (−1) dans (5.1) est bien un nombre
entier.

Pour le coefficient p3,n (1), dans (5.2) on a aussi constaté une cöıncidence avec
une somme simple dont les sommandes sont des coefficients binomiaux, à savoir la
somme dans (2.3), mais ce type d’identité ne se généralise pas : il est trop opti-
miste de s’attendre à exprimer ces coefficients sous forme d’une somme simple dont
tous les sommandes sont entiers. La clé de nos démonstrations est de chercher des
expressions sous forme d’une somme multiple. Par exemple, nous allons démontrer
dans la Proposition 2 au chapitre 8 (voir aussi le chapitre 7) que

(−1)n
n∑

j=0

(n

2
− j

) (
n

j

)4(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

·
(

5Hj − 5Hn−j + H2n−j −Hn+j +
1

n
2 − j

)

= −
∑

0≤i≤j≤n

(−1)j

(
n

j

)(
n

i

)2(
n + j

n

)(
n + j − i

n

)
.

Évidemment cette identité démontre que le coefficient p3,n (1) dans (5.2) est un
nombre entier. Plus généralement, la Proposition 2 donne la démonstration du
Théorème 1 pour le coefficient dominant dans le cas où r = 1.

Malheureusement, les identités de la Proposition 2 ne suffisent pas pour démon-
trer le Théorème 1 pour les autres coefficients. Pour cela, nous avons cherché des
identités plus générales entre une somme simple et une somme multiple, le résultat
étant donné par les deux identités des Théorèmes 8 et 9 au chapitre 6. Voir le
chapitre 7 pour savoir comment nous avons été conduits à ces identités.

Comme conséquence (voir les Corollaires 3 à 6 au chapitre 10), nous obtenons
une expression alternative pour la somme

n∑

j=0

(n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A (
n + j − ε

n

)B (
2n− j + ε

n

)B

, (5.3)

sous la forme ε · Σ, où Σ est une somme multiple dont tous les sommandes sont
(essentiellement) des produits de coefficients binomiaux. Selon (2.13) et (2.15)
(pour r = 1), le coefficient pl,n

(
(−1)A

)
résulte de (5.3) en appliquant l’opérateur

1
(A−l)!

∂A−l

∂εA−l à l’expression (5.3) (au signe près), et en posant ensuite ε = 0. Grâce
à l’expression équivalente ε · Σ, le coefficient pl,n

(
(−1)A

)
s’obtient donc aussi en

appliquant l’opérateur 1
(A−l−1)!

∂A−l−1

∂εA−l−1 à la somme multiple Σ, et en posant en-
suite également ε = 0. (C’est le contenu de (12.1) dans un contexte un peu plus
général.) Le point important de cet argument est que ce ne sont que A − l − 1
dérivées qui sont appliquées à Σ, au lieu des A − l dérivées qui ont été appliquées
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au coefficient originel pl,n

(
(−1)A

)
. En utilisant plusieurs lemmes concernant des

propriétés arithmétiques de � briques � (voir les Lemmes 9 et 10 au chapitre 11),
il devient maintenant possible de montrer qu’il suffit de multiplier ce coefficient
par dA−l−1

n pour obtenir un nombre entier. (On peut adopter le � principe � que
chaque fois que l’on applique une dérivée à une expression qui est un produit des
coefficients binomiaux, il faut multiplier par dn pour obtenir un nombre entier.)
Cette même approche fonctionne aussi pour démontrer le Théorème 1 dans le cas
où r est quelconque : voir le chapitre 12.

Pour le coefficient p0,C,n

(
(−1)A

)
, il faut choisir une autre stratégie puisque la

forme de l’expression qui définit p0,C,n

(
(−1)A

)
est d’une nature différente. Plus

précisément, selon (2.14) avec r = 1, le coefficient p0,C,n

(
(−1)A

)
s’exprime sous

forme d’une somme (sur e et i) des expressions (voir (13.2))

1
ie+C

n∑

j=i

(n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A (
n + j − ε

n

)B (
2n− j + ε

n

)B

,

(5.4)
auxquelles on applique l’opérateur 1

(A−e)!
∂A−e

∂εA−e et on pose ensuite également ε = 0.
(C’est le contenu de (13.2) dans un contexte un peu plus général.) Contrairement
au cas des autres coefficients, l’identité du Théorème 8 joue ici le rôle principal
en nous permettant d’écrire (5.4) d’une façon différente : cette fois-ci sous la forme

i−ε
2ie+C Σ̃, où Σ̃ est une somme multiple dont tous les sommandes sont essentiellement
des produits de coefficients binomiaux (voir la Proposition 7 au chapitre 13). On
applique alors les mêmes arguments que ci-dessus à la somme multiple Σ̃.

Pour démontrer les Théorèmes 3 à 6, nous suivons la même approche, mais il
faut raffiner l’analyse arithmétique des sommandes de Σ et Σ̃ (voir les chapitres 14
et 15).





CHAPITRE 6

Deux identités entre une somme simple et une
somme multiple

Nous présentons ici deux identités de type hypergéométrique entre une série
très bien équilibrée et une somme multiple. Ces deux identités sont centrales dans
les démonstrations des nos résultats principaux au chapitre 3. Plus précisément,
ce sont leurs cas spéciaux, énoncés aux chapitres 8 à 10, qui sont utilisés dans les
démonstrations aux chapitres 12 à 15.

La première identité est une conséquence d’une identité de nature hypergéomé-
trique basique, due à Andrews [3, Theorem 4] : si l’on remplace dans le théorème
d’Andrews a par qa, bj par qbj , cj par qcj , k par m + 1, N par n, mj par ij − ij−1,
pour chaque j (avec la convention i0 = 0), et que l’on fait tendre q vers 1, on obtient
l’identité énoncée dans le théorème suivant.

Théorème 8 (Andrews). Pour tous entiers m, n ≥ 0, on a

2m+5F2m+4

[
a, a

2 + 1, b1, c1, . . . , bm+1, cm+1,−n
a
2 , 1 + a− b1, 1 + a− c1, . . . , 1 + a− bm+1, 1 + a− cm+1, 1 + a + n

; 1
]

=
(1 + a)n (1 + a− bm+1 − cm+1)n

(1 + a− bm+1)n (1 + a− cm+1)n

∑

0≤i1≤i2≤···≤im≤n

(−n)im

(bm+1 + cm+1 − a− n)im

·
(

m∏

k=1

(1 + a− bk − ck)ik−ik−1 (bk+1)ik
(ck+1)ik

(ik − ik−1)! (1 + a− bk)ik
(1 + a− ck)ik

)
, (6.1)

où, par définition, i0 = 0 et où, dans le cas m = 0, la somme vide doit être
interprétée comme valant 1.

La démonstration de ce théorème dans [3] utilise la transformation de Whipple
entre une série 4F3 balancée et une série 7F6 très bien équilibrée (voir
[44, (2.4.1.1)]) :

4F3

[
a, b, c,−N

e, f, 1 + a + b + c− e− f −N
; 1

]
=

(−a− b + e + f)N (−a− c + e + f)N

(−a + e + f)N (−a− b− c + e + f)N

×7F6

[ −1− a + e + f, 1
2 − a

2 + e
2 + f

2 ,−a + f,−a + e, b, c,−N

− 1
2 − a

2 + e
2 + f

2 , e, f,−a− b + e + f,−a− c + e + f,−a + e + f + N
; 1

]
,

(6.2)

où N est un entier positif, et la formule de Pfaff–Saalschütz (voir [44, (2.3.1.3),
Appendix (III.2)]) :

3F2

[
a, b,−N

c, 1 + a + b− c−N
; 1

]
=

(c− a)N (c− b)N

(c)N (c− a− b)N
, (6.3)
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où N est un entier positif, de façon itérative. En particulier, l’identité (6.1) se réduit
à l’equation (6.2) pour m = 1.

La deuxième identité peut être considérée comme une variation de l’identité
d’Andrews. Elle généralise une combinaison de la transformation de Whipple et
une transformation entre deux séries 4F3 balancées (voir (6.6)).

Théorème 9. Pour tous entiers m,n ≥ 1, on a

2m+5F2m+4

[
a, a

2 + 1, b1, c1, . . . , bm+1, cm+1,−n
a
2 , 1 + a− b1, 1 + a− c1, . . . , 1 + a− bm+1, 1 + a− cm+1, 1 + a + n

; 1
]

=
(1 + a)n (1 + a− bm − cm+1)n (1 + a− bm+1 − cm+1)n (1 + a− cm − cm+1)n

(1 + a− bm)n (1 + a− bm+1)n (1 + a− cm)n (1 + a− cm+1)n

×
∑

0≤i1≤i2≤···≤im≤n

(−n)im (cm+1)im

(−a− n + bm + cm+1)im
(−a− n + bm+1 + cm+1)im

· (−1− 2a− n + bm + bm+1 + cm + cm+1)im

(−a− n + cm + cm+1)im

· (−a− n + cm+1)im−im−1 (bm+1)im−1

(im − im−1)! (−1− 2a− n + bm + bm+1 + cm + cm+1)im−1

·
(

m−1∏

k=1

(1 + a− bk − ck)ik−ik−1 (bk+1)ik
(ck+1)ik

(ik − ik−1)! (1 + a− bk)ik
(1 + a− ck)ik

)
, (6.4)

où, par définition, i0 = 0 et où, dans le cas m = 1, le produit vide doit être interprété
comme valant 1.

Démonstration. On commence avec l’identité d’Andrews (6.1). On reformule
le membre de droite de cette identité en écrivant la somme sur im en notation
hypergéométrique :

(1 + a)n (1 + a− bm+1 − cm+1)n

(1 + a− bm+1)n (1 + a− cm+1)n

×
∑

0≤i1≤i2≤···≤im−1≤n

(
(−n)im−1 (bm+1)im−1

(bm+1 + cm+1 − a− n)im−1 (1 + a− bm)im−1

· (cm+1)im−1

(1 + a− cm)im−1

(
m−1∏

k=1

(1 + a− bk − ck)ik−ik−1 (bk+1)ik
(ck+1)ik

(ik − ik−1)! (1 + a− bk)ik
(1 + a− ck)ik

)

· 4F3

[
cm+1 + im−1, bm+1 + im−1, 1 + a− bm − cm,−n + im−1

1 + a− bm + im−1, 1 + a− cm + im−1, bm+1 + cm+1 − a− n + im−1
; 1

] )
.

(6.5)

On applique maintenant une transformation liant deux séries 4F3 balancées (voir
[44, (4.3.5.1)])

4F3

[
a, b, c,−N

e, f, 1 + a + b + c− e− f −N
; 1

]
=

(e− a)N (f − a)N

(e)N (f)N

× 4F3

[ −N, a, 1 + a + c− e− f −N, 1 + a + b− e− f −N
1 + a + b + c− e− f −N, 1 + a− e−N, 1 + a− f −N

; 1
]

, (6.6)
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où N est un entier positif, à la série 4F3 dans (6.5). Ensuite, on écrit la (nouvelle)
série 4F3 comme somme sur im. Enfin, après quelques modifications, on arrive au
membre de droite de (6.4), ce qui démontre le théorème. ¤





CHAPITRE 7

Quelques explications

Avant de continuer, il nous semble bénéfique d’indiquer comment nous avons
été menés aux identités des Théorèmes 8 et 9, et, en tout premier lieu, à certaines
de leurs spécialisations les plus simples, données dans les diverses propositions du
chapitre 8. L’impulsion initiale a été donnée par l’identité suivante :

n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n

j

)4(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

= −
∑

0≤i≤j≤n

(−1)j

(
n

j

)(
n

i

)2(
n + j

n

)(
n + j − i

n

)

= (−1)n+1
n∑

j=0

(
n

j

)2(
n + j

n

)2

, (7.1)

où la � dérivée d
dj avec j entier � doit être entendue au sens suivant :

d
dj

(
n

j

)
=

∂

∂η

(
n!

Γ(η + 1) Γ(n− η + 1)

) ∣∣∣∣
η=j

=
(

n

j

)
(Hn−j −Hj) =

∂

∂ε

(
n!

(1 + ε)j (1− ε)n−j

) ∣∣∣∣
ε=0

, (7.2)

où Γ(x) désigne la fonction Gamma d’Euler, avec des identités similaires pour les
autres coefficients binomiaux. On reconnâıt à gauche les nombres an et à droite les
nombres an, définis en (2.6) et (2.3) respectivement : nous avons déjà expliqué la
découverte de l’égalité an = an. La somme double au centre de (7.1) (qui a été déjà
mentionné au chapitre 5) est apparue de façon très différente : dans [45], Sorokin
a montré par des techniques d’approximants de Padé que l’intégrale

sn =
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

xn(1− x)nyn(1− y)nzn(1− z)n

(1− xy)n+1(1− xyz)n+1
dxdy dz

est égale, pour tout entier n ≥ 0, à la combinaison linéaire d’Apéry 2anζ(3)−bn. En
développant le dénominateur de l’intégrande de sn à l’aide du théorème binomial
et après quelques manipulations élémentaires, on obtient la série double infinie

sn = n!
∑

1≤`≤k

(k − ` + 1)n(`− n)n

(k)2n+1(`)n+1
.

On décompose alors en éléments simples le sommande de sn, ce qui permet de
montrer que

sn =
(

(−1)n
∑

0≤i≤j≤n

(−1)j

(
n

j

)(
n

i

)2(
n + j

n

)(
n + j − i

n

))
2ζ(2, 1) + r̃nζ(2) + rn,

23
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où, par définition, ζ(2, 1) =
∑

1≤`<k 1/(k2`) est un polyzêta et où rn, r̃n sont
des rationnels dont les expressions sont très compliquées1. Or Euler a prouvé que
ζ(2, 1) = ζ(3) (voir les Opera Omnia [14, p. 228]) : comme, conjecturalement, les
nombres 1, ζ(2) et ζ(3) sont linéairement indépendants sur Q, et compte-tenu du
résultat de Sorokin, il est légitime d’affirmer que r̃n = 0, que rn = −bn, et que la
deuxième égalité de (7.1) a lieu. Pour prouver ces affirmations, nous allons montrer
directement que l’on a bien l’identité

an = (−1)n
∑

0≤i≤j≤n

(−1)j

(
n

j

)(
n

i

)2(
n + j

n

)(
n + j − i

n

)
,

(et on invoque ensuite l’irrationalité de ζ(2)). Rappelons que les nombres an s’ex-
priment sous la forme

an = 4F3

[−n,−n, n + 1, n + 1
1, 1, 1 ; 1

]
.

Compte-tenu des binomiaux
(
n
j

)(
n+j−i

n

)
, on peut étendre à l’infini la somme double

de (7.1), notée ici An, sans changer sa valeur, puis mettre sous forme hypergéomé-
trique la somme intérieure sur i :

An =
∞∑

j=0

∞∑

i=0

(−1)j

(
n

j

)(
n

i

)2(
n + j

n

)(
n + j − i

n

)

=
∞∑

j=0

(−n)j (n + 1)2j
j!3 3F2

[−n,−n,−j
1,−j − n

; 1
]

.

On applique ensuite à la série 3F2 l’une des transformations de Thomae (voir [18,
(3.1.1)]) :

3F2

[−n, a, b
d, e

; 1
]

=
(e− b)n

(e)n
3F2

[ −n, b, d− a
d, 1 + b− e− n

; 1
]

.

On obtient ainsi après quelques manipulations :

An =
∞∑

j=0

(−j)j (−n)j (n + 1)2j
j!3 (−j − n)j

3F2

[−n,−j, n + 1
1, 1 ; 1

]

=
∞∑

j=0

(−j)j (−n)j (n + 1)2j
j!3 (−j − n)j

j∑

k=0

(−n)k (−j)k (n + 1)k

k!3

=
∞∑

k=0

∞∑

j=k

(−j)j (−j)k (−n)j (−n)k (n + 1)2j (n + 1)k

j!3 k!3 (−j − n)j

=
∞∑

k=0

(−1)k (−n)2k (n + 1)2k
k!4 2F1

[
k − n, n + k + 1

k + 1 ; 1
]

.

1Il semble difficile de � voir � directement l’identité combinatoire r̃n = 0 sur le développement
en éléments simples de sn. Voir le paragraphe 17.4 pour plus de détails concernant les séries
multiples.



7. QUELQUES EXPLICATIONS 25

La série 2F1 peut être sommée par la formule de Chu–Vandermonde (sous forme
hypergéométrique ; voir [44, (1.7.7), Appendix (III.4)]) :

2F1

[
a,−N

c
; 1

]
=

(c− a)N

(c)N
, (7.3)

où N est un entier positif. D’où finalement :

An =
∞∑

k=0

(−1)k (−n)2k (−n)n−k (n + 1)2k
k!4 (k + 1)n−k

=
(−n)n

n! 4F3

[−n,−n, n + 1, n + 1
1, 1, 1 ; 1

]
= (−1)nan.

L’argument � divinatoire � utilisé plus haut peut se généraliser. En effet, au
moyen de certains changements de variables birationnels, Fischler a montré dans
[15] que les intégrales de Vasilyev (2.18) prennent la forme d’intégrales similaires
à celle de Sorokin, ce qui est aussi une conséquence d’un théorème de Zlobin [53].
Plus précisément : si E = 2e ≥ 2 est pair, alors

JE,n =
∫

[0,1]E

e∏

j=1

xn
j yn

j (1− xj)n(1− yj)n

(1− x1y1 · · ·xjyj)n+1
dxj dyj

et si E = 2e + 1 ≥ 1 est impair, alors

JE,n =
∫

[0,1]E

e∏

j=1

xn
j yn

j (1− xj)n(1− yj)n

(1− x1y1 · · ·xjyj)n+1
dxj dyj · tn(1− t)n

(1− x1y1 · · ·xeyet)n+1
dt.

En effectuant un développement en série des intégrandes et en invoquant le théorème
de Zudilin [55] (liant les intégrales de Vasilyev à certaines séries très bien équili-
brées), on parvient à deviner les identités de la Proposition 2 au chapitre 8, entre
une somme finie très bien équilibrée et une somme finie multiple. Un argument
similaire (basé sur la comparaison du Théorème 1 de [17] et d’une intégrale de
type Sorokin, due à Amoroso [2], au dernier paragraphe de [17]) nous a permis de
deviner les identités de la Proposition 1 au chapitre 8.

Nous avons ensuite réussi à trouver la démonstration de ces deux identités :
dans une version antérieure [26] du présent article, il s’agissait essentiellement de
la démonstration du Théorème 7 (au paragraphe 9 de [26]) avec les paramètres
spécialisés comme dans la démonstration de la Proposition 2, respectivement de
la démonstration du Théorème 8 (au paragraphe 10 de [26]) avec les paramètres
spécialisés comme dans la démonstration de la Proposition 1. Or dans ces démon-
strations, on n’utilisait que des identités hypergéométriques très classiques qui au-
torisent une très grande liberté dans le choix des paramètres : nous en avons donc
mis le plus possible, le résultat étant donné par les très généraux Théorèmes 7 et 8
de cette version antérieure.

Nous n’avons réalisé que beaucoup plus tard que ce Théorème 8 était en fait
équivalent à l’identité d’Andrews, vieille de trente ans et citée ici au chapitre 6, tan-
dis que ce Théorème 7 était simplement le résultat d’une combinaison de l’identité
d’Andrews et de la transformation (6.6) comme expliqué ici dans la démonstration
du Théorème 9. (Dans les deux cas, ces remarques valent à une inversion de l’ordre
de sommation dans la somme simple près.)
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Il est amusant de constater que la clé de la conjecture des dénominateurs était
cachée dans la recherche d’une preuve directe (cas A = 4 de la Proposition 2) de
l’égalité an = (−1)nAn, et pas dans celle de an = an, qui a pourtant lancé toute
cette recherche.



CHAPITRE 8

Des identités hypergéométrico-harmoniques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au coefficient dominant1 de la combi-
naison linéaire issue de Sn,A,B,C,1

(
(−1)A

)
, c’est-à-dire au coefficient devant ζ(A +

C − 1), respectivement ζ̃(A + C − 1), dans le développement (2.16). Ce coefficient
est

(−1)C

(
A + C − 2

A− 2

)
pA−1,n

(
(−1)A

)

au paragraphe 2.4. En ignorant le signe et le coefficient binomial, nous noterons
Pn(A,B) = (−1)Bn+1pA−1,n

(
(−1)A

)
, c’est-à-dire explicitement, avec le symbole

d
dj entendu selon (7.2),

Pn(A, B) =
n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n

j

)A(
n + j

n

)B(
2n− j

n

)B

=
n∑

j=0

(n

2
− j

)(
n

j

)A(
n + j

n

)B(
2n− j

n

)B

·
(

(A + B)Hn−j − (A + B)Hj + BHn+j −BH2n−j − 1
n
2 − j

)
.

Les propositions2 de ce chapitre montrent que les nombres Pn(A,B) sont entiers,
ce qui est surprenant en raison de la présence des nombres harmoniques. Sans
le facteur n/2 − j, qui correspond au facteur très bien équilibrant k + n/2 de
la série Sn,A,B,C,1

(
(−1)A

)
, aucun ne serait entier. Remarquons que cette même

conclusion découlera aussi des Corollaires 3 à 6 (sauf pour de petites valeurs de A
ou B) en faisant tendre ε vers 0. De plus, ces corollaires nous permettront aussi
de démontrer la Conjecture 3 pour les autres coefficients pl,n

(
(−1)A

)
, alors que

c’est impossible avec l’approche qui mène aux propositions ci-dessous. Cependant,
les identités exprimées par ces propositions sont beaucoup plus élégantes que celles
que l’on déduit des corollaires cités, et elles ont donc un intérêt intrinsèque. Enfin,
elles seront essentielles dans la démonstration du Théorème 4 au chapitre 14.

La Proposition 1 se déduit du Théorème 8, alors que les Propositions 2 à 5
résultent du Théorème 9, sauf quelques cas particuliers que l’on doit traiter � à la

1Ce n’est pas pA,n

(
(−1)A

)
qui est toujours nul !

2Elles sont apparemment nouvelles. Il est curieux que, indépendamment de nous, Ahlgren a
aussi découvert certaines identités équivalentes aux nôtres pour Pn(A, 0) avec A ∈ {1, . . . , 5} : il
était motivé par l’étude [1] de congruences satisfaites par des nombres d’Apéry généralisés. Paule et
Schneider [34] ont remarqué que l’on peut démontrer ces cinq identités en utilisant l’algorithme de
Gosper–Zeilberger [13, 35, 51, 52]. Depuis, Chu et De Donno [11] ont, comme nous, montré que
ces cinq identités (et beaucoup d’autres) peuvent être trouvées comme cas limite de sommations
classiques pour les séries hypergéométriques.
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main �. Notons que la restriction 0 ≤ 2Br < A (avec ici r = 1) disparâıt, puisque
nous donnons des expressions de Pn(A,B) pour tous les entiers A ≥ 0 et B ≥ 0.
Cependant, sans cette restriction, la série Sn,A,B,C,1

(
(−1)A

)
peut être divergente

et donc ne pas produire de combinaisons linéaires de valeurs de zêta : c’est en
particulier le cas pour A = 0.

Dans tous les énoncés ci-dessous, le produit vide (par exemple,
∏m−1

k=1 pour
m = 1) doit être interprété comme égal à 1.

Remarque. On pourrait aussi démontrer des identités similaires pour un entier
r quelconque, et pas seulement pour r = 1.

Proposition 1. Soit

Pn(A, 0) =
n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n

j

)A

.

Pour A = 2m + 3 ≥ 5 impair, soit

pn(A, 0) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤im≤n

m∏

k=1

(
n

ik

)2(
n + ik+1 − ik

n

)
,

où, par définition, im+1 = n, et soient pn(3, 0) = 1 et pn(1, 0) = (−1)n, et pour
A = 2m + 2 ≥ 4 pair, soient

pn(A, 0) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤im≤n

(
n

im

)2 m−1∏

k=1

(
n

ik

)2(
n + ik+1 − ik

n

)
,

pn(0, 0) = −(n + 1) et pn(2, 0) = 0. Alors pour tous entiers A ≥ 0 et n ≥ 0, on a
Pn(A, 0) = (−1)n+1pn(A, 0).

Remarque. Pour A = 4, on a aussi Pn(4, 0) = (−1)n+1
(
2n
n

)
puisque

pn(4, 0) =
∑

0≤i1≤n

(
n

i1

)2

=
(

2n

n

)
,

en vertu de l’identité de Chu–Vandermonde sous forme binomiale (voir par exemple
[19, paragraphe 5.1, (5.27)]).

Proposition 2. Soit

Pn(A, 1) =
n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n

j

)A(
n + j

n

)(
2n− j

n

)
.

Pour A = 2m + 1 ≥ 3 impair, soit

pn(A, 1) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤im≤n

(
n

im

)2(
n + im

n

) m−1∏

k=1

(
n

ik

)2(
n + ik+1 − ik

n

)
,

et pn(1, 1) = (−1)n, et pour A = 2m ≥ 2 pair, soit

pn(A, 1) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤im≤n

(−1)im

(
n

im

)(
n + im

n

) m−1∏

k=1

(
n

ik

)2(
n + ik+1 − ik

n

)
,

et pn(0, 1) = −(
2n+1
n+1

)
. Alors pour tous entiers A ≥ 0 et n ≥ 0, on a Pn(A, 1) =

(−1)An+1pn(A, 1).
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Remarque. Pour A = 2, on a aussi Pn(2, 1) = (−1)n+1 puisque

pn(2, 1) =
n∑

i1=0

(−1)i1

(
n

i1

)(
n + i1

n

)
,

soit en termes hypergéométriques :

2F1

[
n + 1,−n

1 ; 1
]

,

ce qui se simplifie à l’aide de l’identité de Chu–Vandermonde (7.3) en (−1)n.

Proposition 3. Soit

Pn(0, B) =
n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n + j

n

)B(
2n− j

n

)B

.

Pour B ≥ 2, soit

pn(0, B) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤iB−1≤n

(−1)iB−1+iB−2

(
n + iB−1 − iB−2

iB−1 − iB−2

)(
2n + 1

n− iB−1

)

·
(

n + iB−1

n

)(
3n + 1

n− iB−2

) B−2∏

k=1

(
2n− ik
n− ik−1

)(
n + ik−1

n

)(
n + ik

n + ik−1

)
,

où, par définition, i0 = 0. Alors pour tous entiers B ≥ 2 et n ≥ 0, on a Pn(0, B) =
(−1)n+1pn(0, B).

Proposition 4. Soit

Pn(1, B) =
n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n

j

)(
n + j

n

)B(
2n− j

n

)B

.

Pour B ≥ 2, soit

pn(1, B) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤iB−1≤n

(−1)iB−1+iB−2

(
3n + 1

n− iB−1

)

·
(

n + iB−1 − iB−2

n

)(
n + iB−1

n

) B−2∏

k=1

(
n

ik − ik−1

)(
2n− ik

n

)(
n + ik

n

)
,

où, par définition, i0 = 0. Alors pour tous entiers B ≥ 2 et n ≥ 0, on a Pn(1, B) =
(−1)n+1pn(1, B).

Proposition 5. Soit

Pn(A,B) =
n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n

j

)A(
n + j

n

)B(
2n− j

n

)B

.
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Pour B ≥ 2 et A = 2m + 1 ≥ 3 impair, soit

pn(A,B) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤im+B−1≤n

(−1)im+B−1

(
n

im+B−1

)(
n + im+B−1

n

)

·
(

n + im+B−1 − im+B−2

n

)(
m+B−2∏

k=B

(
n

ik

)2(
n + ik − ik−1

n

))

·
(

n

iB−1

)(
2n− iB−1

n

)(
n

iB−1 − iB−2

)(
B−2∏

k=1

(
n + ik

n

)(
2n− ik

n

)(
n

ik − ik−1

))
,

où, par définition, i0 = 0, et pour B ≥ 2 et A = 2m + 2 ≥ 2 pair, soit

pn(A,B) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤im+B−1≤n

(
n + im+B−1

n

)

·
(

m+B−1∏

k=B

(
n

ik

)2(
n + ik − ik−1

n

))(
n

iB−1

)(
2n− iB−1

n

)(
n

iB−1 − iB−2

)

·
(

B−2∏

k=1

(
n + ik

n

)(
2n− ik

n

)(
n

ik − ik−1

))
.

Alors pour tous entiers A ≥ 2 et B ≥ 2, on a Pn(A,B) = (−1)(A+1)n+1pn(A,B).

En spécialisant la Proposition 1 en A = 5, on obtient l’identité suivante (aussi
démontrée par Paule et Schneider [34]) qui fait intervenir les nombres αn définis
par (2.4) :

n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n

j

)5

= (−1)n+1
n∑

j=0

(
n

j

)2(
n + j

n

)
.

L’ubiquité de ces nombres est remarquable puisque, en vertu du cas A = 3 de la
Proposition 2, on a également :

n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n

j

)3(
n + j

n

)(
2n− j

n

)
= (−1)n+1

n∑

j=0

(
n

j

)2(
n + j

n

)
.

Cette égalité prouve que l’on a bien pn = αn, où les nombres pn sont ceux définis
par (2.9).

Démonstration de la Proposition 1. Le cas A = 0 est trivial et pour les
cas A = 1, 2, 3, voir les Lemmes 1 à 3 ci-dessous. On suppose donc désormais que
A ≥ 4.

Considérons d’abord le cas où A est impair, A = 2m + 3. Dans le Théorème 8,
on spécialise a = 2ε− n, b1 = b2 = · · · = bm+1 = c2 = · · · = cm+1 = ε− n, et enfin
on fait tendre c1 vers ∞. On simplifie ensuite les deux membres de (6.1) et on fait
tendre ε vers 0, ce qui produit les nombres harmoniques dans le sommande de la
série à gauche de (6.1).

Si A est pair, A = 2m + 2, dans le Théorème 8 on fait tendre bm+1 et c1 vers
∞, puis on spécialise a = 2ε− n et b1 = b2 = · · · = bm = c2 = · · · = cm+1 = ε− n.
On simplifie ensuite les deux membres de (6.1) et on fait finalement tendre ε vers
0. ¤

Lemme 1. On a Pn(1, 0) = −1.
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Démonstration. Considérons l’expression

−1
ε

n∑

j=0

(n

2
− j + ε

) n!
(1− ε)j (1 + ε)n−j

.

La limite de cette expression quand ε → 0 vaut Pn(1, 0). D’autre part, on peut
réécrire cette somme finie comme une différence de deux sommes infinies, à savoir

−1
ε

∞∑

j=0

(n

2
− j + ε

) n!
(1− ε)j (1 + ε)n−j

+
1
ε

∞∑

j=n+1

(n

2
− j + ε

) n!
(1− ε)j (1 + ε)n−j

,

soit en notation hypergéométrique :

− (n + 2ε)
2ε

n!
(1 + ε)n

4F3

[−2 ε− n, 1− ε− n
2 ,−ε− n, 1

−ε− n
2 , 1− ε,−2 ε− n

;−1
]

+
(n− 2ε + 2) n!
2 (1− ε)n+1

4F3

[
2− 2 ε + n, 2− ε + n

2 , 1− ε, 1
1− ε + n

2 , 2− ε + n, 2− 2 ε + n
;−1

]
.

Ces deux séries 4F3 sont très bien équilibrées et on peut donc appliquer la somma-
tion suivante (voir [44, (2.3.4.6) ; Appendix (III.10)]) :

4F3

[
a, 1 + a

2 , b, c
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c

;−1
]

=
Γ(1 + a− b) Γ(1 + a− c)
Γ(1 + a) Γ(1 + a− b− c)

. (8.1)

Après quelques simplifications, on obtient ainsi

− n!
2(1 + ε)n

− n!
2(1− ε)n

.

Après avoir fait tendre ε vers 0, cela vaut −1. ¤

Lemme 2. On a Pn(2, 0) = 0.

Démonstration. Considérons l’expression

−1
ε

n∑

j=0

(n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)2

.

La limite de cette expression quand ε tend vers 0 est Pn(2, 0). D’autre part, on peut
réécrire cette somme finie comme une différence de deux sommes infinies, à savoir

− 1
ε

∞∑

j=0

(n

2
− j + ε

)(
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)2

+
1
ε

∞∑

j=n+1

(n

2
− j + ε

)(
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)2

,

soit en notation hypergéométrique :

− (n + 2ε) n!2

2ε (1 + ε)2n
5F4

[−2 ε− n, 1− ε− n
2 ,−ε− n,−ε− n, 1

−ε− n
2 , 1− ε, 1− ε,−2 ε− n

; 1
]

− ε (n− 2ε + 2) n!2

2 (1− ε)2n+1
5F4

[
2− 2 ε + n, 2− ε + n

2 , 1− ε, 1− ε, 1
1− ε + n

2 , 2− ε + n, 2− ε + n, 2− 2 ε + n
; 1

]
.
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La deuxième expression s’annule quand on fait tendre ε vers 0. La première série 5F4

se traite à l’aide de la sommation suivante (voir [44, (2.3.4.5) ; Appendix (III.12)]) :

5F4

[
a, 1 + a

2 , b, c, d
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d

; 1
]

=
Γ(1 + a− b) Γ(1 + a− c) Γ(1 + a− d) Γ(1 + a− b− c− d)
Γ(1 + a) Γ(1 + a− b− c) Γ(1 + a− b− d) Γ(1 + a− c− d)

. (8.2)

Après quelques simplifications, on obtient

ε n! Γ(n)
2 (1 + ε)2n

,

qui tend vers 0 quand ε tend vers 0. ¤

Lemme 3. On a Pn(3, 0) = (−1)n+1.

Démonstration. Considérons l’expression

−1
ε

n∑

j=0

(n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)3

.

La limite de cette expression quand ε tend vers 0 est Pn(3, 0). D’autre part, on peut
réécrire cette somme finie comme une différence de deux sommes infinies, à savoir

− 1
ε

∞∑

j=0

(n

2
− j + ε

)(
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)3

+
1
ε

∞∑

j=n+1

(n

2
− j + ε

)(
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)3

,

soit en notation hypergéométrique :

− (n + 2ε) n!3

2ε (1 + ε)3n
6F5

[−2ε− n, 1− ε− n
2 ,−ε− n,−ε− n,−ε− n, 1

−ε− n
2 , 1− ε, 1− ε, 1− ε,−2ε− n

;−1
]

− ε2 (n− 2ε + 2) n!3

2 (1− ε)3n+1

× 6F5

[
2− 2ε + n, 2− ε + n

2 , 1− ε, 1− ε, 1− ε, 1
1− ε + n

2 , 2− ε + n, 2− ε + n, 2− ε + n, 2− 2ε + n
;−1

]
.

La deuxième expression s’annule quand ε tend vers 0. On applique cette fois-ci une
transformation de la série 6F5 restante en une série 3F2 (voir [7, 4.4(2)]) :

6F5

[
a, 1 + a

2 , b, c, d, e
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e

;−1
]

=
Γ(1 + a− d) Γ(1 + a− e)
Γ(1 + a) Γ(1 + a− d− e) 3F2

[
1 + a− b− c, d, e

1 + a− b, 1 + a− c
; 1

]
. (8.3)

On obtient ainsi

− n!3

2 (1 + ε)3n
3F2

[−ε− n, 1, n + 1
1− ε, 1− ε

; 1
]

.
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Ici, on doit être prudent et restreindre le paramètre ε aux valeurs négatives puisque,
sinon, la série 3F2 ne converge pas. On applique alors la transformation (voir [7,
Ex. 7, p. 98]) :

3F2

[
a, b, c
d, e

; 1
]

=
Γ(e) Γ(d + e− a− b− c)
Γ(e− a) Γ(d + e− b− c

3F2

[
a, d− b, d− c

d, d + e− b− c
; 1

]
.

D’où

(−1)n+1 Γ(1− ε)2 n!3 (2ε + 1)n

Γ(1− 2 ε) Γ(n + 1) (1 + ε)3n
3F2

[−ε− n,−ε,−ε− n
1− ε,−2ε− n

; 1
]

.

On peut finalement faire tendre ε vers 0, ce qui donne (−1)n+1. ¤

Démonstration de la Proposition 2. Pour les cas A = 0, 1, 2, 3, voir les
Lemmes 4 à 7 ci-dessous. On suppose donc désormais que A ≥ 4.

Considérons d’abord le cas où A est impair, A = 2m + 1. Dans le Théorème 9
on spécialise a = 2ε−n, b1 = b2 = · · · = bm = c2 = · · · = cm = ε−n, bm+1 = ε−n,
cm+1 = n + ε + 1, et enfin on fait tendre c1 vers ∞. On simplifie ensuite les deux
membres de (6.4) et on fait tendre ε vers 0, ce qui produit les nombres harmoniques
dans le sommande de la série à gauche de (6.4). On trouve l’identité annoncée.

Si A est pair, A = 2m, dans le Théorème 9, on fait tendre bm+1 et c1 vers ∞,
puis on spécialise comme ci-dessus a = 2ε − n, b1 = b2 = · · · = bm = c2 = · · · =
cm = ε−n, cm+1 = n + ε + 1. On simplifie ensuite les deux membres de (6.4) et on
fait finalement tendre ε vers 0. ¤

Lemme 4. On a Pn(0, 1) = −pn(0, 1).

Démonstration. La série Pn(0, 1) est égale à

lim
ε→0

1
(−ε)

n∑

j=0

(n

2
− j + ε

)(
n + j − 2ε

n

)(
2n− j

n

)
.

En termes hypergéométriques, cette somme s’écrit

lim
ε→0

1
(−ε)

(n + 2ε) (1− 2ε)n (n + 1)n

2 n!2 5F4

[−2ε− n, 1− ε− n
2 , 1− 2ε + n, 1,−n

−ε− n
2 ,−2n,−2ε− n, 1− 2ε

; 1
]

.

On traite la série 5F4 à l’aide de la sommation (8.2) et on arrive à

Pn(0, 1) = − lim
ε→0

(1− 2ε)n (n + 2)n

n!2
=

(
2n + 1

n

)
,

d’où Pn(0, 1) = −pn(0, 1). ¤

Lemme 5. On a Pn(1, 1) = (−1)n+1pn(1, 1).

Démonstration. La série Pn(1, 1) est égale à

lim
ε→0

1
(−ε)

n∑

j=0

(n

2
− j + ε

) n!
j! (1 + 2ε)n−j

(
n + j − 2ε

n

)(
2n− j

n

)
.

En termes hypergéométriques, cette somme s’écrit

lim
ε→0

1
(−ε)

(n + 2ε) (1− 2ε)n (n + 1)n

2 n! (1 + 2ε)n
4F3

[−2ε− n, 1− ε− n
2 , 1− 2ε + n,−n

−ε− n
2 ,−2n, 1− 2ε

;−1
]

.
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On traite la série 4F3 à l’aide de la sommation (8.1) et on arrive à

Pn(1, 1) = − lim
ε→0

(1− 2ε)n

n!
= −1,

d’où Pn(1, 1) = (−1)n+1pn(1, 1). ¤

Lemme 6. On a Pn(2, 1) = −pn(2, 1).

Démonstration. Compte-tenu de la remarque juste après la Proposition 2,
on a pn(2, 1) = (−1)n. D’autre part, la série Pn(2, 1) est égale à

lim
ε→0

1
(−ε)

n∑

j=0

(n

2
− j + ε

)(
n

j

)
n!

(1− 2ε)j (1 + 2ε)n−j

(
n + j − 2ε

n

)(
2n− j

n

)
.

En termes hypergéométriques, cette somme s’écrit

lim
ε→0

1
(−ε)

(
n
2 + ε

)
(1− 2ε)n (2n)!

(1 + 2ε)n n!2 5F4

[−2ε− n, 1− ε− n
2 , 1− 2ε + n,−n,−n

−ε− n
2 ,−2n, 1− 2ε, 1 − 2ε

; 1
]

.

On traite la série 5F4 à l’aide de la sommation (8.2) et on arrive à

Pn(2, 1) = − lim
ε→0

(−1)n = (−1)n+1,

d’où Pn(2, 1) = −pn(2, 1). ¤

Lemme 7. On a Pn(3, 1) = (−1)n+1pn(3, 1).

Démonstration. Nous commençons avec pn(3, 1), qui, par définition, vaut

n∑

i1=0

(
n

i1

)2(
n + i1

n

)
.

On écrit cette série comme la limite

lim
ε→0

∞∑

i1=0

(
n

i1

)(
i1 + n

n

)
n!

(1 + 2ε)i1 (1− ε)n−i1

,

soit en termes hypergéométriques :

lim
ε→0

n!
(1− ε)n

3F2

[
1 + n, ε− n,−n

1, 1 + 2ε
; 1

]
.

On applique à cette série 3F2 la transformation (voir [18, (3.10.4), q → 1, renversé] :

3F2

[
x, y,−N

b, a
; 1

]
=

(a− x, a− y)N

(a, a− x− y)N
6F5

[−a−N + x + y, 1− a
2 − N

2 + x
2 + y

2 ,
−a

2 − N
2 + x

2 + y
2 , b,

1− a− b−N + x + y, x, y,−N
1− a−N + y, 1− a−N + x, 1− a + x + y

;−1
]

,

(8.4)
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où N est un entier positif. On obtient ainsi l’expression suivante pour pn(3, 1) :

lim
ε→0

n! (2ε− n)n (1 + ε + n)n

(1− ε)n (1 + 2ε)n (ε)n

· 6F5

[−ε− n, 1− ε
2 − n

2 ,−ε− n, 1 + n, ε− n,−n
− ε

2 − n
2 , 1,−ε− 2n, 1− 2ε, 1− ε

;−1
]

= (−1)n lim
ε→0

2
ε

(1− 2ε)n

(1 + 2ε)n

n∑

j=0

(n

2
− j +

ε

2

)(
n

j

)
(n− j − ε + 1)j

(1− ε)j

(n + ε− j + 1)j

(1− 2ε)j

· (1 + j)n

(1− ε)n

(1 + ε + n)n−j

(1 + ε)n−j
. (8.5)

La somme sur j est égale à 0 pour ε = 0. Donc en appliquant le théorème de
l’Hôpital, on a

pn(3, 1) = (−1)n+1
n∑

j=0

(n

2
− j

) (
n

j

)3(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

·
(

2Hn−j − 6Hj − 2H2n−j − 1
n
2 − j

+ C1(n)
)

,

où C1(n) est indépendant de j. Comme le terme
(n

2
− j

) (
n

j

)3(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

change de signe quand on remplace j par n − j (mais reste identique autrement),
cette dernière expression est aussi égale à

(−1)n+1
n∑

j=0

(n

2
− j

) (
n

j

)3(
n + j

n

)(
2n− j

n

)

×
(

4Hn−j − 4Hj + Hn+j −H2n−j − 1
n
2 − j

)
,

ce qui est exactement la définition de Pn(3, 1), au signe près. ¤

Démonstration de la Proposition 3. Dans le Théorème 9 on pose m =
B− 1 et on spécialise a = 2ε−n, b1 = b2 = · · · = bB−1 = n+ ε+1, c1 = c2 = · · · =
cB−1 = ε − n, bB = ε + 1, cB = n + ε + 1. On simplifie ensuite les deux membres
de (6.4) et on fait tendre ε vers 0, ce qui produit les nombres harmoniques à dans
le sommande de la série à gauche de (6.4). ¤

Démonstration de la Proposition 4. Dans le Théorème 9 on pose encore
m = B − 1 et on spécialise a = 2ε − n, b1 = b2 = · · · = bB−1 = n + ε + 1,
c1 = c2 = · · · = cB−1 = ε− n, cB = n + ε + 1, et finalement on fait tendre bB vers
∞. On simplifie ensuite les deux membres de l’identité obtenue et on fait finalement
tendre ε vers 0, ce qui produit les nombres harmoniques dans le sommande de la
série à gauche de (6.4). ¤

Démonstration de la Proposition 5. Considérons d’abord le cas où A est
pair, A = 2m + 2. Dans le Théorème 9, on remplace m par m + B− 1. Si m ≥ 1 on
spécialise alors a = 2ε − n, b1 = b2 = · · · = bB−1 = ε− n, c1 = c2 = · · · = cB−1 =
n + ε + 1, bB = bB+1 = · · · = bm+B−1 = cB = cB+1 = · · · = cm+B−1 = ε − n,
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bm+B = ε − n, cm+B = n + ε + 1, et si m = 0 on spécialise a = 2ε − n, b1 = b2 =
· · · = bB = n + ε + 1, c1 = c2 = · · · = cB = ε − n. On simplifie ensuite les deux
membres de (6.4) et on fait tendre ε vers 0, ce qui produit les nombres harmoniques
dans le sommande de la série à gauche de (6.4).

Si A est impair, A = 2m + 1, dans le Théorème 9, on remplace encore m
par m + B − 1, on fait tendre bm+B vers ∞, puis on spécialise comme ci-dessus
a1 = 2ε−n, cm+B = n+ε+1, b1 = b2 = · · · = bB−1 = ε−n, c1 = c2 = · · · = cB−1 =
n + ε + 1, bB = bB+1 = · · · = bm+B−1 = cB = cB+1 = · · · = cm+B−1 = ε − n,
cm+B = n+ε+1. On simplifie ensuite les deux membres de (6.4) et on fait finalement
tendre ε vers 0. ¤



CHAPITRE 9

Corollaires au Théorème 8

Les corollaires suivants nous sont nécessaires pour démontrer les parties des
résultats principaux (donnés au chapitre 3) qui concernent le coefficient � con-
stant �, c’est-à-dire les coefficients p0,C,n

(
(−1)A

)
, p0,E,n et vn (voir les chapitres 13

à 15).

Corollaire 1. Soient A,B, r des nombres entiers tels que A soit pair, A ≥ 2,
B ≥ 0 et r ≥ 0. Alors, on a

n∑

j=k

(n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A (
rn + j − ε

rn

)B(
(r + 1)n− j + ε

rn

)B

= −k − ε

2

∑

0≤i1≤···≤iA/2+B≤n−k

(−1)iA/2+B−1
iA/2+B !

i1! (i2 − i1)! · · · (iA/2+B − iA/2+B−1)!

·



B∏

j=1

(1− ε)rn+k+ij−1

(rn)! (1− ε)k+ij−1

(1 + ε)(r+1)n−k−ij

(rn− ij + ij−1)! (1 + ε)n−k−ij−1




· n!
(1− ε)k+iB (1 + ε)n−k−iB

·



A/2+B−1∏

j=B+1

n!
(1− ε)k+ij (1 + ε)n−k−ij

(n + ij − ij−1)!
(1− ε)k+ij (1 + ε)n−k−ij−1




· n! (ε)iA/2+B−iA/2+B−1 (1− 2ε)k+iA/2+B−1 (1− ε)n−iA/2+B−1

(1− ε)n (1− 2ε)k−1 (1− ε)k+iA/2+B
(1 + ε)n−k−iA/2+B

, (9.1)

où, par définition, i0 = 0 et où, dans le cas A = 2 ou B = 0, un produit vide doit
être interprété comme valant 1.

Démonstration. En utilisant la notation hypergéométrique, on écrit le
membre de gauche de la façon suivante :

(n

2
− k + ε

) (
n!

(1− ε)k (1 + ε)n−k

)A (
rn + k − ε

rn

)B(
(r + 1)n− k + ε

rn

)B

× lim
δ→0

(
A+2B+5FA+2B+4

[−n + 2k − 2ε,−n
2 + k − ε + 1,−n + k − ε, . . . ,

−n
2 + k − ε, k − ε + 1, . . . ,

rn + k − ε + 1, . . . , 1, k − 2ε− δ + 1,−n + k
−(r + 1)n + k − ε, . . . ,−n + 2k − 2ε,−n + k + δ, k − 2ε + 1; 1

] )
,

où −n+k− ε et k− ε+1 apparaissent respectivement A+B fois, où rn+k− ε+1
et −(r + 1)n + k− ε apparaissent respectivement B fois. On remarque l’apparition
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des termes � artificiels � k − 2ε − δ + 1,−n + k en haut et −n + k + δ, k − 2ε + 1
en bas qui disparaissent lorsque δ → 0 : ils garantissent (plus précisément, le terme
−n + k en haut) que la série est une somme finie.

On pose m = A/2 + B, a = −n + 2k − 2ε, b1 = b2 = · · · = bB = −n + k − ε,
c1 = c2 = · · · = cB = rn + k − ε + 1, bB+1 = bB+2 = · · · = bA/2+B−1 = cB+1 =
cB+2 = · · · = cA/2+B−1 = −n+k−ε, bA/2+B = −n+k−ε, cA/2+B = k−2ε−δ+1,
bA/2+B+1 = −n + k− ε, cA/2+B+1 = 1, N = n− k dans le Théorème 8. Le résultat
en découle après quelques manipulations immédiates. ¤

Corollaire 2. Soient A,B, r des nombres entiers tels que A soit impair,
A ≥ 3, B ≥ 0 et r ≥ 0. Alors, on a

n∑

j=k

(n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A (
rn + j − ε

rn

)B(
(r + 1)n− j + ε

rn

)B

= −k − ε

2

∑

0≤i1≤···≤i(A+1)/2+B≤n−k

(−1)i(A−1)/2+B

· i(A+1)/2+B !
i1! (i2 − i1)! · · · (i(A+1)/2+B − i(A−1)/2+B)!

n!
(1− ε)k (1 + ε)n−k

·



B+1∏

j=2

(1− ε)rn+k+ij−1

(rn)! (1− ε)k+ij−1

(1 + ε)(r+1)n−k−ij

(rn− ij + ij−1)! (1 + ε)n−k−ij−1




· n!
(1− ε)k+iB+1 (1 + ε)n−k−iB+1

·



(A−1)/2+B∏

j=B+2

n!
(1− ε)k+ij (1 + ε)n−k−ij

(n + ij − ij−1)!
(1− ε)k+ij (1 + ε)n−k−ij−1




· n! (ε)i(A+1)/2+B−i(A−1)/2+B
(1− 2ε)k+i(A−1)/2+B

(1− ε)n−i(A+1)/2+B−1

(1− ε)n (1− 2ε)k−1 (1− ε)k+i(A+1)/2+B
(1 + ε)n−k−i(A+1)/2+B

, (9.2)

où, par définition, i0 = 0 et où, dans le cas A = 3 ou B = 0, un produit vide doit
être interprété comme valant 1.

Démonstration. Cette démonstration est complètement analogue à la dé-
monstration précédente. Cette fois-ci, on pose m = (A+1)/2+B, a = −n+2k−2ε,
b1 = b2 = · · · = bB+1 = −n + k − ε, c2 = · · · = cB+1 = rn + k − ε + 1, bB+2 =
bB+3 = · · · = b(A−1)/2+B = cB+2 = cB+3 = · · · = c(A−1)/2+B = −n + k − ε,
b(A+1)/2+B = −n + k − ε, c(A+1)/2+B = k − 2ε− δ + 1, b(A+3)/2+B = −n + k − ε,
c(A+3)/2+B = 1, N = n−k dans le Théorème 8, et finalement on fait tendre c1 vers
∞. Ensuite le résultat en découle après quelques manipulations immédiates. ¤



CHAPITRE 10

Corollaires au Théorème 9

Les corollaires suivants nous sont nécessaires pour démontrer les parties des
résultats principaux (donnés au chapitre 3) qui concernent les coefficients
pl,n

(
(−1)A

)
, pl,E,n, pour l ≥ 1, et un, (voir les chapitres 12 à 14).

Corollaire 3. Soient A,B, r des nombres entiers tels que A soit pair, A ≥ 2,
B ≥ 2 et r ≥ 0. Considérons

SA,B,r(n) =
n∑

j=0

(n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A

·
(

rn + j − ε

rn

)B (
(r + 1) n− j + ε

rn

)B

.

Soit également

sA,B,r(n) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤iA/2+B≤n

(−1)iA/2+B−1+iA/2+B
n! (1 + ε)rn (1− ε)rn

(1− ε)n (rn)!2

·
(

(r + 1)n + ε + 1
n− iA/2+B

)(
rn + iA/2+B + ε

(r − 1)n + iA/2+B

)

· (rn + iA/2+B + 1)!
(1− ε)rn+iA/2+B+1

(
rn− ε + iA/2+B − iA/2+B−1

iA/2+B − iA/2+B−1

)

·
(

(r + 1)n− ε + 1
rn + iA/2+B−1 + 1

)
iA/2+B−1! (1 + 2ε)iA/2+B−1

(1 + ε)iA/2+B−1 (1 + ε)iA/2+B−1

(
n + iA/2+B−1 − iA/2+B−2

iA/2+B−1 − iA/2+B−2

)

·
(

A/2+B−2∏

k=B

(
n + ik − ik−1

ik − ik−1

)
n!

(1 + ε)ik
(1− ε)n−ik

n!
(1 + ε)ik

(1− ε)n−ik

)

·
(

rn

iB−1 − iB−2

)
n!

(1 + ε)iB−1 (1− ε)n−iB−1

(1− ε)(r+1)n−iB−1

(rn)! (1− ε)n−iB−1

·
(

B−2∏

k=1

(
rn

ik − ik−1

)(
(r + 1)n− ik − ε

rn

)(
rn + ik + ε

rn

))
,

où, par définition, i0 = 0 et où, dans les cas A = 2 ou B = 2, les produits vides
doivent être interprétés comme valant 1. Alors,

SA,B,r(n) = ε · (−1)nsA,B,r(n).

Démonstration. On spécialise m = A/2 + B, a = 2ε − n, b1 = b2 =
· · · = bB−1 = ε − n, c1 = c2 = · · · = cB−1 = rn + ε + 1, bB = bB+1 = · · · =
bA/2+B−1 = cB = cB+1 = · · · = cA/2+B−1 = ε − n, bA/2+B = 2ε + 1, cA/2+B = 1,
bA/2+B+1 = ε− n et cA/2+B+1 = rn + ε + 1 dans le Théorème 9. On écrit la série

39



40 10. COROLLAIRES AU THÉORÈME 9

hypergéométrique à gauche de (6.4) comme une somme sur j, et ensuite on inverse
l’ordre de sommation, c’est-à-dire, on remplace j par n− j. Après l’élimination de
certains facteurs redondants et des simplifications des deux membres, on trouve
l’identité annoncée. ¤

Corollaire 4. Soient A,B, r des nombres entiers tels que A soit pair, A ≥ 3,
B ≥ 2 et r ≥ 0. Soient c, d deux entiers tels que c ≥ 2 et d ≥ 1. Considérons

SA,B,r(n) =
n∑

j=0

(n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A

·
(

rn + j − ε

rn

)B (
(r + 1) n− j + ε

rn

)B

,

et soit

sA,B,r(n) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤i(A+1)/2+B≤n

(−1)i(A−1)/2+B+i(A+1)/2+B

· n! (1 + ε)rn (1− ε)rn

(1− ε)n (rn)!2

(
(r + 1)n + ε + 1
n− i(A+1)/2+B

)(
rn + i(A+1)/2+B + ε

(r − 1)n + i(A+1)/2+B

)

· (rn + i(A+1)/2+B + 1)!
(1− ε)rn+i(A+1)/2+B+1

(
rn− ε + i(A+1)/2+B − i(A−1)/2+B

i(A+1)/2+B − i(A−1)/2+B

)

·
(

(r + 1)n− ε + 1
rn + i(A−1)/2+B + 1

)
i(A−1)/2+B ! (1 + 2ε)i(A−1)/2+B

(1 + ε)i(A−1)/2+B
(1 + ε)i(A−1)/2+B

·
(

n + i(A−1)/2+B − i(A−3)/2+B

i(A−1)/2+B − i(A−3)/2+B

)

·
(

(A−3)/2+B∏

k=B+1

(
n + ik − ik−1

ik − ik−1

)
n!

(1 + ε)ik
(1− ε)n−ik

n!
(1 + ε)ik

(1− ε)n−ik

)

· n!
(1 + ε)iB

(1− ε)n−iB

(
rn

iB−1 − iB−2

)

· n!
(1 + ε)iB−1 (1− ε)n−iB−1

(1− ε)(r+1)n−iB−1

(rn)! (iB − iB−1)!(1− ε)n−iB

·
(

B−2∏

k=1

(
rn

ik − ik−1

)(
(r + 1)n− ik − ε

rn

)(
rn + ik + ε

rn

))
,

où, par définition, i0 = 0 et où, dans les cas A = 3 ou B = 2, les produits vides
doivent être interprétés comme valant 1. Alors,

SA,B,r(n) = ε · sA,B,r(n).

Démonstration. Dans le Théorème 9 on pose m = (A + 1)/2 + B, on fait
tendre cB vers ∞, et puis on spécialise a = 2ε − n, b1 = b2 = · · · = bB−1 = ε − n,
c1 = c2 = · · · = cB−1 = rn + ε + 1, bB = bB+1 = · · · = b(A−1)/2+B = cB+1 =
· · · = c(A−1)/2+B = ε−n, b(A+1)/2+B = 2ε+1, c(A+1)/2+B = 1, b(A+3)/2+B = ε−n
et c(A+3)/2+B = rn + ε + 1. On écrit la série hypergéométrique à gauche de (6.4)
comme une somme sur j, et ensuite on inverse l’ordre de sommation, c’est-à-dire,
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on remplace j par n− j. Après l’élimination de certains facteurs redondants et des
simplifications des deux membres, on trouve alors l’identité annoncée. ¤

Corollaire 5. Soit A et r deux nombres entiers tels que A soit pair, A ≥ 2
et r ≥ 0, et soient

SA,1,r(n) =
n∑

j=0

(n

2
− j + ε

)(
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A

·
(

rn + j − ε

rn

)(
(r + 1) n− j + ε

rn

)

et

sA,1,r(n) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤iA/2+1≤n

(−1)iA/2+iA/2+1
n!2 (1− ε)rn

(1− ε)n (1− ε)n (rn)!

·
(

(r + 1)n + ε + 1
n− iA/2+1

)(
rn + iA/2+1 + ε

(r − 1)n + iA/2+1

)

· (rn + iA/2+1 + 1)!
(1− ε)rn+iA/2+1+1

(
rn− ε + iA/2+1 − iA/2

iA/2+1 − iA/2

)

·
(

(r + 1)n− ε + 1
rn + iA/2 + 1

)
iA/2! (1 + 2ε)iA/2

(1 + ε)iA/2 (1 + ε)iA/2

(
n + iA/2 − iA/2−1

iA/2 − iA/2−1

)

·
(

A/2−1∏

k=1

(
n + ik − ik−1

ik − ik−1

)
n!

(1 + ε)ik
(1− ε)n−ik

n!
(1 + ε)ik

(1− ε)n−ik

)
,

où, par définition, i0 = 0 et où, dans le cas A = 2, le produit vide doit être interprété
comme valant 1. Alors,

SA,1,r(n) = ε · (−1)nsA,1,r(n).

Démonstration. On spécialise m = A/2 + 1, a = 2ε − n, b1 = b2 = · · · =
bA/2 = c1 = c2 = · · · = cA/2 = ε− n, bA/2+1 = 2ε + 1, cA/2+1 = 1, bA/2+2 = ε− n,
cA/2+2 = rn + ε + 1 dans le Théorème 9. Puis, on simplifie les deux membres de
l’identité (6.4) comme auparavant. ¤

Corollaire 6. Soit A et r deux nombres entiers tels que A soit impair, A ≥ 3
et r ≥ 0, et soient

SA,1,r(n) =
n∑

j=0

(n

2
− j + ε

)(
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A

·
(

rn + j − ε

rn

)(
(r + 1) n− j + ε

rn

)
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et

sA,1,r(n) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤i(A+3)/2≤n

(−1)i(A+1)/2+i(A+3)/2
n! (1− ε)rn

(1− ε)n (rn)!

·
(

(r + 1)n + ε + 1
n− i(A+3)/2

)(
rn + i(A+3)/2 + ε

(r − 1)n + i(A+3)/2

)

· (rn + i(A+3)/2 + 1)!
(1− ε)rn+i(A+3)/2+1

(
rn− ε + i(A+3)/2 − i(A+1)/2

i(A+3)/2 − i(A+1)/2

)

·
(

(r + 1)n− ε + 1
rn + i(A+1)/2 + 1

)
i(A+1)/2! (1 + 2ε)i(A+1)/2

(1 + ε)i(A+1)/2 (1 + ε)i(A+1)/2

(
n + i(A+1)/2 − i(A−1)/2

i(A+1)/2 − i(A−1)/2

)

·
(

(A−1)/2∏

k=2

(
n + ik − ik−1

ik − ik−1

)
n!

(1 + ε)ik
(1− ε)n−ik

n!
(1 + ε)ik

(1− ε)n−ik

)

· n!
(1 + ε)i1 (1− ε)n−i1

n!
i1!(1− ε)n−i1

,

où, par définition, i0 = 0 et où, dans le cas A = 3, le produit vide doit être interprété
comme valant 1. Alors,

SA,1,r(n) = ε · sA,1,r(n).

Démonstration. Dans le Théorème 9 on pose m = (A + 3)/2, on fait tendre
c1 vers ∞, puis on spécialise a = 2ε − n, b1 = b2 = · · · = b(A+1)/2 = c1 = c2 =
· · · = c(A+1)/2 = ε − n, b(A+3)/2 = 2ε + 1, c(A+3)/2 = 1, b(A+5)/2 = ε − n et
c(A+5)/2 = rn + ε+ 1. Finalement, on simplifie les deux membres de l’identité (6.4)
comme auparavant. ¤



CHAPITRE 11

Lemmes arithmétiques

Dans ce chapitre, nous compilons plusieurs lemmes arithméthiques dont nous
avons besoin au cours des démonstrations des Théorèmes 1 à 6, aux chapitres 12
à 15. Les démonstrations de ces lemmes sont très similaires, à quelques variations
près1. Pour un nombre premier p donné, notons vp(N) la valuation p-adique du
nombre entier N . On utilisera constamment le fait que

vp(s!) =
∞∑

j=1

[
s/p j

]
et vp(dn) =

[
logp(n)

]
. (11.1)

Nous commençons avec un lemme de divisibilité très élémentaire où intervient
le nombre

Φn =
∏

p premier

{n/p}∈[2/3,1[

p

de la Conjecture 2.

Lemme 8. Pour tout entier n > 0 et tout entier j, 0 ≤ j ≤ n, le nombre Φn

divise (
n + j

n

)(
2n− j

n

)
.

Démonstration. On note N = {n/p} et J = {j/p} les parties fractionnaires
de n/p et j/p. En posant

Vp = vp

((
n + j

n

)(
2n− j

n

))
,

on a donc

Vp ≥
[
n + j

p

]
−

[
n

p

]
−

[
j

p

]
+

[
2n− j

p

]
−

[
n

p

]
−

[
n− j

p

]
(11.2)

≥ [N + J ] + [2N − J ]− [N − J ] .

Posons U = [N + J ] + [2N − J ] − [N − J ]. Comme clairement U ≥ 0, il suffit de
montrer que, pour tout J , si N ≥ 2/3, alors U ≥ 1.

Fixons J quelconque et supposons que N ≥ 2/3. On a toujours −[N − J ] ≥ 0
et [N + J ] ≥ 0 ; comme N ≥ 2/3, on a aussi [2N − J ] ≥ 0. Pour que U = 0, il
faut alors nécessairement que [2N − J ] = 0 et [N + J ] = 0, donc que 2N − J < 1
et N + J < 1, dont on déduit que N < 2/3 : contradiction. Donc pour tout J ,
l’hypothèse N ≥ 2/3 implique que U ≥ 1. Le lemme en découle. ¤

1Il serait possible d’énoncer un théorème général dont ces lemmes seraient alors des corollaires,
mais cela n’ajouterait rien à la transparence des démonstrations.
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Le deuxième lemme concerne les briques élémentaires, introduites par Zudilin
dans [56] (et attribuées à Nesterenko). Étant donnés des entiers positifs α et β, une
brique élémentaire est la fraction rationnelle (en t)

R(α, β; t) =





(t + β)α−β

(α− β)!
si α ≥ β,

(β − α− 1)!
(t + α)β−α

si α < β.

Les briques élémentaires satisfont aux propriétés arithmétiques suivantes (voir [56,
paragraphe 7] ou [32, paragraphe 2]).

Lemme 9. Si α ≥ β, alors pour tout entier H ≥ 0,

dH
α−β ·

1
H!

∂H

∂tH
R(α, β; t)

∣∣∣
t=−k

est un nombre entier pour tout nombre entier k, et si α0 ≤ α < β ≤ β0, alors

dH
β0−α0−1 ·

1
H!

∂H

∂tH
R(α, β; t)(t + k)

∣∣∣
t=−k

est un nombre entier pour k ∈ {α0, . . . , β0 − 1}.
Les prochains lemmes concernent des briques spéciales, notées R1(. . . ), R2(. . . ),

. . ., R6(. . . ).
Le lemme suivant est utilisé dans les démonstrations du Théorème 1 (voir la

Propositions 6 au chapitre 12 et la Proposition 7 au chapitre 13) et du Théorème 5
(au chapitre 14).

Lemme 10. Pour des entiers i, j, n, r ≥ 0, posons

R1(n, i, j; ε) =
(rn)!
n!r

(
rn + i + ε

(r − 1)n + j

)

et

R2(n, i, j; ε) =
(rn)!
n!r

(1− ε)rn

(rn)!
(rn + j + 1)!
(1− ε)rn+j+1

(
rn− ε + j − i

j − i

)(
(r + 1)n− ε + 1

rn + i + 1

)
.

Alors, pour tout entier H ≥ 0 et pour 0 ≤ i, j ≤ n, le nombre

dH
n · 1

H!
∂H

∂εH
R1(n, i, j; ε)

∣∣∣
ε=0

est un nombre entier, et pour tout entier H ≥ 0 et pour 0 ≤ i ≤ j ≤ n, le nombre

dH
n · 1

H!
∂H

∂εH
R2(n, i, j; ε)

∣∣∣
ε=0

(11.3)

est un nombre entier.

Démonstration. Nous n’explicitons la démonstration que pour R2(n, i, j; ε),
car celle pour R1(n, i, j; ε) est complètement similaire.

On arrange les termes dans (11.3) pour obtenir l’expression équivalente

dH
n · 1

H!
∂H

∂εH

(
1

n!r

(
rn + j + 1

j − i

)
(n− i + 1− ε)(r−1)n+j (rn + j + 2− ε)n−j

)∣∣∣∣∣
ε=0

.

(11.4)
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Nous allons montrer que pour tous nombres entiers f1 < f2 < · · · < fH appartenant
à [n− i + 1, rn + j − i] ∪ [rn + j + 2, (r + 1)n + 1], le nombre

dH
n · 1

n!r

(
rn + j + 1

j − i

)
(n− i + 1)(r−1)n+j (rn + j + 2)n−j

1
f1f2 · · · fH

(11.5)

est un nombre entier. Évidemment, cela implique alors que (11.4), et donc aussi
(11.3), est un nombre entier.

Selon (11.1), la valuation p-adique du nombre (11.5) est égale à

H · [logp(n)] +
∞∑

`=1

([
(r + 1)n + 1

p`

]
−

[
rn + i + 1

p`

]
−

[
n− i

p`

]

+
[
rn + j − i

p`

]
−

[
j − i

p`

]
− r

[
n

p`

])
−

H∑

h=1

vp(fh). (11.6)

Il nous faut démontrer que cette quantité est positive.
On écrit l’expression (11.6) sous la forme

[logp(n)]∑

`=1

([
(r + 1)n + 1

p`

]
−

[
rn + i + 1

p`

]
−

[
n− i

p`

]

+
[
rn + j − i

p`

]
−

[
j − i

p`

]
− r

[
n

p`

])

+
∞∑

`=[logp(n)]+1

([
(r + 1)n + 1

p`

]
−

[
rn + i + 1

p`

]
+

[
rn + j − i

p`

])

−
H∑

h=1

(
vp(fh)− [logp(n)]

)
. (11.7)

La somme dans la première ligne de (11.7) est évidemment positive. La somme
dans la troisième ligne sera maximale si l’ensemble des fi comprend tous le nombres
divisibles par p[logp(n)] de l’ensemble de base E = [n− i + 1, rn + j − i] ∪ [rn + j +
2, (r + 1)n + 1]. Par conséquent, on a

H∑

h=1

(
vp(fh)− [logp(n)]

) ≤
∑

f∈E, p[logp(n)]|f

(
vp(f)− [logp(n)]

)

≤
∞∑

`=[logp(n)]+1

([
(r + 1)n + 1

p`

]
−

[
rn + j + 1

p`

]
+

[
rn + j − i

p`

])
.

Lorsque i ≤ j, la différence entre la deuxième et la troisième ligne de (11.7), et ainsi
l’expression complète (11.7), est bien positive. ¤

Le lemme suivant est utilisé dans la démonstration de la partie ii) du Théo-
rème 1, voir la Proposition 7 au chapitre 13, et du Théorème 5 au chapitre 14.

Lemme 11. Soit

R3(n, k,m1,m2; ε) =
n! (1 + ε)m1−m2−1 (1− 2ε)k+m2 (1− ε)n−m1−1

(1− ε)n (1− 2ε)k−1 (1− ε)k+m1 (1 + ε)n−k−m1

.
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Alors, pour tout H ≥ 0 et 0 ≤ m2 < m1 ≤ n− k, le nombre

dH+1
n · 1

H!
∂H

∂εH
R3(n, k,m1, m2; ε)

∣∣∣
ε=0

(11.8)

est un nombre entier.

Démonstration. On arrange les termes dans (11.8) pour obtenir l’expression
équivalente

dH+1
n · 1

H!
∂H

∂εH

(
n! (k − 2ε)m2+1 (1 + ε)m1−m2−1

(n−m1 − ε)m1+1 (1− ε)k+m1 (1 + ε)n−k−m1

)∣∣∣∣∣
ε=0

. (11.9)

Nous allons montrer que, pour tous nombres entiers 1 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fH ≤ n,
le nombre

dH+1
n

n! (k − 2ε)m2+1 (1 + ε)m1−m2−1

(n−m1 − ε)m1+1 (1− ε)k+m1 (1 + ε)n−k−m1

1
f1f2 · · · fH

(11.10)

est un nombre entier. Évidemment, cela implique alors que (11.9), et donc aussi
(11.8), est un nombre entier.

On démontre cet énoncé en vérifiant que la valuation p-adique de (11.10) est
positive pour tout nombre premier p. Cette valuation p-adique est égale à

(H + 1) · [logp(n)] +
∞∑

`=1

( [
k + m2

p`

]
+

[
m1 −m2 − 1

p`

]
+

[
n−m1 − 1

p`

]

−
[
k − 1

p`

]
−

[
k + m1

p`

]
−

[
n− k −m1

p`

])
−

H∑

h=1

vp(fh). (11.11)

Si p > n, il est évident qu’elle est positive parce que toutes les quantités qui appa-
raissent sont nulles. Désormais, nous allons donc supposer que p ≤ n.

En fait, les conditions sur k, n, m1,m2 impliquent que les termes de la série
infinie dans (11.11) sont nuls pour ` > [logp(n)]. On peut donc écrire l’expression
(11.11) sous la forme

[logp(n)] +
[logp(n)]∑

`=1

([
k + m2

p`

]
+

[
m1 −m2 − 1

p`

]
+

[
n−m1 − 1

p`

]

−
[
k − 1

p`

]
−

[
k + m1

p`

]
−

[
n− k −m1

p`

])
−

H∑

h=1

(
vp(fh)− [logp(n)]

)
. (11.12)

Comme, par définition, 1 ≤ fh ≤ n pour tout h, les termes de la somme sur h sont
tous négatifs ou nuls. Par conséquent, il nous suffit à démontrer que les sommandes
de la somme sur ` sont tous ≥ −1.

Pour ce faire, on note N = {n/p`}, K = {k/p`}, M1 = {m1/p`}, M2 = {m2/p`}
les parties fractionnaire de n/p`, k/p`, m1/p` et m2/p`. Avec ces notations, le
sommande de (11.12) devient

[K + M2] +
[
M1 −M2 − 1

p`

]
+

[
N −M1 − 1

p`

]

−
[
K − 1

p`

]
− [K + M1]− [N −K −M1] . (11.13)
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Supposons que cette expression soit≤ −2. Comme− [K + M1]−[N −K −M1] ≥ 0,
la deuxième ligne dans (11.13) est toujours positive. Compte-tenu du fait que les
rationnels N et M1 ont comme dénominateur p`, le terme

[
N −M1 − 1

p`

]
est au

moins −1. Donc, si l’expression (11.13) est ≤ −2, alors on a forcément [K+M2] = 0,[
M1 −M2 − 1

p`

]
=

[
N −M1 − 1

p`

]
= −1 et

[
K − 1

p`

]
= 0, c’est-à-dire

K + M2 < 1, (11.14)

M1 −M2 − 1
p`

< 0, (11.15)

N −M1 − 1
p`

< 0, (11.16)

K − 1
p`
≥ 0. (11.17)

Nous distinguons deux cas : si K + M1 ≥ 1, alors la condition (11.14) et le fait que
les dénominateurs de M1 et M2 sont p` impliquent que M1 ≥ M2 + 1

p` . C’est une
contradiction avec (11.15). D’autre part, si K +M1 < 1, alors [K +M1] = 0 et donc
N−K−M1 ≥ 0 (sinon−[N−K−M1] = 1 et alors l’expression (11.13) est≥ −1). En
combinant avec (11.16), on obtient K < 1

p` , ce qui contredit (11.17). L’expression
(11.13) est donc ≥ −1, ce qui implique que (11.11) est bien positive. ¤

Pour démontrer le Théorème 5, nous avons besoin de deux lemmes portant sur
deux autres types de briques spéciales, qui mettent en jeu le nombre

Φ̃n =
∏

p premier, p<n

{n/p}∈[2/3,1[

p.

Lemme 12. Pour tout nombre entier H ≥ 0 et pour 0 ≤ i ≤ n, le nombre

Φ̃−1
n dH

n · 1
H!

∂H

∂εH
R4(n, i; ε)

∣∣∣
ε=0

, (11.18)

est un nombre entier, où

R4(n, i; ε) =
(

n + i + ε

n

)(
2n− i− ε

n

)
.

Démonstration. On suit la démarche de la démonstration du Lemme 10.
Il suffit de montrer que, pour tous nombres entiers 1 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fH

tels que le multi-ensemble2 {f1, f2, . . . , fH} soit contenu dans le multi-ensemble
[i + 1, n + i] ∪ [n− i + 1, 2n− i], le nombre

Φ̃−1
n dH

n ·
(

n + i

n

)(
2n− i

n

)
1

f1f2 · · · fH
(11.19)

2Un multi-ensemble est un ensemble où l’on autorise des répétitions d’éléments. Un multi-
ensemble A est contenu dans un multi-ensemble B si pour tout x ∈ B le nombre de répétitions de
x dans A est au plus le nombre de répétitions de x dans B.
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est un nombre entier. Pour p premier avec p < n et {n/p} ∈ [2/3, 1[, la valuation
p-adique du nombre (11.19) est

− 1 + H · [logp(n)] +
∞∑

`=1

([
n + i

p`

]
−

[
i

p`

]
−

[
n

p`

]

+
[
2n− i

p`

]
−

[
n− i

p`

]
−

[
n

p`

])
−

H∑

h=1

vp(fh)

= −1 +
[logp(n)]∑

`=1

([
n + i

p`

]
−

[
i

p`

]
−

[
n

p`

]
+

[
2n− i

p`

]
−

[
n− i

p`

]
−

[
n

p`

])

+
∞∑

`=[logp(n)]+1

([
n + i

p`

]
+

[
2n− i

p`

])
−

H∑

h=1

(vp(fh)− [logp(n)]). (11.20)

En procédant comme dans la démonstration du Lemme 10, on montre que la
deuxième ligne du membre de droite de (11.20) est bien positive. D’autre part,
le Lemme 8 montre que le terme pour ` = 1 de la somme sur la première ligne
est au moins 1. La valuation p-adique (11.20) est donc bien positive. Si p ≥ n ou
{n/p} /∈ [2/3, 1[, on procède de la même façon, et, dans ce cas, les arguments du
Lemme 10 suffisent, c’est-à-dire, qu’il n’est pas nécessaire de les compléter par un
lemme additionnel puisque vp(Φ̃n) = 0 dans ce cas. ¤

Le lemme suivant est utilisé dans la démonstration du Théorème 5 au cha-
pitre 14.

Lemme 13. Pour tous entiers n, c, H ≥ 0 et 0 ≤ j0 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jc+1 ≤ n, le
nombre

Φ̃−1
n dH

n · 1
H!

∂H

∂εH
R5(n, j0, j1, . . . , jc+1; ε)

∣∣∣
ε=0

(11.21)

est un nombre entier, où

R5(n, j0, j1, . . . , jc+1; ε) =
(

2n + ε + 1
n− jc+1

)(
n + jc+1 + ε

jc+1

)
(n + jc+1 + 1)!
(1− ε)n+jc+1+1

×
(

n− ε + jc+1 − jc

jc+1 − jc

)(
2n− ε + 1
n + jc + 1

)(
n + jc − jc−1

jc − jc−1

)

×
(

c−1∏

k=1

(
n + jk − jk−1

jk − jk−1

)
n!

(1 + ε)jk
(1− ε)n−jk

)
(1− ε)2n−j0

n! (1− ε)n−j0

.

Démonstration. On suit de nouveau la démarche de la démonstration du
Lemme 10. Il suffit en fait de montrer que, pour tous nombres entiers 1 ≤ f1 ≤
f2 ≤ · · · ≤ fH tels que le multi-ensemble {fh : fh > n} soit contenu dans le
multi-ensemble

E = [n + jc+1 + 2, 2n + 1] ∪ [n + 1, n + jc+1] ∪ [n + 1, n + jc+1 − jc]

∪ [n + jc+1 + 2, 2n + 1] ∪ [n + 1, 2n− j0],
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le nombre

Φ̃−1
n dH

n ·
(

2n + 1
n− jc+1

)(
n + jc+1

jc+1

)(
n + jc+1 − jc

jc+1 − jc

)(
2n + 1

n + jc + 1

)

·
(

n + jc − jc−1

jc − jc−1

)(
c−1∏

k=1

(
n + jk − jk−1

jk − jk−1

)(
n

jk

))(
2n− j0

n

)
1

f1f2 · · · fH

= Φ̃−1
n dH

n ·
(

2n + 1
n− jc+1

)(
n + jc+1

jc+1

)(
n + jc+1 − jc

jc+1 − jc

)(
2n + 1

n + jc + 1

)

·
(

n + jc − jc−1

jc − jc−1

)(
2n− jc−1

n

)(
c−1∏

k=1

(
n + jk − jk−1

jk

)(
2n− jk−1

2n− jk

))
1

f1f2 · · · fH

(11.22)

est un nombre entier. Pour p premier avec p < n et {n/p} ∈ [2/3, 1[, la valuation
p-adique du nombre (11.22) est

− 1 + H · [logp(n)] +
∞∑

`=1

( [
2n + 1

p`

]
−

[
n + jc+1 + 1

p`

]
−

[
n− jc+1

p`

]

+
[
n + jc+1

p`

]
−

[
jc+1

p`

]
−

[
n

p`

]
+

[
n + jc+1 − jc

p`

]
−

[
jc+1 − jc

p`

]
−

[
n

p`

]

+
[
2n + 1

p`

]
−

[
n + jc + 1

p`

]
−

[
n− jc

p`

]
+

[
n + jc − jc−1

p`

]
−

[
jc − jc−1

p`

]
−

[
n

p`

]

+
[
2n− jc−1

p`

]
−

[
n

p`

]
−

[
n− jc−1

p`

]
+

c−1∑

h=1

([
n + jh − jh−1

p`

]
−

[
jh

p`

]
−

[
n− jh−1

p`

]

+
[
2n− jh−1

p`

]
−

[
2n− jh

p`

]
−

[
jh − jh−1

p`

]))
−

H∑

h=1

vp(fh)

= −1 +
[logp(n)]∑

`=1

U(`) +
∞∑

`=[logp(n)]+1

U(`)−
H∑

h=1

(vp(fh)− [logp(n)]), (11.23)

où U(`) dénote le sommande de la somme sur `. Notons que, si le sommande
vp(fh)− [logp(n)] de la somme sur h est strictement positif, alors forcement fh > n :
comme le multi-ensemble {fh : fh > n} est contenu dans le multi-ensemble E, des
arguments analogues à ceux du Lemme 10 montrent alors que

H∑

h=1

(vp(fh)− [logp(n)]) ≤
∞∑

`=[logp(n)]+1

(
2

[
2n + 1

p`

]
− 2

[
n + jc+1 + 1

p`

]

+
[
n + jc+1

p`

]
+

[
n + jc+1 − jc

p`

]
+

[
2n− j0

p`

])

≤
∞∑

`=[logp(n)]+1

U(`).
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Il nous reste donc à démontrer que
∑[logp(n)]

`=1 U(`) ≥ 1. Compte-tenu de la res-
triction p < n, cette somme est non-vide : comme tous les U(`) sont visiblement
positifs, il suffit donc simplement de démontrer que U(1) ≥ 1. En oubliant plusieurs
termes qui sont toujours positifs, nous allons démontrer l’inégalité plus forte

[
n + jc+1

p

]
−

[
jc+1

p

]
−

[
n

p

]
+

[
n + jc+1 − jc

p

]
−

[
jc+1 − jc

p

]
−

[
n

p

]

+
[
2n + 1

p

]
−

[
n + jc + 1

p

]
−

[
n− jc

p

]
+

[
n + jc − jc−1

p

]
−

[
jc − jc−1

p

]
−

[
n

p

]

+
[
2n− jc−1

p

]
−

[
n

p

]
−

[
n− jc−1

p

]
≥ 1. (11.24)

Pour ce faire, on définit N = {n/p}, J1 = {jc−1/p}, J2 = {jc/p}, J3 = {jc+1/p}.
L’expression à gauche de (11.24) devient alors

[N + J3] + [N + J3 − J2]− [J3 − J2] +
[
2N + 1

p

]
−

[
N + J2 + 1

p

]
− [N − J2]

+ [N + J2 − J1]− [J2 − J1] + [2N − J1]− [N − J1] . (11.25)

Supposons que cette expression soit nulle. Puisque, par hypothèse, N ≥ 2/3, on a
[2N + 1

p ] = 1 et, de plus,

[N + J3] ≥ 0, [N + J3 − J2]− [J3 − J2] ≥ 0,

−
[
N + J2 + 1

p

]
≥ −1, − [N − J2] ≥ 0,

[N + J2 − J1]− [J2 − J1] ≥ 0, [2N − J1] ≥ 0 et − [N − J1] ≥ 0.

Pour que l’expression (11.25) soit nulle, il faut donc que toutes ces inégalités soient
en fait des égalités. En particulier, on a nécessairement

N + J3 < 1, N ≥ J2, 2N − J1 < 1 et N ≥ J1. (11.26)

L’expression [N + J3 − J2] − [J3 − J2] est nulle si et seulement si soit J3 ≥ J2 (et
N+J3−J2 < 1) soit N+J3−J2 < 0. De même, l’expression [N + J2 − J1]−[J2 − J1]
est nulle si et seulement si soit J2 ≥ J1 (et N + J2 − J1 < 1) soit N + J2 − J1 < 0.

Si N+J2−J1 < 0, il s’ensuit de (11.26) que N+J2−J1 ≥ J2 ≥ 0 : contradiction.
Le cas N + J3 − J2 < 0 mène à une contradiction analogue à cause de l’inégalité
J2 ≤ N dans (11.26).

Il reste la possibilité que J3 ≥ J2 ≥ J1. Dans ce cas, en utilisant de nouveau
les inégalités dans (11.26), on a

2N − 1 < J1 ≤ J2 ≤ J3 < 1−N,

c’est-à-dire, N < 2/3, ce qui est de nouveau contradictoire. On a donc bien
U(1) ≥ 1.

Si p ≥ n ou {n/p} /∈ [2/3, 1[, on procède de la même façon, et, dans ce cas, de
nouveau les arguments du Lemme 10 suffisent, c’est-à-dire qu’il n’est pas nécessaire
de les compléter par des considérations additionnelles (comme, par exemple, celles
ci-dessus pour démontrer que U(1) ≥ 1), puisque vp(Φ̃n) = 0 dans ce cas. ¤

Le lemme suivant aussi est utilisé dans la démonstration du Théorème 5 au
chapitre 14.
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Lemme 14. Pour tous entiers H ≥ 0, B ≥ 0, 0 ≤ k ≤ n, et 0 ≤ i1 ≤ i2 ≤
· · · ≤ iB ≤ n− k, le nombre

Φ̃−B+1
n dH

n · 1
H!

∂H

∂εH
R6(n, i1, i2, . . . , iB ; ε)

∣∣∣
ε=0

(11.27)

est un nombre entier, où

R6(n, i1, i2, . . . , iB ; ε) =
iB !

i1! (i2 − i1)! · · · (iB − iB−1)!

×
B∏

j=1

(1− ε)n+k+ij−1

n! (1− ε)k+ij−1

(1 + ε)2n−k−ij

(n− ij + ij−1)! (1 + ε)n−k−ij−1

et i0 = 0.

Démonstration. De nouveau, on suit la démarche de la démonstration du
Lemme 10. Il suffit de montrer que, pour tous nombres entiers 1 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤
fH tels que le multi-ensemble {f1, f2, . . . , fH} soit contenu dans le multi-ensemble

E =
B⋃

j=1

(
[k + ij−1 + 1, n + k + ij−1] ∪ [n− k − ij−1 + 1, 2n− k − ij ]

)

le nombre

Φ̃−B+1
n dH

n

iB !
i1! (i2 − i1)! · · · (iB − iB−1)!

×



B∏

j=1

(
n + k + ij−1

n

)(
2n− k − ij

n− ij + ij−1

)
 1

f1f2 · · · fH
(11.28)

est un nombre entier.
Soit p un nombre premier. En utilisant la notation χ(A) = 1 si A est vrai et

χ(A) = 0 sinon, la valuation p-adique de (11.28) s’écrit sous la forme

− (B − 1) · χ(
p < n et {n/p} ∈ [2/3, 1[

)
+ H · [logp(n)]

+
∞∑

`=1

( [
iB
p`

]
+

B∑

j=1

(
−

[
ij − ij−1

p`

]
+

[
n + k + ij−1

p`

]
−

[
n

p`

]
−

[
k + ij−1

p`

]

+
[
2n− k − ij

p`

]
−

[
n− ij + ij−1

p`

]
−

[
n− k − ij−1

p`

] ))
−

H∑

h=1

vp(fh)

= −(B − 1) · χ(
p < n et {n/p} ∈ [2/3, 1[

)

+
[logp(n)]∑

`=1

U(`) +
∞∑

`=[logp(n)]+1

U(`)−
H∑

h=1

(vp(fh)− [logp(n)]), (11.29)

où U(`) désigne le sommande de la somme sur `.
De nouveau, comme le multi-ensemble {f1, f2, . . . , fH} est contenu dans le

multi-ensemble E, des arguments analogues à ceux du Lemme 10 montrent alors
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que
H∑

h=1

(vp(fh)− [logp(n)]) ≤
∞∑

`=[logp(n)]+1

B∑

j=1

([
n + k + ij−1

p`

]
+

[
2n− k − ij

p`

])
.

(11.30)
Le sommande U(`) est évidemment positif pour tout `. De plus, en vertu de la

condition 0 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ iB ≤ n− k, on a l’égalité
∞∑

`=[logp(n)]+1

U(`) =
∞∑

`=[logp(n)]+1

B∑

j=1

([
n + k + ij−1

p`

]
+

[
2n− k − ij

p`

])
.

Si l’on utilise cette égalité et (11.30) dans (11.29), on voit que l’expression (11.29)
serait positive si l’on pouvait démontrer que

−(B − 1) · χ(
p < n et {n/p} ∈ [2/3, 1[

)
+

[logp(n)]∑

`=1

U(`) ≥ 0.

Cette inégalité est sûrement satisfaite si p ≥ n ou {n/p} /∈ [2/3, 1[ puisque U(`)
est positif pour tout `. Si p < n et {n/p} ∈ [2/3, 1[, en utilisant encore que U(`)
est positif, on voit qu’il suffit de démontrer que U(1) ≥ B − 1. En réarrangeant les
termes dans la définition de U(1), on peut écrire

U(1) =
[
n + k

p

]
−

[
n

p

]
−

[
k

p

]

+
[
2n− k − iB

p

]
+

[
iB
p

]
−

[
n− k

p

]
−

[
iB − iB−1

p

]
−

[
n− iB + iB−1

p

]

+
B−1∑

j=1

( [
n + k + ij

p

]
−

[
n

p

]
−

[
k + ij

p

]
+

[
2n− k − ij

p

]
−

[
n

p

]
−

[
n− k − ij

p

]

+
[
n

p

]
−

[
ij − ij−1

p

]
−

[
n− ij + ij−1

p

] )

Le lemme sera donc démontré si l’on réussit de vérifier que
[
n + k

p

]
−

[
n

p

]
−

[
k

p

]

+
[
2n− k − iB

p

]
+

[
iB
p

]
−

[
n− k

p

]
−

[
iB − iB−1

p

]
−

[
n− iB + iB−1

p

]
≥ 0

(11.31)

et que

B−1∑

j=1

([
n + k + ij

p

]
−

[
n

p

]
−

[
k + ij

p

]
+

[
2n− k − ij

p

]
−

[
n

p

]
−

[
n− k − ij

p

]

+
[
n

p

]
−

[
ij − ij−1

p

]
−

[
n− ij + ij−1

p

])
≥ B − 1. (11.32)

Implicitement, la dernière minoration a déjà été obtenue. En effet, dans la démon-
stration du Lemme 8, on a démontré que l’expression (11.2) est ≥ 1. Cela implique
que la partie du sommande dans la première ligne de (11.32) est ≥ 1. Comme la
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partie du sommande dans la deuxième ligne est évidemment positive, l’inégalité
(11.32) est vérifiée.

Pour démontrer l’inégalité (11.31), on note N = {n/p}, K = {k/p}, I1 =
{(k + iB−1)/p} et I2 = {(k + iB)/p} pour les parties fractionnaires de n/p, k/p,
(k + iB−1)/p et (k + iB)/p. Avec ces notations, le membre de gauche de (11.31)
devient

[N + K] + [2N − I2] + [I2 −K]− [N −K]− [I2 − I1]− [N − I2 + I1] . (11.33)

Supposons que l’expression (11.33) soit strictement négative. Comme on a N ≥ 2/3,
et comme − [I2 − I1]− [N − I2 + I1] ≥ 0, cela implique que

[N + K] = [2N − I2] = [N −K] = 0 et [I2 −K] = −1.

En particulier,

N + K < 1, 2N − I2 < 1, et I2 −K < 0. (11.34)

En vertu de (11.34), on a

3N − 1 < N + I2 < N + K < 1,

ce qui implique N < 2/3, une contradiction. L’inégalité (11.31) est donc vérifiée,
ce qui achève la démonstration du lemme. ¤





CHAPITRE 12

Démonstration du Théorème 1, partie i)

On se place dans le cadre de la Conjecture 1 du paragraphe 2.3. Rappelons que

Sn,A,B,C,r

(
(−1)A

)

= n!A−2Br
∞∑

k=1

(−1)kA 1
C!

∂C

∂kC

( (
k +

n

2

) (k − rn)B
rn(k + n + 1)B

rn

(k)A
n+1

)

= p0,C,n

(
(−1)A

)
+ (−1)C

A∑

l=1

(
C + l − 1

l − 1

)
pl,n

(
(−1)A

)
LiC+l

(
(−1)A

)
.

Les pl,n

(
(−1)A

)
(l ≥ 1) ne dépendent pas de C et leur expression est donnée par

les deux équations (2.13) et (2.15), à savoir

(−1)Brnpl,n

(
(−1)A

)
=

(rn)!2B

n!2rB

n∑

j=0

1
(A− l)!

∂A−l

∂εA−l

(n

2
− j + ε

)

·
(

n!
(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A (
rn + j − ε

rn

)B(
(r + 1)n− j + ε

rn

)B
∣∣∣∣∣
ε=0

.

La partie i) du Théorème 1 découlent donc de la Proposition 6 ci-dessous, où
la restriction analytique 0 ≤ 2Br < A du paragraphe 2.4 n’intervient pas.

Proposition 6. Soient A,B, r des entiers tels que A ≥ 2, B ≥ 1 et r ≥ 0.
Alors, pour tout entier h ≥ 1, la quantité

dh−1
n

(rn)!2B

n!2rB

n∑

j=0

1
h!

∂h

∂εh

( (n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A

·
(

rn + j − ε

rn

)B(
(r + 1)n− j + ε

rn

)B
)∣∣∣∣∣

ε=0

est un nombre entier.

Démonstration. Notons que, en utilisant la notation des Corollaires 3 à 6, il
nous faut démontrer que

dh−1
n

(rn)!2B

n!2rB

1
h!

∂h

∂εh
SA,B,r(n)

∣∣∣
ε=0

est un nombre entier.
Nous allons appliquer les Corollaires 3 et 4 pour traiter le cas A ≥ 2 et B ≥ 2. Le

cas A ≥ 2 et B = 1 se démontrent de la même manière au moyen des Corollaires 5
et 6.

55
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Le Corollaire 3 montre que SA,B,r(n) = ε · (−1)nsA,B,r(n) pour A ≥ 2 pair,
tandis que le Corollaire 4 donne la même identité pour A ≥ 3 impair. Par la suite,
on se concentre sur le cas que A est pair, car les arguments sont complètement
analogues pour l’autre cas. Il s’ensuit que

∂h

∂εh
SA,B,r(n)

∣∣∣
ε=0

= (−1)nh · ∂h−1

∂εh−1
sA,B,r(n)

∣∣∣
ε=0

. (12.1)

Arrangeons les termes qui contiennent ε dans le sommande de sA,B,r(n) donné au
Corollaire 3 en termes des briques (voir les Lemmes 9 et 10 au chapitre 11 pour les
définitions des briques R(. . . ), R1(. . . ) et R2(. . . )) : on a

(rn)!2B

n!r(2B)
sA,B,r(n)

=
∑

0≤i1≤i2≤···≤iA/2+B≤n

(−1)iA/2+B−1+iA/2+BR(0, n + 1;−ε) · (−ε)

·
( r−1∏

q=0

R(n, 0;nq + ε + 1)
)

R(n− iA/2+B , 0; rn + iA/2+B + ε + 2)

·R1(n, iA/2+B , iA/2+B ; ε)R2(n, iA/2+B−1, iA/2+B ; ε)

·R(0, iA/2+B−1 + 1; ε) · ε ·R(0, iA/2+B−1 + 1; ε) · ε
·R(iA/2+B−1, 0; 1 + 2ε)R(iA/2+B−1 − iA/2+B−2, 0;n + 1)

·
(

A/2+B−2∏

k=B

R(ik − ik−1, 0;n + 1)
(

n

ik

)
R(0, ik + 1; ε) · ε ·R(0, n− ik + 1;−ε) · (−ε)

·
(

n

ik

)
R(0, ik + 1; ε) · ε ·R(0, n− ik + 1;−ε) · (−ε)

)

·
(

rn

iB−1 − iB−2

)(
n

iB−1

)
R(0, iB−1 + 1; ε) · ε

·R(0, n− iB−1 + 1;−ε) · (−ε) ·R(n− iB−1, 0; 1− ε)

·
( r∏

q=1

R(n, 0;nq − iB−1 − ε + 1)
)

R(0, n− iB−1 + 1;−ε) · (−ε)

·
(

B−2∏

k=1

(
rn

ik − ik−1

)( r∏
q=1

R(n, 0; nq − ik − ε + 1)
)

·
( r−1∏

q=0

R(n, 0; nq + ik + ε + 1)
))

, (12.2)

On peut donc réécrire la somme sA,B,r(n) comme

(rn)!2B

n!r(2B)
sA,B,r(n) =

∑

0≤i1≤i2≤···≤iA/2+B≤n

C1(i1, . . . , iA/2+B)
M∏

k=1

tk(i1, . . . , iA/2+B),

où chaque C1(i1, . . . , iA/2+B) est un nombre entier et où chaque tk est une brique
élémentaire R(α, β;±ε + K) avec α ≥ β, ou une brique élémentaire R(α, β;±ε)
multipliée par ε avec α < β, ou bien encore une des deux briques spéciales
R1(n, iA/2+B , iA/2+B ; ε) et R2(n, iA/2+B−1, iA/2+B ; ε).
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En vertu de la formule de Leibniz, on en déduit que

(rn)!2B

n!r(2B)

1
h!

∂h

∂εh
SA,B,r(n)

∣∣∣
ε=0

=
(−1)n

(h− 1)!

∑

`1+···+`M=h−1

(h− 1)!
`1! `2! · · · `M !

·
∑

0≤i1≤i2≤···≤iA/2+B≤n

C1(i1, . . . , iA/2+B)
M∏

k=1

∂`k

∂ε`k
tk(i1, . . . , iA/2+B)

∣∣∣
ε=0

= (−1)n
∑

0≤i1≤i2≤···≤iA/2+B≤n

`1+···+`M=h−1

C1(i1, . . . , iA/2+B)
M∏

k=1

1
`k!

∂`k

∂ε`k
tk(i1, . . . , iA/2+B)

∣∣∣
ε=0

.

(12.3)

Grâce aux Lemmes 9 et 10, la quantité

d`k
n

1
`k!

∂`k

∂ε`k
tk(i1, . . . , iA/2+B)

∣∣∣
ε=0

est un nombre entier pour tout k. Le membre de droite de (12.3) multiplié par dh−1
n

est donc lui aussi entier, ce qui achève la démonstration. ¤





CHAPITRE 13

Démonstration du Théorème 1, partie ii)

Nous commençons par écrire (2.14) sous la forme

p0,C,n(X) = −
n∑

j=1

A∑
e=1

(−1)C+Aj+Brn

(
C + e− 1

e− 1

)

·
(

1
(A− e)!

∂A−e

∂εA−e
Tn,A,B,r(j; ε)

∣∣∣
ε=0

) j∑

k=1

Xj−k

ke+C
, (13.1)

avec

Tn,A,B,r(j; ε) =
(rn)!2B

n!2rB

(n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)A

·
(

rn + j − ε

rn

)B(
(r + 1)n− j + ε

rn

)B

.

En spécialisant X = (−1)A et en échangeant les sommations, on a donc

p0,C,n

(
(−1)A

)
= −

A∑
e=1

(−1)C+Brn

(
C + e− 1

e− 1

) n∑

k=1

(−1)Ak

ke+C
qk,n,e,A,B,r

(
(−1)A

)
,

(13.2)
avec

qk,n,e,A,B,r

(
(−1)A

)
=

n∑

j=k

(
1

(A− e)!
∂A−e

∂εA−e
Tn,A,B,r(j; ε)

∣∣∣
ε=0

)
.

Compte-tenu de l’expression (13.2) pour p0,C,n

(
(−1)A

)
, la partie ii) du Théo-

rème 1 découle immédiatement de la proposition suivante. Sa démonstration est
basée sur les Corollaires 1 et 2 du chapitre 9 et, outre les Lemmes 9 et 10, le
Lemme 11 du chapitre 11.

Proposition 7. Fixons les entiers A ≥ 2, B ≥ 0, r ≥ 0 et n ≥ 0. Pour tout
entier k ∈ {1, . . . , n} et tout entier e ∈ {1, . . . , A}, le nombre

2dA−e
n qk,n,e,A,B,r

(
(−1)A

)
.

est un nombre entier qui est divisible par k.

Démonstration. Soit tout d’abord A pair, A ≥ 2. On remarque que
n∑

j=k

Tn,A,B,r(j; ε)

est égal au membre de gauche de (9.1) multiplié par (rn)!2B/n!2rB . En écrivant le
membre de droite de (9.1) en termes de briques élémentaires et spéciales (voir les

59
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Lemmes 9 et 10 au chapitre 11), on voit que qk,n,e,A,B,r (1) est égal à

− 1
(A− e)!

∂A−e

∂εA−e

{
k − ε

2

·
∑

0≤i1≤···≤iA/2+B≤n−k

(−1)iA/2+B−1 (iA/2+B)!
i1! (i2 − i1)! · · · (iA/2+B − iA/2+B−1)!

·



B∏

j=1

( r−1∏
q=0

R(n, 0; k + ij−1 + qn + 1− ε)
)

R1(n, n− k − ij , n− ij + ij−1; ε)




· (−1)k+iB · ε ·R(−k − iB , n− k − iB + 1; ε)

·
(

A/2+B−1∏

j=B+1

ε ·R(−k − ij , n− k − ij + 1; ε)

·
(

n + ij − ij−1

k + ij

)
· (−ε) ·R(0, k + ij + 1;−ε) · ε ·R(0, n− k − ij−1 + 1; ε)

)

· n! (ε)iA/2+B−iA/2+B−1 (1− 2ε)k+iA/2+B−1 (1− ε)n−iA/2+B−1

(1− ε)n (1− 2ε)k−1 (1− ε)k+iA/2+B
(1 + ε)n−k−iA/2+B

}∣∣∣∣∣
ε=0

(13.3)

Pour simplifier, notons R7(n, k, iA/2+B , iA/2+B−1; ε) la fraction dans la dernière
ligne de (13.3).

On s’intéresse à la quantité 2dA−e
n qk,n,e,A,B,r (1) /k, c’est-à-dire qu’il faut mul-

tiplier l’expression (13.3) par 2dA−e
n /k : de façon similaire à la démonstration de la

Proposition 6, on écrit cette nouvelle expression sous la forme

− 2dA−e
n

k

1
(A− e)!

∂A−e

∂εA−e

{
k − ε

2

∑

0≤i1≤···≤iA/2+B≤n−k

C2(i1, . . . , iA/2+B)

·R7(n, k, iA/2+B , iA/2+B−1; ε)
M∏

h=1

th(i1, . . . , iA/2+B)

}∣∣∣∣∣
ε=0

,

où chaque C2(i1, . . . , iA/2+B) est un nombre entier et où chaque th est une brique
élémentaire R(α, β;±ε + K) avec α ≥ β, ou une brique élémentaire R(α, β;±ε)
multipliée par ε avec α < β, ou bien encore une brique spéciale R1(n, n−k− ij , n−
ij + ij−1; ε).
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En vertu de la formule de Leibniz, cette dernière expression peut s’écrire comme

−dA−e
n

{ ∑

`0+···+`M=A−e

1
`0! `1! · · · `M !

∑

0≤i1≤···≤iA/2+B≤n−k

C2(i1, . . . , iA/2+B)

· ∂`0

∂ε`0
R7(n, k, iA/2+B , iA/2+B−1; ε)

M∏

h=1

∂`h

∂ε`h
th(i1, . . . , iA/2+B)

}∣∣∣∣∣
ε=0
(13.4a)

+
dn

k
dA−e−1

n

{ ∑

`0+···+`M=A−e−1

1
`0! `1! · · · `M !

·
∑

0≤i1≤···≤iA/2+B≤n−k

C2(i1, . . . , iA/2+B)
∂`0

∂ε`0
R7(n, k, iA/2+B , iA/2+B−1; ε)

M∏

h=1

∂`h

∂ε`h
th(i1, . . . , iA/2+B)

}∣∣∣∣∣
ε=0

. (13.4b)

On doit distinguer deux cas. Si iA/2+B = iA/2+B−1, alors

R7(n, k, iA/2+B , iA/2+B−1; ε)

se décompose en briques élémentaires,

R7(n, k,iA/2+B , iA/2+B−1; ε) = R7(n, k, iA/2+B , iA/2+B ; ε)

=
n! (1− 2ε)k+iA/2+B

(1− ε)n−iA/2+B−1

(1− ε)n (1− 2ε)k−1 (1− ε)k+iA/2+B
(1 + ε)n−k−iA/2+B

= (−ε) ·R(0, n + 1;−ε) ·R(k + iA/2+B , 0; 1− 2ε)

· (−ε) ·R(0, k + iA/2+B + 1;−ε) ·R(n− iA/2+B − 1, 0; 1− ε)

· (−1)k−1 · ε ·R(−k + 1, n− k − iA/2+B + 1; ε) ·R(k − 1, 0; 1− ε)

· (−2ε) ·R(0, k;−2ε).

Comme dans la démonstration de la Proposition 6, on utilise les Lemmes 9 et
10 et le fait que k divise dn pour en déduire que (13.4a) et (13.4b) restreintes à
iA/2+B = iA/2+B−1 sont des entiers.

Lorsque iA/2+B > iA/2+B−1, on remarque que

R7(n, k, iA/2+B , iA/2+B−1; ε) = ε ·R3(n, k, iA/2+B , iA/2+B−1; ε),

où R3(. . . ) est la brique spéciale définie au Lemme 11 du chapitre 11. Par consé-
quent, pour `0 ≥ 1 on a

1
`0!

∂`0

∂ε`0
R7(n, k, iA/2+B , iA/2+B−1; ε)

∣∣∣∣∣
ε=0

=
1

(`0 − 1)!
∂`0−1

∂ε`0−1
R3(n, k, iA/2+B , iA/2+B−1; ε)

∣∣∣∣∣
ε=0

.

Le Lemme 11 avec m1 = iA/2+B et m2 = iA/2+B−1 joint aux Lemmes 9 et 10 nous
permet alors de conclure que (13.4a) et (13.4b) restreintes à iA/2+B > iA/2+B−1

sont aussi des entiers.
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La démonstration de la proposition dans le cas où A est impair est complètement
analogue. La seule différence est qu’il faut utiliser le Corollaire 2, au lieu du Corol-
laire 1. ¤

Remarque. Pour le lecteur avide d’identités hypergéométriques, indiquons
les identités suivantes, qui correspondent à certains des cas pour A = e de la
Proposition 7 ci-dessus :

qk,n,0,0,0,r(1) = −
n∑

j=k

(n

2
− j

)
=

k

2
(n + k − 1),

qk,n,1,1,0,r(−1) = (−1)k+1
n∑

j=k

(n

2
− j

) (
n

j

)
= (−1)k k

2

(
n

k

)
,

qk,n,2,2,0,r(1) = −
n∑

j=k

(n

2
− j

) (
n

j

)2

=
k

2

(
n

k

)(
n− 1
k − 1

)

et

qk,n,0,0,1,1(1) = −
n∑

j=k

(n

2
− j

)(
n + j

n

)(
2n− j

n

)
=

k

2

(
n + k

n

)(
2n− k + 1

n + 1

)
.

La première est évidemment très facile à montrer et nous avons obtenu les trois
autres avec Maple, qui produit immédiatement les membres de droite lorsqu’on
lui demande de calculer formellement les sommes sur j (cela découle en effet des
formules de sommations (8.1) et (8.2) pour des séries hypergéométriques très bien
équilibrées, connues de Maple). Nous avons réussi à généraliser la présence de ce
facteur k, qui était une voie vers la démonstration complète de la partie ii) du
Théorème 1, ce que nous n’avions pas pu entièrement faire dans [26] : l’identité
d’Andrews s’est avérée être un très bon guide sur ce chemin.



CHAPITRE 14

Démonstration du Théorème 3, partie i), et des
Théorèmes 4 et 5

Bien que le Théorème 3, partie i) soit un cas particulier du Théorème 4, nous
allons en donner une démonstration indépendante, qui donnera l’idée du cas général.
Pour cela, rappelons que la série

Sn,4,2,1,1(1) =
∞∑

k=1

∂

∂k

((
k +

n

2

) (k − n)2n (k + n + 1)2n
(k)4n+1

)
= unζ(4)− vn

permet de constuire une suite d’approximations rationnelles de ζ(4), où

un =
n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

) (
n

j

)4(
n + j

n

)2(2n− j

n

)2

.

La présence implicite des nombres harmoniques ne permet pas de voir immédiate-
ment que ces nombres sont des entiers, ce qui est beaucoup plus visible grâce à
l’identité suivante, qui découle de la Proposition 5 avec A = 4 et B = 2 :

un = (−1)n+1
∑

0≤i≤j≤n

(
n

j

)2(
n

i

)2(
n + j

n

)(
n + j − i

n

)(
2n− i

n

)
.

Il nous faut maintenant prouver que Φ−1
n un est encore entier, où

Φn =
∏

p premier

{n/p}∈[2/3,1[

p.

Lemme 15. Il existe des entiers Cj,n (0 ≤ j ≤ n) tels que

un =
n∑

j=0

(
n + j

n

)(
2n− j

n

)
Cj,n.

Démonstration. Notons que :(
n

j

)(
n + j − i

n

)(
2n− i

n

)
=

(
2n− j

n

)(
2n− i

j − i

)(
n + j − i

j

)
.

Il suffit donc de poser Cj,n = (−1)n+1

(
n

j

) j∑

i=0

(
n

i

)2(2n− i

j − i

)(
n + j − i

j

)
. ¤

Quand on applique le Lemme 8 aux facteurs
(
n+j

n

)(
2n−j

n

)
pour j ∈ {0, . . . , n},

mis en évidence par le lemme précédent, on arrive bien au résultat attendu : Φn

divise un, ce qui est exactement l’énoncé de la partie i) du Théorème 3.
En utilisant les expressions binomiales données par la Proposition 5 au cha-

pitre 8, on obtient plus généralement le Théorème 4.
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Démonstration du Théorème 4. On peut supposer que B ≥ 2, sinon il n’y
a déjà plus rien à montrer. On s’intéresse au nombre

pA−1,n

(
(−1)A

)
=

n∑

j=0

d
dj

(n

2
− j

)(
n

j

)A(
n + j

n

)B(
2n− j

n

)B

,

qui est aussi égal à la quantité Pn(A,B) dans la Proposition 5. Cette dernière
quantité est elle-même égale à pn(A,B), dont la définition est différente selon que
A est pair ou impair. Si A est impair, par un jeu d’écriture similaire au Lemme 15,
on peut reformuler l’expression pour pn(A,B), donnée à la Proposition 5 :

pn(A,B) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤im+B−1≤n

(−1)im+B−1

(
n + im+B−1 − im+B−2

im+B−1

)

·
(

n + im+B−1

n

)(
2n− im+B−1

n

)(
m+B−2∏

k=B

(
n

ik

)(
2n− ik

2n− ik+1

)(
n + ik − ik−1

ik

))

·
(

n

iB−1

)(
2n− iB−1

2n− iB

)(
n

iB−1 − iB−2

)(
B−2∏

k=1

(
n + ik

n

)(
2n− ik

n

)(
n

ik − ik−1

))
,

avec une reformulation similaire de pn(A,B) lorsque A est pair. Or, dans le som-
mande, on remarque la présence du produit

(
n + im+B−1

n

)(
2n− im+B−1

n

) B−2∏

k=1

(
n + ik

n

)(
2n− ik

n

)
.

On applique donc le Lemme 8 du chapitre 11 pour conclure. ¤

Pour démontrer le Théorème 5, en plus des briques R(. . . ), R1(. . . ) et R2(. . . )
déjà utilisées, nous avons aussi besoin des briques spéciales R4(. . . ) et R5(. . . ) qui
apparaissent aux Lemmes 12 et 13.

Esquisse de la démonstration du Théorème 5. Il s’agit essentiellement
de raffiner celle du Théorème 1, donnée aux chapitres 12 et 13. Nous considérons
tout d’abord le cas que A est pair. On peut là aussi supposer que B ≥ 2, sinon il
n’y a déjà plus rien à montrer. Rappelons que, dans ce cas, la clé des démonstra-
tions aux chapitres 12 et 13 était la décomposition en briques (12.2) de la somme
multiple sA,B,r(n) du Corollaire 3 et la décomposition en briques (13.3) de la somme
multiple pour qk,n,e,A,B,r (1) du Corollaire 1.

Considérons tout d’abord la décomposition (12.2). Dans notre cas on a r = 1.
On remarque la présence du produit

B−2∏

k=1

(
n + ik + ε

n

)(
2n− ik − ε

n

)

dans le sommande de sA,B,1(n). Dans (12.2) (avec r = 1), pour k = 1, 2, . . . , B− 2,
on remplace alors le produit des briques

R(n, 0; ik + ε + 1)R(n, 0;n− ik − ε + 1) =
(

n + ik + ε

n

)(
2n− ik − ε

n

)
(14.1)
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par la brique spéciale R4(n, ik; ε) définie au Lemme 12 au chapitre 11. De même,
on remplace le produit

R(n− iA/2+B , 0; rn + iA/2+B + ε + 2) R1(n, iA/2+B , iA/2+B ; ε)

×R2(n, iA/2+B−1, iA/2+B ; ε)R(iA/2+B−1 − iA/2+B−2, 0;n + 1)

×
(

A/2+B−2∏

k=B

R(ik− ik−1, 0; n+1)
(

n

ik

)
R(0, ik +1; ε) · ε ·R(0, n− ik +1;−ε) · (−ε)

)

×R(n− iB−1, 0; 1− ε)R(n, 0; n− iB−1 − ε + 1) R(0, n− iB−1 + 1;−ε) · (−ε)
(14.2)

dans (12.2) (avec r = 1) par

R(n, 0; 1− ε) R5(n, iB−1, iB , . . . , iA/2+B ; ε), (14.3)

où la brique spéciale R5(n, iB−1, iB , . . . , iA/2+B ; ε) est définie au Lemme 13. Puis,
on répète les mêmes arguments que ceux du chapitre 12, avec R4(n, ik; ε) au lieu
de (14.1) et (14.3) au lieu de (14.2), et en utilisant bien sûr le fait que les nombres
(11.18) et (11.21) sont des nombres entiers. La conclusion est finalement l’énoncé
du théorème pour pl,n

(
(−1)A

)
, l ≥ 1, dans le cas que A ≥ 2 pair.

D’autre part, dans la décomposition (13.3) (avec r = 1) on remplace

(iA/2+B)!
i1! (i2 − i1)! · · · (iA/2+B − iA/2+B−1)!

×



B∏

j=1

R(n, 0; k + ij−1 + 1− ε)R1(n, n− k − ij , n− ij + ij−1; ε)


 (14.4)

par
(iA/2+B)!

iB ! (iB+1 − iB)! · · · (iA/2+B − iA/2+B−1)!
R6(n, i1, i2, . . . , iB ; ε), (14.5)

où R6(n, i1, i2, . . . , iB ; ε) est la brique spéciale du Lemme 14. Puis, on répète les
mêmes arguments que ceux du chapitre 13, avec (14.5) au lieu de (14.4), et en
utilisant bien sûr le fait que le nombre (11.27) est un nombre entier. La conclusion
est finalement l’énoncé du théorème pour p0,C,n

(
(−1)A

)
dans le cas que A ≥ 2

pair.
Lorsque A ≥ 3 est impair, il faut utiliser les Corollaires 2 et 4, ainsi qu’une

variante du Lemme 13 adaptée au Corollaire 4. La démonstration de cette variante
étant calquée sur celle du Lemme 13, nous ne rentrons pas dans les détails afin de
ne pas alourdir davantage le texte. ¤





CHAPITRE 15

Démonstration du Théorème 3, partie ii), et du
Théorème 6

Nous commençons avec la partie ii) du Théorème 3. Le cas spécial r = 1, A = 4,
B = 2, C = 1 du Théorème 5 montre déjà que 2Φ̃−1

n d4
nvn est un nombre entier. Pour

achever la démonstration de la partie ii) du Théorème 3, il nous reste à démontrer
que tout nombre premier p, n < p ≤ 3

2n, divise 2d4
nvn. Comme un tel nombre

premier p est premier avec 2dn, il suffit de démontrer que la valuation p-adique
vp(vn) est au moins 1. Pour cela, nous aurons besoin du lemme hypergéométrique
suivant.

Lemme 16. Pour tout nombre entier q ≥ 0, on a

q−1∑

j=0

(
q + j − 1

j

)4(
q − 1

j

)2 (q + j − 1)!2

(2q + j − 1)!2

·
( (q

2
+ j

)(
2H

(3)
j − 2H

(3)
q+j−1

)
+

(
H

(2)
j −H

(2)
q+j−1

)

·
(
− 1 +

(q

2
+ j

)
(6Hj − 6Hq+j−1 + 2H2q+j−1 − 2Hq+j−1)

))
= 0, (15.1)

où les nombres Hj sont les nombres harmoniques et les nombres H
(e)
j sont les

nombres harmoniques généralisés définis par H
(e)
j =

∑j
i=1 1/ie.

Démonstration. On vérifie facilement que la somme à gauche de (15.1) s’ex-
prime sous la forme

1
2

∂

∂ε

∂2

∂η2

(
q−1∑

j=0

(q

2
+ j − ε

) (
q + j − 1

j

)

· (1− 2ε)q+j−1

(1− 2ε)j (q − 1)!
(1− ε− η)q+j−1

(1− ε− η)j (q − 1)!
(1− ε + η)q+j−1

(1− ε + η)j (q − 1)!

· (q − 1)!
(1− ε)j (q − j − 1)!

(q − 1)!
(1− ε)j (1 + 2ε)q−j−1

(1− ε)2q+j−1

(2q + j − 1)! (1− 2ε)2q+j−1

)∣∣∣∣∣
ε=η=0

,

(15.2)
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soit en notation hypergéométrique :

1
2

∂

∂ε

∂2

∂η2

(
(1− ε)q−1

2 (1− ε− η)q−1 (1− ε + η)q−1

4 (q − 1)! (2q − 1)! (1 + 2ε)q−1 (1− 2ε + q)q−1

× 9F8

[
q − 2ε, 1 + q

2 − ε, 1− 2ε− q, q − ε− η, q − ε + η,
q
2 − ε, 2q, 1− ε + η, 1− ε− η,

q, q − ε, q − ε, 1− q
1− 2ε, 1− ε, 1− ε, 2q − 2ε

; 1
] )∣∣∣∣∣

ε=η=0

.

Notons f(ε, η) le terme entre parenthèses. Nous allons démontrer que f(ε, η) est
une fonction paire de ε, c’est-à-dire, que f(ε, η) = f(−ε, η). Il est clair que cela
implique l’énoncé.

La démonstration de cette symétrie est basée sur la transformation de Bailey
entre deux séries 9F8 très bien équilibrées (voir [44, (2.4.4.1)]) :

9F8

[
a, 1 + a

2 , b, c, d, e, f,
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e, 1 + a− f,

2 + 3a− b− c− d− e− f + N,−N
−1− 2a + b + c + d + e + f −N, 1 + a + N

; 1
]

=
(1 + a)N (2 + 2a− b− c− d− e)N (2 + 2a− b− c− d− f)N (1 + a− e− f)N

(2 + 2a− b− c− d)N (1 + a− e)N (1 + a− f)N (2 + 2a− b− c− d− e− f)N

× 9F8

[
1 + 2a− b− c− d, 3

2 + a− b
2 − c

2 − d
2 , 1 + a− c− d, 1 + a− b− d,

1
2 + a− b

2 − c
2 − d

2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 2 + 2a− b− c− d− e,

1 + a− b− c, e, f, 2 + 3a− b− c− d− e− f + N,−N
2 + 2a− b− c− d− f,−a + e + f −N, 2 + 2a− b− c− d + N

; 1
]

, (15.3)

où N est un entier positif. On applique cette transformation à la série 9F8 dans la
définition de f(ε, η) : on obtient l’expression équivalente

(1 + ε)q−1
2 (1− ε− η)q−1 (1− ε + η)q−1

4 (2q − 1)! (1− 2ε)q−1 (1 + 2ε)q−1 (q + 1)q−1

× 9F8

[
q, 1 + q

2 , 1− q, q − ε, q − ε, q + ε− η, q + ε + η, q, 1− q
q
2 , 2q, 1 + ε, 1 + ε, 1− ε + η, 1− ε− η, 1, 2q

; 1
]

pour f(ε, η). Si l’on applique la transformation de Bailey une deuxième fois, on
arrive exactement à f(−ε, η). ¤

Démonstration de la partie ii) du Théorème 3. Soit p un nombre pre-
mier, n < p ≤ 3

2n. Si n = 2, on peut vérifier l’énoncé directement. Nous pouvons
donc désormais supposer que p > 3.

En utilisant la formule (13.1) pour r = 1, A = 4, B = 2 et C = 1, on obtient
que vn est donné par l’expression

vn =
1
2

n∑

j=0

4∑
e=1

e

(4− e)!
∂4−e

∂ε4−e

((n

2
− j + ε

) (
n!

(1− ε)j (1 + ε)n−j

)4

·
(

n + j − ε

n

)2(2n− j + ε

n

)2
)∣∣∣∣∣

ε=0

·
(
H

(e+1)
j + (−1)e+1H

(e+1)
n−j

)
. (15.4)
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Nous voulons démontrer que la valuation p-adique de cette expression est au moins
1. Pour faciliter le calcul, on fait deux remarques :

(R1) On peut à volonté multiplier ou diviser l’expression (15.4) par des nombres
qui sont premiers avec p, et la valuation p-adique de l’expression obtenue sera
au moins 1 si et seulement si c’est vrai pour l’expression originelle.

(R2) On peut à volonté remplacer un nombre x par un nombre y dans (15.4) si
vp(x−y) ≥ 1, et la valuation p-adique de l’expression obtenue sera au moins 1
si et seulement si c’est vrai pour l’expression originelle. Cette remarque vaut
puisque, après un instant de réflexion, on se convainc qu’aucun dénominateur
dans (15.4) n’est divisible par p.

Nous rappelons maintenant que le Lemme 8 du chapitre 11 montre que p divise
le produit

(
n+j

n

)(
2n−j

n

)
pour tout j, 0 ≤ j ≤ n. C’est en fait complètement évident

pour un nombre premier p entre n+1 et 3
2n puisque vp

(
(2n−j)!) = 1 pour j ≤ n/2

et vp

(
(n + j)!) = 1 pour j ≥ n/2. Il s’ensuit que

vp

(
∂

∂ε

((
n + j − ε

n

)2(2n− j + ε

n

)2
)∣∣∣∣∣

ε=0

)
≥ 1, (15.5)

1
2

∂2

∂ε2

((
n + j − ε

n

)2(2n− j + ε

n

)2
)∣∣∣∣∣

ε=0

=
1
p2

(
n + j

n

)2(2n− j

n

)2

+ N1, (15.6)

où vp(N1) ≥ 1, et

1
6

∂3

∂ε3

((
n + j − ε

n

)2(2n− j + ε

n

)2
)∣∣∣∣∣

ε=0

=
1
p2

(
n + j

n

)2(2n− j

n

)2(
2Hj − 2Hn−j + 2H2n−j

+
2 · (χ(j > n/2)− χ(j < n/2))

p
− 2Hn+j

)
+ N2, (15.7)

où vp(N2) ≥ 1, et, comme auparavant, χ(A) = 1 si A est vrai et χ(A) = 0 sinon.
En appliquant le Lemme 8 et le fait (15.5) dans (15.4), en combinaison avec la
remarque (R2), on obtient que les valuations p-adiques des sommandes pour e = 4
et e = 3 sont au moins 1. Ensuite on applique la formule de Leibniz pour calculer les
dérivées des sommandes pour e = 2 et e = 1. En utilisant de nouveau le Lemme 8,
puis les faits (15.5)–(15.7) en combinaison avec la remarque (R2), on conclut que
la valuation p-adique de vn est au moins 1 si et seulement si la valuation p-adique
de

n∑

j=0

2
(n

2
− j

)(
n

j

)4 1
p2

(
n + j

n

)2(2n− j

n

)2

·
(
H

(3)
j −H

(3)
n−j

)

+
n∑

j=0

(n

2
− j

) (
n

j

)4 1
p2

(
n + j

n

)2(2n− j

n

)2

·
(
H

(2)
j + H

(2)
n−j

)

·
(

6Hj − 6Hn−j + 2H2n−j +
2 · (χ(j > n/2)− χ(j < n/2))

p
− 2Hn+j +

1
n
2 − j

)
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est au moins 1. En utilisant le Lemme 8 une dernière fois, on remarque que, dans
ces deux sommes, les sommandes pour p − n ≤ j ≤ 2n − p sont divisibles par p.
De plus, les sommes partielles

∑p−n−1
j=0 et

∑n
j=2n−p sont égales, ce que l’on peut

vérifier en faisant la substitution j → n − j. On en conclut que vp(vn) ≥ 1 si et
seulement si la valuation p-adique de

p−n−1∑

j=0

2
(n

2
− j

) (
n

j

)4 1
p2

(
n + j

n

)2(2n− j

n

)2

·
(
H

(3)
j −H

(3)
n−j

)

+
p−n−1∑

j=0

(n

2
− j

) (
n

j

)4 1
p2

(
n + j

n

)2(2n− j

n

)2

·
(
H

(2)
j + H

(2)
n−j

)

·
(

6Hj − 6Hn−j + 2H2n−j − 2
p
− 2Hn+j +

1
n
2 − j

)
(15.8)

est au moins 1.
Écrivons p = n + q. On vérifie facilement que

(
n

j

)
≡ (−1)j

(
q + j − 1

j

)
(mod p), (15.9)

(
n + j

n

)
=

(
n + j

j

)
≡ (−1)j

(
q − 1

j

)
(mod p), (15.10)

et

n!
p

(
2n− j

n

)
=

(n− j + 1)(n− j + 2) · · · (2n− j)
p

≡ (−1)q+1(q + j − 1)! (2q + j − 1)!−1 (mod p). (15.11)

Puis, en groupant par deux les termes dans la définition du nombre harmonique
Hp−1, on remarque que vp(Hp−1) ≥ 1. Par la même raison on a vp

(
H

(3)
p−1

)
≥ 1.

Nous prétendons que l’on a aussi vp

(
H

(2)
p−1

)
≥ 1 si p > 3. En effet, on a

p−1∑

i=1

i2 =
(p− 1) p (2p− 1)

6
,

ce qui implique que la somme des restes quadratiques modulo p est divisible par p
si p > 3. Comme l’ensemble des réciproques des restes quadratiques modulo p est
le même que l’ensemble des restes quadratiques modulo p, l’énoncé vp

(
H

(2)
p−1

)
≥ 1
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en découle1. Pour 0 ≤ j ≤ q = p− n, on a donc

Hn−j = Hp−1 −
(

1
p− q − j + 1

+
1

p− q − j + 2
+ · · ·+ 1

p− 1

)

= Hq+j−1 + N3, (15.12)

Hn+j = Hp−1 −
(

1
p− q + j + 1

+
1

p− q + j + 2
+ · · ·+ 1

p− 1

)

= Hq−j−1 + N4, (15.13)

H2n−j − 1
p

= Hp−1 +
(

1
p + 1

+
1

p + 2
+ · · ·+ 1

2p− 2q − j

)

= Hp−1 +
(

1
p + 1

+
1

p + 2
+ · · ·+ 1

2p− 1

)

−
(

1
2p− 2q − j + 1

+
1

2p− 2q − j + 2
+ · · ·+ 1

2p− 1

)

= H2q+j−1 + N5, (15.14)

H
(2)
n−j = H

(2)
p−1 −

(
1

(p− q − j + 1)2
+

1
(p− q − j + 2)2

+ · · ·+ 1
(p− 1)2

)

= −H
(2)
q+j−1 + N6, (15.15)

H
(3)
n−j = H

(3)
p−1 −

(
1

(p− q − j + 1)3
+

1
(p− q − j + 2)3

+ · · ·+ 1
(p− 1)3

)

= H
(3)
q+j−1 + N7, (15.16)

où N3, N4, N5, N6, N7 sont des nombres dont la valuation p-adique est au moins 1.
En substituant (15.9)–(15.16) dans (15.8), on obtient que vp(vn) ≥ 1 si et seulement
si la valuation p-adique de

q−1∑

j=0

2
(
−q

2
− j

) (
q + j − 1

j

)4(
q − 1

j

)2 (q + j − 1)!2

(2q + j − 1)!2
·
(
H

(3)
j −H

(3)
q+j−1

)

+
q−1∑

j=0

(
−q

2
− j

) (
q + j − 1

j

)4(
q − 1

j

)2 (q + j − 1)!2

(2q + j − 1)!2
·
(
H

(2)
j −H

(2)
q+j−1

)

·
(

6Hj − 6Hq+j−1 + 2H2q+j−1 − 2Hq−j−1 − 1
q
2 + j

)

est au moins 1. Or cette dernière expression est l’opposée du membre de gauche
dans (15.1), qui, selon le Lemme 16, vaut 0. La valuation p-adique de vn est donc
au moins 1. ¤

Pour la démonstration du Théorème 6, l’approche est similaire. Le cas spécial
r = 1, A = 4, B = 2, C = 3 du Théorème 5 montre déjà que 2Φ̃−1

n d6
np0,3,n (1)

est un nombre entier. Pour achever la démonstration du Théorème 6, il nous reste
à démontrer que pour tout nombre premier p, n < p ≤ 3

2n, la valuation p-adique

1Les énoncés sur Hp−1 et H
(2)
p−1 sont bien sûr des corollaires du théorème de Wolstenholme

(voir [21, Chapter VII]), qui affirme que vp(Hp−1) ≥ 2 si p > 3 et vp

(
H

(2)
p−1

)
≥ 1 si p ≥ 3.
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de p0,3,n (1) est au moins 1. Pour cela, nous avons besoin d’un autre lemme hy-
pergéométrique.

Lemme 17. Pour tout nombre entier q ≥ 0, on a

q−1∑

j=0

(
q + j − 1

j

)4(
q − 1

j

)2 (q + j − 1)!2

(2q + j − 1)!2

((q

2
+ j

)(
4H

(5)
j − 4H

(5)
q+j−1

)

+
(
H

(4)
j −H

(4)
q+j−1

)(
−1+

(q

2
+ j

)
(6Hj−6Hq+j−1+2H2q+j−1−2Hq+j−1)

))
= 0.

(15.17)

Esquisse de la démonstration. Soit f(ε, η1, η2) la somme donnée par

q−1∑

j=0

(q

2
+ j − ε

) (
q + j − 1

j

)
(1− 2ε)q+j−1

(1− 2ε)j (q − 1)!
(1− ε− η1)q+j−1

(1− ε− η1)j (q − 1)!

· (1− ε + η1)q+j−1

(1− ε + η1)j (q − 1)!
(q − 1)!

(1− ε− η2)j (q − j − 1)!

· (q − 1)!
(1− ε + η2)j (1 + 2ε)q−j−1

(1− ε− η2)q+j−1

(2q + j − 1)!
(1− ε + η2)q+j−1

(1− 2ε)2q+j−1
.

On peut vérifier que la somme à gauche de (15.17) est égale à

1
12

∂

∂ε

∂4

∂η4
1

f(ε, η1, η2)
∣∣∣
ε=η1=0

− 1
4

∂

∂ε

∂2

∂η2
1

∂2

∂η2
2

f(ε, η1, η2)
∣∣∣
ε=η1=η2=0

. (15.18)

Évidemment, la somme notée f(ε, η) dans (15.2) n’est rien d’autre que f(ε, η, 0).
En effet, f(ε, η1, η2) peut s’aussi exprimer comme une série 9F8 très bien équilibrée.
On démontre alors de la même façon que lors de la démonstration du Lemme 16
que f(ε, η1, η2) = f(−ε, η1, η2). De nouveau, on a besoin d’une double application
de la transformation (15.3) de Bailey pour le faire. Les termes dans (15.18) sont
donc nuls, ce qui implique l’énoncé. ¤

Esquisse de la démonstration du Théorème 6. On suit la démarche de
la démonstration de la partie ii) du Théorème 3 ci-dessus. C’est-à-dire, soit p un
nombre premier, n < p ≤ 3

2n. On part de l’expression (13.1) (avec r = 1, A = 4,
B = 2, C = 3) pour p0,3,n (1), et ensuite on réduit l’expression obtenue en utilisant
les remarques (R1) et (R2) dans la démonstration précédente. Le résultat de la
réduction sera le membre de gauche de (15.17), au signe près. On conclut comme
auparavant que la valuation p-adique de p0,3,n (1) est au moins 1, ce qui achève la
démonstration du théorème. ¤

Remarque. Le Théorème 3, partie ii), et le Théorème 6 sont extrêmement
spéciaux. En effet, quand on regarde l’expression (2.14), il est évident que l’on ne
peut espérer une telle améloriation du Théorème 5 que lorsqu’il n’y a pas trop de
dérivées, c’est-à-dire lorsque A est petit (dans ces deux théorèmes, on a A = 4). Mais
cela ne suffit pas. Il faut aussi les deux identités hypergéométrico-harmoniques aux
Lemmes 16 et 17, qui dépendent fortement de la possibilité d’une écriture compacte
de la somme en question comme une somme de dérivées (voir (15.2) et (15.18)) et de
la cöıncidence �miraculeuse � que la fonction à laquelle on applique les dérivées soit
paire, ce que l’on a démontré en utilisant la transformation (15.3) de Bailey. Or, si
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C est pair, une écriture comme somme de dérivées ne semble pas d’être possible. En
particulier, c’est la raison pour laquelle cette approche ne marche pas pour C = 2,
et, comme on l’a déjà mentionné au chapitre 3, on peut vérifier numériquement
qu’une telle amélioration du Théorème 5 n’a pas lieu.

D’autre part, pour C ≥ 4, il serait nécessaire d’introduire davantage de pa-
ramètres auxiliaires (comme η dans la démonstration du Lemme 16 et η1 et η2

dans la démonstration du Lemme 17). Or, il n’y a plus la place de le faire et, là
aussi, on ne sait pas comment exprimer la somme comme somme de dérivées. De
nouveau, les expériences indiquent qu’une telle amélioration du Théorème 5 n’a pas
lieu pour C ≥ 4.





CHAPITRE 16

Encore un peu d’hypergéométrie

Nous démontrons dans ce chapitre que l’on peut démontrer l’équivalence1 de
la série de Beukers, Gutnik et Nesterenko (2.1) et de la série de Ball (2.5) di-
rectement, à l’aide des identités classiques pour les séries hypergéométriques, et
de même l’équivalence des séries (2.2) et (2.8) pour ζ(2). Cela constitue une al-
ternative attractive à la démonstration de Zudilin [54] qui utilise l’algorithme de
Gosper–Zeilberger.2

Nous commençons avec la série de Ball

Bn = n!2
∞∑

k=1

(
k +

n

2

) (k − n)n(k + n + 1)n

(k)4n+1

=
n!7(3n + 2)!
2(2n + 1)!5 7F6

[
3n + 2, 3

2n + 2, n + 1, n + 1, n + 1, n + 1, n + 1
3
2n + 1, 2n + 2, 2n + 2, 2n + 2, 2n + 2, 2n + 2 ; 1

]
,

que l’on écrit comme la limite suivante :

Bn = lim
ε→0

n!7(3n + 2)!
2(2n + 1)!5 7F6

[
3n + 2ε + 2, 3

2n + ε + 2, n + ε + 1, n + ε + 1,
3
2n + ε + 1, 2n + ε + 2, 2n + ε + 2,

n + ε + 1, n + ε + 1, n + ε + 1
2n + ε + 2, 2n + ε + 2, 2n + ε + 2 ; 1

]
.

1Par � équivalence � nous entendons deux choses : premièrement, que les valeurs de deux séries
sont égales et, deuxièmement, une vérification directe (qui n’utilise surtout pas l’irrationalité de
ζ(3)) que les décompositions en combinaisons linéaires de 1 et ζ(3), que l’on obtient en appliquant
la démarche classique, sont identiques.

2Dans [54, dernier paragraphe], Zudilin donne aussi une autre démonstration � classique � de
l’égalité des valeurs de ces deux séries (mais pas de l’égalité des décompositions en combinaisons
linéaires de 1 et ζ(3)) en utilisant une identité intégrale due à Bailey. Cette démonstration est
essentiellement équivalente à celle donnée ici, une fois constaté, après application du théorème des
résidus, que l’intégrale dans l’identité de Bailey peut s’écrire comme somme de deux séries 4F3.
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À cette série, on applique alors la version non terminée de la transformation de
Whipple, due à Bailey (voir [44, (2.4.4.3)]) :

7F6

[
a, 1 + a

2 , b, c, d, e, f
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e, 1 + a− f

; 1
]

=
Γ(1 + a− d) Γ(1 + a− e) Γ(1 + a− f) Γ(1 + a− d− e− f)
Γ(1 + a) Γ(1 + a− d− e) Γ(1 + a− d− f) Γ(1 + a− e− f)

× 4F3

[
1 + a− b− c, d, e, f

1 + a− b, 1 + a− c,−a + d + e + f
; 1

]

+
Γ(1 + a− b) Γ(1 + a− c) Γ(1 + a− d) Γ(1 + a− e) Γ(1 + a− f)

Γ(1 + a) Γ(1 + a− b− c) Γ(d) Γ(e)

× Γ(2 + 2 a− b− c− d− e− f) Γ(−1− a + d + e + f)
Γ(2 + 2 a− b− d− e− f) Γ(2 + 2 a− c− d− e− f) Γ(f)

× 4F3

[
1 + a− d− e, 1 + a− d− f, 1 + a− e− f, 2 + 2 a− b− c− d− e− f

2 + 2 a− b− d− e− f, 2 + 2 a− c− d− e− f, 2 + a− d− e− f
; 1

]
.

(16.1)

De la sorte, on obtient l’expression

Bn = lim
ε→0

1
2ε

( ∞∑

k=1

(k − n)n (k − n− ε)n

(k)2n+1

−
∞∑

k=1

(k − n)n (k − n + ε)n

(k + ε)2n+1

)
,

soit, en utilisant le Théorème de l’Hôpital,

Bn = −1
2

∞∑

k=1

∂

∂ε

(k − n + ε)2n
(k + ε)2n+1

∣∣∣∣∣
ε=0

,

ce qui est exactement la moitié de la série de Beukers, Gutnik et Nesterenko (2.1).
(Pour un q-analogue de ces séries et de cette démonstration, voir [28, Par. 4.2].)

L’égalité du coefficient an d’Apéry (voir (2.3)) et du coefficient an de Ball
(voir (2.6)) vient directement en spécialisant la transformation de Whipple (6.2) en
a = n + 1, b = −n + ε, c = n + ε + 1, d = −n, e = 1 et f = 1 + 2ε, et ensuite en
faisant tendre ε vers 0. De la sorte, on obtient an à gauche et, encore en vertu de la
formule de l’Hôpital, le coefficient an à droite. Il découle de ces deux égalités que
les coefficients bn/2 et bn sont égaux.

Considérons maintenant les séries (2.2) et (2.8). En termes hypergéométriques,
la série (2.2) s’écrit sous la forme

(−1)n n!4

(2n + 1)!2
3F2

[
n + 1, n + 1, n + 1

2n + 2, 2n + 2 ; 1
]

,

alors que la série (2.8) s’écrit sous la forme

−(−1)n n!5 (3n + 2)!
2 (2n + 1)!4

6F5

[
3n + 2, 3n

2 + 2, n + 1, n + 1, n + 1, n + 1
3n
2 + 1, 2n + 2, 2n + 2, 2n + 2, 2n + 2 ;−1

]
.

En spécialisant a = 3n+2, b = c = d = e = n+1 dans (8.3) (une transformation qui
est en fait un cas limite de la transformation (16.1), ce que l’on voit en restreignant f
aux valeurs entières négatives, et en faisant ensuite tendre f vers −∞), on constate
que l’opposée de (2.8) est la moitié de (2.2).
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Comme on l’a déjà remarqué, l’égalité des coefficients αn et pn est le contenu
de la Proposition 2 spécialisée en A = 3. Il s’ensuit que les coefficients −βn/2 et qn

sont égaux.





CHAPITRE 17

Perspectives

Dans ce chapitre de conclusion, nous présentons quelques problèmes ouverts, ou
en cours de résolution, que l’on peut essayer d’aborder par les méthodes introduites
dans cet article.

17.1. Les séries asymétriques de Zudilin

Pour démontrer l’irrationalité d’au moins un des nombres ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11),
Zudilin [56] a utilisé la série dérivée suivante, qui est une perturbation des séries
du type (2.10) (voir aussi [16], à qui nous empruntons la formulation ci-dessous) :

Zn =
10∏

u=1

((13 + 2u)n)!
(27n)!6

∞∑

k=1

1
2

∂2

∂k2

((
k +

37n

2

)
(k − 27n)327n(k + 37n + 1)327n∏10
u=1(k + (12− u)n)(13+2u)n+1

)
.

Il existe des rationnels zj,n (j = 0, 1, . . . , 4) tels que Zn = z0,n +
∑4

j=1 zj,nζ(2j +3)
et 2d3

35nd34nd8
33nzj,n ∈ Z. Numériquement, il semble que l’on ait ici aussi une

conjecture des dénominateurs :

2d3
35nd34nd7

33nzj,n ∈ Z, (17.1)

c’est-à-dire que l’on peut espérer gagner un facteur d33n. Stricto sensu, Zudilin ne
prouve pas cette conjecture mais la contourne en montrant qu’il existe un entier
Φ̂n tel que1

2d3
35nd34nd8

33nΦ̂−1
n zj,n ∈ Z. (17.2)

Puisque d33n < Φ̂n, l’estimation (17.2) est meilleure que celle prédite par la seule
conjecture des dénominateurs (17.1), et elle suffit à montrer le théorème envisagé.

Néanmoins, en oubliant ce facteur Φ̂n qui joue un rôle à part, Zudilin énonce
une conjecture très générale sur le dénominateur commun aux coefficients des com-
binaisons linéaires de valeurs de zêta que l’on peut construire à l’aide de ce type de
séries � asymétriques � : voir [56, paragraphe 9] pour l’énoncé de cette conjecture.
Comme les coefficients des séries asymétriques considérées par Zudilin s’expriment
encore comme des séries hypergéométriques très bien équilibrées, on peut leur ap-
pliquer nos Théorèmes 8 et 9 et les exprimer sous forme de sommes multiples. La
difficulté majeure pour en déduire le dénominateur conjecturé par Zudilin réside
dans le sommande de la somme multiple ainsi obtenue, qu’il semble très compliqué
d’arranger sous forme d’une décomposition en briques élémentaires ou spéciales.

Par ailleurs, sous cette forme, cette conjecture n’est probablement pas assez
forte pour une éventuelle application diophantienne, puisque, comme remarqué ci-
dessus, sur l’exemple de la série Zn, on a d33n < Φ̂n. Il est donc en fait essentiel

1Le facteur Φ̂n cöıncide essentiellement avec notre Φ̃n quand on spécialise la construction de
Zudilin au cas des séries � symétriques � considérées dans cet article, ce qui donne encore plus de
poids aux observations numériques faites au chapitre 3 entre les Théorèmes 5 et 6.
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de généraliser notre Théorème 5, c’est-à-dire de déterminer dans chaque situation
des entiers Φ̌n tels que, en poursuivant sur l’exemple de ce paragraphe, l’on ait
Φ̂n ≤ d33nΦ̌n et

2d3
35nd34nd7

33nΦ̌−1
n zj,n ∈ Z,

ce qui serait alors au moins aussi bon que l’estimation (17.2).

17.2. La conjecture des dénominateurs liée aux valeurs de la fonction
beta

La fonction beta est définie par la série de Dirichlet

β(s) =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)s
,

dont il est bien connu que les valeurs aux entiers impairs j sont dans Qπj . En
revanche, rien n’était connu sur la nature arithmétique des valeurs de beta aux
entiers pairs, avant l’article [43] où il est démontré que : � une infinité des nombres
β(j), j ≥ 2 pair, sont linéairement indépendants sur Q � et � au moins un des
sept nombres β(2), β(4), . . . , β(14) est irrationnel � . La méthode est basée sur la
construction de combinaisons linéaires en les valeurs de beta au moyen, de nou-
veau, de certaines séries hypergéométriques très bien équilibrées, éventuellement
dérivées. Par exemple, la série suivante produit des approximations rationnelles de
la constante de Catalan G = β(2) :

Gn = n!
∞∑

k=1

(−1)k

(
k +

n− 1
2

)
(k − n)n(k + n)n(

k − 1
2

)3

n+1

= enG− fn,

où 24nd2nen et 24nd3
2nfn sont entiers. Il apparâıt numériquement que 24nen et

24nd2
2nfn sont déjà entiers (voir [43, fin du paragraphe 9]), ce qui a été confirmé

par le deuxième auteur dans [42] par une méthode très indirecte d’approximation
de Padé. (Voir [58] pour une démonstration � asymptotique �.) Ce raffinement
demeure néanmoins insuffisant pour montrer l’irrationalité de G.

Bien que cela ne soit mentionné ni dans [43] ni dans [42], on peut formuler une
conjecture des dénominateurs pour les séries de [43] tout aussi générale que celle
de Zudilin [56]. En utilisant les techniques de cet article, nous sommes capables de
démontrer cette conjecture pour les analogues de nos coefficients p0,C,n

(
(−1)A

)
et

pl,n

(
(−1)A

)
dans le cas des séries � symétriques � :

n!A−2Br
∞∑

k=1

1
C!

∂C

∂kC




(
k +

n− 1
2

)
(k − rn)B

rn(k + n)B
rn(

k − 1
2

)A

n+1


 (−1)kA.

Il est évident que notre approche s’applique aussi à ces séries (légérement différentes
des séries Sn,A,B,C,r

(
(−1)A

)
de notre article) puisqu’elles sont aussi des séries très

bien équilibrées. Si, toutefois, on parvenait à démontrer la totalité de cette conjec-
ture, on pourrait alors peut-être démontrer l’irrationalité d’au moins un des six
nombres β(2), β(4), . . . , β(12). Nous envisageons de revenir à ces questions dans
une publication future.
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17.3. La q-conjecture des dénominateurs

Définissons, pour tous q et s tels que |q| < 1 et s ≥ 1, la série

ζq(s) =
∞∑

k=1

ks−1 qk

1− qk
,

qui est un q-analogue de ζ(s) au sens suivant :

lim
q→1

(1− q)sζq(s) = (s− 1)! ζ(s).

En dehors du cas s = 1, la nature arithmétique des valeurs de ζq(s) aux en-
tiers s impairs était totalement inconnue, jusqu’à l’article [28] où les versions q-
analogiques de certains des théorèmes rappelés au chapitre 2 ont été établies :
pour tout q 6= ±1 tel que 1/q ∈ Z, � une infinité des nombres ζq(j), j ≥ 1 im-
pair, sont linéairement indépendants sur Q � et � au moins un des cinq nombres
ζq(3), ζq(5), ζq(7), ζq(9), ζq(11) est irrationnel �.

Les démonstrations sont basées sur l’étude d’une série hypergéométrique ba-
sique similaire à celles de cet article, mais qui n’est cependant pas toujours très
bien équilibrée. Il est indiqué au dernier paragraphe de [28] que pour démontrer les
mêmes théorèmes, on aurait tout aussi bien pu utiliser une autre série basique très
bien équilibrée, qui redonne la série S̄n,A,r(1) du paragraphe 2.2, lorsque q tend vers
1. Avec cette série alternative, apparâıt alors une q-conjecture des dénominateurs,
dont la preuve permettrait de montrer l’irrationalité d’au moins un des quatre
nombres ζq(3), ζq(5), ζq(7), ζq(9). Or des versions q-analogiques de nos Théorèmes 8
et 9 sont connues : comme nous l’avons mentionné au chapitre 6, Andrews a en
fait démontré un q-analogue du Théorème 8 dans [3], et un q-analogue de la
transformation (6.6) (ici nécessaire pour déduire le Théorème 9 du Théorème 8)
est aussi connu (voir [18, (2.10.4) ; Appendix (III.15)]). Il est donc possible que
l’on puisse démontrer cette q-conjecture des dénominateurs plus facilement que les
autres conjectures mentionnées dans ce chapitre.

17.4. La version non-terminée des identités gigantesques

Le chapitre 16 présente des identités pour des séries infinies qui relient des
séries � à mauvais � dénominateurs (plus précisément, la série de Ball Bn pour
ζ(3) et la série (2.8) pour ζ(2)) aux séries � à bons � dénominateurs. On peut aussi
considérer que le théorème de Zudilin [55, paragraphe 8], liant les intégrales de
Vasilyev à une série hypergéométrique très bien équilibrée, est une identité de ce
type : en effet, comme nous l’avons expliqué au chapitre 7, les intégrales de Vasilyev
se développent naturellement en une série multiple infinie et c’est la comparaison
des deux membres de l’identité de Zudilin qui nous a permis de deviner certaines
propositions au chapitre 8.

Il est donc envisageable que ce type d’identités puisse fournir une approche plus
simple et/ou globale pour les diverses conjectures des dénominateurs. Dans ce but,
il est donc utile d’obtenir les versions non-terminées de nos Théorèmes 8 et 9, ou
même plus simplement de certaines de leurs spécialisations. De fait, dans le cas du
Théorème 8, nous avons déjà obtenu une telle version non-terminée (voir [27]), qui
nous a permis de donner une nouvelle démonstration purement hypergéométrique
du théorème de Zudilin mentionné ci-dessus.
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On ne doit cependant pas négliger le fait que l’approche par les séries hy-
pergéométriques multiples présente pour le moment de sérieuses difficultés. Pour
les décrire, nous avons besoin d’introduire les nombres polyzêtas, définis par

ζ(j) =
∑

1≤ks<···<k1

1
kj1
1 kj2

2 · · · kjs
s

,

où s ≥ 1 et j = (j1, j2, . . . , js) est un s-uplet d’entiers ≥ 1, avec j1 ≥ 2 (voir [50]
pour une introduction aux propriétés de ces nombres). L’intégrale de Vasilyev de
dimension E ≥ 2, écrite sous forme d’intégrale de Sorokin, se développe en une série
hypergéométrique multiple Sn. Son sommande est une fraction rationnelle que l’on
décompose en éléments simples pour obtenir

Sn = p0,n +
∑

j∈J

pj,n ζ(j),

où J est un certain ensemble fini (ne dépendant pas de n) de s-uplets avec s variant
entre 1 et E, et pj,n sont des rationnels, ainsi que p0,n. Il est extrêmement difficile de
décrire précisément l’ensemble J , c’est-à-dire de déterminer les j tels que pj,n 6= 0.
Cependant, il est possible de déterminer un dénominateur commun aux rationnels
p0,n et pj,n, qui, dans ce cas, est dE

n , comme on s’y attend a priori.
Par ailleurs, le théorème de Zudilin exprime Sn comme une série hypergéomé-

trique très bien équilibrée Sn, qui vérifie :

Sn = p0,n +
E∑

j=2

j≡E (mod 2)

pj,n ζ(j),

où les rationnels pj,n admettent dE+1
n comme dénominateur a priori. Ainsi, l’identité

Sn = Sn devient :

p0,n +
∑

j∈J

pj,n ζ(j) = p0,n +
E∑

j=2

j≡E (mod 2)

pj,n ζ(j). (17.3)

Il est donc tentant de se dire que l’on peut démontrer la conjecture des dénomina-
teurs dans ce cas en comparant les coefficients des deux membres. Malheureusement,
lorsque E est impair, c’est actuellement impossible pour deux raisons. La première
est que nous ne savons pas encore montrer directement que J = {3, 5, . . . , E},
même dans le cas le plus simple où E = 3. La deuxième est que même si on
savait lever la première difficulté, on ne pourrait conclure que les coefficients ra-
tionnels cöıncident que sous l’hypothèse que les valeurs de zêta aux entiers impairs
sont toutes linéairement indépendantes sur Q, ce qui, évidemment, est loin d’être
avéré actuellement. Si E est pair, comme les valeurs de zêta aux entiers pairs sont
en revanche bien linéairement indépendantes sur Q, on pourrait éventuellement
conclure si l’on savait montrer que J = {2, 4, . . . , E}, mais c’est pour l’instant tout
aussi impossible (sauf quand E = 2, voir le chapitre 16). Une manière de lever
ces difficultés serait d’obtenir un analogue fonctionnel convenable de (17.3), car
les propriétés d’indépendance linéaire sur C(z) des polylogarithmes Lis(z) et de
leurs versions multiples sont bien connues (voir [23, Theorem 4, paragraphe 5]).
Dans cette direction, indiquons que Zudilin propose dans [59, Theorem 5, p. 224]
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une identité intégrale qui pourrait donner une version fonctionnelle de (17.3) de la
forme souhaitée.
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