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Introduction

Dans ce mémoire, je décris mes travaux de recherche pendant la période post-these
courant sur les années 2001-2005, ainsi que quelques projets que j'entends mener a bien
dans le futur, certains étant d’ailleurs bien avancés. J'indique également quelques pistes
de réflexion qui, je l'espere, intéresseront d’autres personnes que moi. Mon activité peut
étre essentiellement classée en cing themes ayant une coloration hypergéométrique plus ou
moins forte et un dernier un peu a part :

(1) Les séries hypergéométriques tres bien équilibrées, en particulier leurs applications
a la démonstration de certaines conjectures, dites « conjectures des dénominateurs ».

(17) Les méthodes générales de I’hypergéométrie, qui donnent un cadre global & un cer-
tain nombre de phénomenes éparpillés dans la théorie diophantienne de la fonction
zéta.

(1ii) L’approximation diophantienne, essentiellement la nature arithmétique de la fonc-
tion zéta de Riemann, des polylogarithmes et fonctions associées, dont leurs g-analo-
gues.

(iv) Les approzimants de Padé et leurs éventuelles applications arithmétiques.

(v) Les polyzétas, plus précisément, la production d’un algorithme constituant un préa-
lable indispensable a leur étude arithmétique.

(vi) La théorie analytique des nombres et 'extension d’une méthode heuristique de Go-
lomb pour les nombres premiers jumeaux au cas de la conjecture de Bateman-Horn.

Je me suis efforcé de mettre en lumiere les éventuels liens entre ces sujets et les raisons
qui m’ont amené a les aborder.

Dans toute la suite et sauf mention contraire, les résultats que j’ai obtenus (seul ou en
collaboration) sont indiqués par Théoréme, alors que ceux dus & un autre auteur sont
indiqués par Théoréme [UNTEL]. Certaines de mes (pré)publications sont disponibles sur
I’'arXiv et toutes le sont sur http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/"rivoal/.



1 Les séries hypergéométriques tres bien équilibrées

Une grande part de mes recherches a porté sur des problemes importants liés aux
résultats obtenus dans ma these, qui portait sur la nature arithmétique de la fonction zéta
de Riemann. Ces problemes m’ont conduit a orienter ma recherche sur la nature du lien
fondamental entre les résultats alors obtenus et I'’hypergéométrie, aspect que je n’avais
alors pas du tout développé. Le premier sous-paragraphe est essentiellement de rappel;
dans les deux suivants, j'expose des résultats obtenus en collaboration avec Krattenthaler.

Les séries hypergéométriques sont définies par une série entiere dépendant d’un certain
nombre de parametres :

g, Q1,0 | 00 (aO)k<a1>k"'(Oéq)k i
{ Bis ..., B, ’zl_kzzo K (B0 (B 2",

oua; € C, B € C\Zet (), =x(x+1)--- (x+m—1) est le symbole de Pochhammer.
Une telle série converge pour tout z € C tel que |z| < 1, et aussi pour z = +1, pourvu que
Re(61 +--- 4+ 3,) > Re(ag + a1 + -+ - + ). Lorsque z = 1, on omet de I'écrire dans les
parametres. La littérature (voir [8, 31, 81]) mentionne divers cas particuliers lorsque ces
parametres satisfont certaines relations : par exemple, une série hypergéométrique est dite

balancée (balanced) si g + -+ g+ 1= 01 + -+ + [y

quasi équilibrée du premier genre (nearly-poised of the first kind) si ay + 1 = -+ =
ag + By

— bien équilibrée (well-poised) si ag +1=a1 + 01 =+ = ag + fy;
— tres bien équilibrée (very-well-poised) si elle est bien équilibrée et ay = %ao + 1.

Le cas « tres bien équilibré » s’avere d'une grande importance. Au sous-paragraphe 3.2,
on introduira les g—analogues de ces séries.

1.1 Résultats diophantiens pour la fonction zéta

Pour donner davantage de relief aux résultats nouveaux, je rappelle tout d’abord
quelques uns de ceux concernant la nature arithmétique des nombres ((2n+ 1) pour n > 1
entier. Le premier résultat majeur de la théorie est le suivant, montré par Apéry en 1978 [7].

Théoréme 1 (APERY). Les nombres ((2) et ((3) sont irrationnels.

Les progres ultérieurs sont essentiellement contenus dans les deux résultats suivants au
moyen d’une méthode assez éloignée de I’approche originale d’Apéry. On trouvera d’autres
résultats de méme nature dans [69, 95].



Théoréme 2.
(1) [9, 67] Pour tout entier impair A > 3, on a

- 1+o(1)

dimq(Q +QC(3) + QC(E) + -+ + QU(A) 2 T

log(A).

(1) [68] 1l existe un irrationnel parmi les neuf nombres ((5),(7),...,((21).

Le point (7i) a immédiatement été amélioré par Zudilin [94] par des techniques similaires
aux miennes mais poussées au maximum de généralité.

Théoréme 3 (ZUDILIN). Il existe un irrationnel parmi ((5),¢(7),{(9),C(11).

La stratégie générale (1) pour démontrer tous ces résultats est la suivante. Soit une
fraction rationnelle de la forme

Ran(k) = (k(k+1)---(k+n)4 (k)i

€ Q(k)

oun >0, A>1sont entiers et Q,(k) € Q[k]. Pour tout entier C' > 0, considérons la série

N k
Sacn(z) = 5—8 };23< )2_k7
k=1

que l'on suppose convergente pour z = 1, ce qui impose que 1'on ait deg(Q,(k)) < A(n +
1) — 24 C. En développant en éléments simples R, (k), on montre alors qu’il existe des
polynémes Py o, (2) et Pj,(z) € Q[z], de degré au plus n (seul Py ¢,(2) dépend de C), tels
que

j+C—1

A
SAL’,n(Z) = PO,C,n(Z) + (_1)0 Z < ] —1

j=1

)Pj,n<z>mj+c<1/z>,

ou l'on a utilisé les fonctions polylogarithmes, définies par

Li(z) = =

n=1 n
(la série converge pour |z| < 1 pourvu que (z,s) # (1,1)). On abien stir Lig(1) = Y7 | - =
C(s) et Lig(—1) = (275 — 1)¢(s) pour tout s > 1.

Sous ces conditions, on peut montrer que

A CPoen(z) € Z2] et AP (2) € Z[2] (1.1)

LC’est essentiellement la seule dont on dispose : toutes les autres approches a priori différentes pro-
duisent finalement les mémes formes linéaires (voir [28]).



oud, =ppem{l,2,...,n}, et P ,(1) = 0. Il existe donc des entiers p; ¢, tels que

A
d;?JrCSA,C,n(l) = Po,Ccn + Z pj,C,nC<C + ])’

Jj=2

et une expression similaire pour S ¢, (—1).

Tout le probleme réside dans des choix de A et de @,,(k) tels que 'on puisse appliquer
efficacement des critéres d’indépendance linéaire, par exemple celui de Nesterenko [58].
Pour démontrer les Théoremes 1 et 2, on peut ainsi utiliser les séries

n! ; %—Qn% =pnC(2) — @, — Y % (%—Qn%) = a,C(3) — by, (1.2)

n+1 k=1 ntl
o s n (k’ — Tn)m(k’ +n+ 1)rn : ;
a3 (k+ 3) O (D% =poat D pinll)  (13)
k=1 " i

j=
j=A-1[2]

et

S0 (e ) Erhln ) z PinCl): (1)

k=1 ntl

jimpair

Le Théoreme 3 nécessite 'emploi d'une série beaucoup plus complexe :
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134 2u)n)! S 1 92 37n\ (k —27n)},,(k+37Tn + 1),
e >>Z5 ((k+ >< o >>

2 Hi[ll(k + (12 - U)”)(13+2u)n+1

4
=205+ Y _2;((25 +3). (15)

J=1

Dans tous les cas, on conclut par des procédés de nature analytique maintenant standard,
que je ne rappelle pas ici : voir les articles cités auparavant.

1.2 La conjecture des dénominateurs

Bien qu’en apparence compliquées, les séries (1.3), (1.4) et (1.5) précédentes sont par-
ticulierement importantes, puisque la forme tres spéciale de leurs numérateurs permet de
construire des formes linéaires « dichotomiques » en les valeurs de zéta. En particulier,
cela permet de faire disparaitre les nombres ((2n), qui rendent les résultats totalement
triviaux et inintéressants lorsqu’ils apparaissent simultanément aux cotés des ((2n+1). Ce
phénomene est en fait facilement compréhensible et surtout généralisable a beaucoup de
situations connexes, une fois que 1’'on a remarqué que la série a gauche de (1.3) peut aussi



s’écrire (?) comme une série hypergéométrique trés bien équilibrée

(rn)A+1((2r + 1)n + 2)!
2((r + 1)n + 1)1A+1p|2r-A

2r+n+2,2ZHn+2 rm+1,...,rn+1,

_ 1\A
2l 1 (e D2, (2 DT (1)

X ay3Fayo
et que l'on s’efforce alors de travailler avec de telles séries ou celles, tres proches, qui font
intervenir une dérivée (0/0k) (comme (1.4) ou (1.5)).

Le monde hypergéométrique tres bien équilibré est la pierre de voiite (3) de tous les
résultats récents sur la nature diophantienne des valeurs de zéta et il englobe méme les
travaux antérieurs d’Apéry. En effet, on a

n!3(3n 4 2)! [3n—|—2,%n+2,n+1,...,n+1._1}__ ¢(2)

2(2n+1)!465 Sh+1,2n+2,....2n+2 Pry™ = e

avec d,p, et diqn entiers et, de meme, Ball a introduit la série

n!"(3n + 2)! {3n+2,%n+2,n+l,...,n+l

2(2n + 1) o %n+1,2n—|—2,...,2n+2 :|:an<-<3)_bn

avec d,a,, et dfbbn entiers. Le lien avec les célebres approximations d’Apéry est donné par
la remarque cruciale suivante, qui a conditionné une grande partie de mes recherches :
numériquement, il semble que

pn:§<?)2(n;§j>:pn et anzg(?y(”?):an, (1.7)

qui sont exactement les sommes utilisées par Apéry et qui apparaissent dans (1.2). On
constate par ailleurs que cela implique que les rationnels p,, et a, sont apparemment des
entiers.

D’autres essais numériques m’ont amené a formuler la conjecture suivante dans [69, 70].
Soient A, B, C, n et r des entiers positifs tels que 0 < 2Br < A. Selon le schéma général
développé au sous-paragraphe 1.1, on a

© C _ B B
n!A72Br 19 ((k‘ Z) (k rn)rn(k +n+ 1)rn) (_1)kA

2 oo\ 2 (R

A .
—poen -0+ 3 (T piatene i)
jz,{x:—zuz]

2La série (1.3) n’est pas sous forme hypergéométrique. On passe a la forme (1.6) en appliquant des
formules triviales telles que (o) = ﬁ(l{ + 1)o—1 (pour des entiers a > 1 et k > 0). Cette remarque
s’applique a beaucoup des séries considérées dans la suite.

3(C’est aussi I’axe majeur du développement de la théorie (¢—)hypergéométrique au cours du XX° siecle :
voir [5].



ou
A pocn(()) €Z et d2p;.((—1)*) € Z,

en accord avec 'estimation générale des dénominateurs donnée par les relations (1.1). Pour-
tant, on constate que I'on pourrait éliminer au moins un facteur d,.

Conjecture des dénominateurs. Dans les conditions ci-dessus, les nombres rationnels
dﬁ+c_1p0,g,n((—1)A) et dﬁ‘ﬂ_lpj,n((—l)A) sont entiers.

Outre une nouvelle démonstration de l'irrationalité de ((2) et ((3) dans le droit chemin
des résultats récents, on déduit de cette conjecture qu’il existe au moins un irrationnel
parmi les huit nombres ((5), ((7), ..., ((19). Bien que ce dernier résultat soit moins fort
que le Théoreme 3, il est notable que Zudilin propose lui-méme une « super » conjecture
des dénominateurs pour les séries qu’il utilise : on voit donc pourquoi il est essentiel de
démontrer ces conjectures pour espérer progresser par cette méthode.

Dans un travail en commun avec Krattenthaler [47], nous avons démontré le théoreme
suivant (*).

Théoreme 4. La conjecture des dénominateurs est vraie.

Il reste donc en suspens le cas de la conjecture des dénominateurs de Zudilin (voir la
fin de [47]), que nous n’avons pas encore essayé de démontrer : cela constitue un de nos
projets de recherche futurs.

Les explications ci-dessous sont essentiellement une traduction de celles données dans
mon survol [75]. Je ne considere que le cas du coefficient dominant, c’est-a-dire le coefficient
PA-1n ((—1)A) of ((C+A—1), qui dépend de A, B et r mais pas de C. De plus, on suppose
dorénavant que 7 = 1 et on note P,(A4, B) = (—=1)5"p,_;, ((=1)*) . On a alors

hia) zi: (g _j) (?>A(n:j>3(2nn— j)B

1

n

5—1J

ou H,, =1+4+1/24---41/m est un nombre harmonique : il n’est donc pas surprenant que
'estimation générale montre que d,, P,(A, B) € Z.

La conjecture des dénominateurs affirme que P,(A, B) est en fait un entier, ce qui
est beaucoup plus surprenant. Dans le cas de ((2) (pour A = 3, B = 1) et ((3) (pour
A =4, B=1),il est méme possible d’identifier ces coefficients avec les nombres d’Apéry :
I'avantage de (1.7) est qu’il bien sur beaucoup plus facile de démontrer une identité et,
de fait, (1.7) peut se démontrer a 'aide du programme Ekhad de Zeilberger [27, 92]. Voir
'introduction de [47] pour les références a ce sujet.

4parmi d’autres de méme nature qui le complétent mais sont plus compliqués & énoncer ; par exemple,
I'un de nos résultats prouve une amélioration de la conjecture des dénominateurs dans un cas spécial lié a
des approximations rationnelles de ((4), que Zudilin avait conjecturée dans [93]
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Mais, en général, on ne dispose pas d’une telle identité a démontrer et notre premiere
tache a été d’en trouver une, ce que nous sommes parvenus a faire de la fagon suivante.
Dans [88], Vasilyev a introduit une généralisation des célebres intégrales de Beukers [14]
pour ((2) et ¢(3) : pour tout entier £ > 2, on pose

JnE:

)

/ [T, ap(1 — ;)" da
[

o1 Qe(T1, 22, ..., 7E)" T

ot Qg(z1,29,...,205) =1—(--- (1 = (1 —21)x3) - - - )xp. Il a montré dans [89] que J,,4 €
Q+ QC(2)+QC4) et Jo5 € Q+ QC(3) + QC(5), tandis que Beukers avait quant a lui
montré que J,o € Q4+ Q((2) et J,3 € Q + Q((3). Vasilyev a alors conjecturé que cette
dichotomie est valable pour tout E : cela a été démontré par Zudilin dans [93].

Théoréme 5 (ZUDILIN). Pour tout E > 2, on a

7 n2ET1(3n + 2)! 3n+23n+2n+1,...,n+1
n,E — )

_1\E+1
B = Sy s | e 0o oy e DT (1)

La série hypergéométrique (1.8) est un cas spécial de la série tres bien équilibrée (1.6) :
elle s’exprime donc comme une forme linéaire en valeurs pairs ou impairs de zéta et le
coefficient de ((F) est exactement (—1)""'P,(E + 1,1). Mais il est aussi possible, quoique
difficile, de « développer » l'intégrale a gauche de (1.8) comme une combinaison linéaire
de valeurs de zéta et aussi de polyzétas (voir le paragraphe 5 pour la définition) et ensuite
d’isoler le coefficient de ((F). En supposant vrai le fait raisonnable que les valeurs ((n)
(n > 2) sont Q-linéairement indépendantes, la comparaison des deux membres de (1.8)
nous a conduit a la

Conjecture de dénominateurs raffinée (B = 1). Pour A = 2m+1 > 3 impair, posons

n\2/n4in\ "= /0> n+ g1 — i
; A1) = m +1
0<i1 <9< <4< k=1

et pour A = 2m > 2 pair, posons
n\ (n+in\ T (n\/n+i i
n A ]. - —1 im m LTk
pian= 3 e ITE) ()
0<iy1<io<-<im<n k=1

Alors, pour tous entiers A > 2, n >0, on a P,(A,1) = (=1)A"*1p,(4,1).

On voit donc maintenant davantage pourquoi les nombres P, (A, 1) seraient entiers. Une
identité intégrale similaire nous a permis de formuler un tel raffinement pour les P, (A, 0).
Il est aussi possible d’énoncer des identités conjecturales pour les quelques valeurs de A
non couvertes et que l'on prouve a la main.



La deuxieme étape a été d’utiliser le logiciel HYP, développé par Krattenthaler [46] :
il s’agit d’une version électronique interactive du livre de Gasper et Rahman [31], qui liste
les trés nombreuses identités entre séries (¢g—)hypergéométriques. A Taide de HYP, il est
beaucoup plus facile, bien que toujours difficile dans notre situation, de manipuler rapi-
dement les sommes hypergéométrique finies ayant beaucoup de parametres. Les identités
conjecturales raffinées ci-dessus s’averent découler d’un certain nombre d’identités parti-
culierement complexes (c’est-a-dire ayant beaucoup de parametres et tenant difficilement
sur une page). La preuve utilise la transformation de Whipple (voir [8, identité (7.1.1), p.
87]) entre une série 4 I3 balancée terminée et une série 7 Fy tres bien équilibrée terminée, de
maniere itérative. Bien plus tard, nous nous sommes apercus que nos principales identités
étaient essentiellement des variations du cas classique d’une identité g-hypergéométrique
terminée, prouvée sans HYP par Andrews [4] dans les années soixante-dix :

F a’u%+17b17017°"7bs+17cs+17_N
ST e b b, 14+ a—ci,..., 1+ a—bg1, 1 +a—copr, 1 Fa+ N
(I+a)y(1+a—bsi1 —csp1)N (=N )key 4tk

(I1+a—bst1)Nv(L+a—cst1) (bs1 + €41 —a — N) gy 4otk

N ki ks >0
. T L+ a—0b; —cj)i; (bj)kytthy (C1) g4tk
kit (L4 @ = i)y oty (14 @ = )iyt

(1.9)
j=1

Les deux membres sont des sommes finies en raison de la présence du parametre entier
négatif —N : le faire tendre faire l'infini a une conséquence intéressante, expliquée au
sous-paragraphe 1.3.

Il est possible d’en déduire des identités confirmant la conjecture des dénominateurs
pour les autres coefficients P,(A, B) avec B > 2, mais beaucoup plus de travail « humain »
est nécessaire pour déduire de ce type d’identités le bon dénominateur pour les autres
coefficients des formes linéaires : on se réferera a [47] pour les détails. Par soucis de précision,
indiquons que la conjecture est prouvée pour 2pg ¢, (£1) et non po ¢, (£1) (ce facteur 2 est
anodin pour les applications) : c’est le cas le plus difficile de la conjecture et aussi le plus
important puisque le dénominateur de pg ¢,,(£1) est toujours celui de la forme linéaire en
valeurs de zéta associée.

1.3 Une nouvelle preuve de la conjecture de Vasilyev

Apres avoir remarqué l'importance de l'identité de Andrews pour la solution de la
conjecture des dénominateurs, nous nous sommes rendu compte que l'on pouvait aussi
I'utiliser pour donner une nouvelle démonstration de la conjecture de Vasilyev, qui est
bien sur maintenant le Théoreme 5, du a Zudilin. Selon nous, il s’agit d'une observation
intéressante car tous les essais pour démontrer ce théoreme par des manipulations directes
de séries hypergéométriques avaient échoué a cause de probleme de divergence de certaine
séries intermédiaires. Zudilin a contourné ces problemes en ayant recours a une intégrale
complexe de type Barnes a la place de séries.



Notre observation montre qu’il existe bien une démonstration purement hypergéomé-
trique (c’est-a-dire une preuve utilisant seulement des sommations et des transformations
entre séries hypergéométriques) mais pour cela il faut monter d’un cran dans la hiérarchie,
c’est-a-dire qu’il faut trouver une identité terminée « au dessus » de celle que 'on veut
prouver, qui en est alors un cas limite. La conjecture de Vasilyev s’obtient ainsi a partir
de (1.9) en faisant tendre N — +o0. Il nous a donc fallu justifier soigneusement ce passage a
la limite, particulierement délicat et peu évident, pour obtenir dans [48] le théoréme suivant,
dont j’omet les conditions techniques qui sont vérifiées dans le cas qui nous intéresse.

Théoreme 6. Pour tout entier s > 1, sous certaines conditions sur les complexes a, co,
bi,...,bs, C1,...,Cs, ON a

F a,%+1,007b1,61,...,b5,03
254312542 %71_{_a_6071—|—a—bhl—l—a—bl,...,l—Fa—bs,l‘l‘Q_Cs

B MNl+a—0)T(14a—cy) Z (b1)k, (1),
S T(A+a)T(1+a—b,—c) kil(L+a—coly

ki1,k2,...,ks>0
l+a— bj*1 B ijl)kj (bj)k1+---+kj (Cj)k1+---+kj

14
e k(L a = b )kepny (T @ = ¢ty potn,

(1.10)

et une identité similaire pour une o5 4Fos13 évaluée en z = —1.

Bien que cela ne soit pas évident a premiere vue, les deux identités ainsi obtenues ne
sont qu’une reformulation du théoreme de Zudilin. Soient z, ag, ay, ..., a, et by, ..., b, des
complexes tels que |z| < 1, Re(b;) > Re(a;) > 0 pour tout i =1,2,...,m. Posons

T |:CL0, A1y vy Oy Z:| . / H?ll 1'?”‘71(1 — :L‘i)bi*aifldﬂﬁ
by, by o (L= (L= (- (1 = Zpn)Tpn1) -+ + )a12)0

qui converge absolument si I'on suppose en plus que Re(b; — a;) > Re(ag) si m = 1,
respectivement Re(by — a1) > Re(ag) st m > 2.

Théoréme 7 (ZUDILIN). Pour tout entier m > 1, on a

J i hoy sy B .
1+h0—h3,1+h0—h4,.. 1+ o — By

(14 ho) TT5 T (ﬁr TR 1>>

T2 01+ ho —

7j=1
ho, sho + 1, h1, ... hunyo

L 1\ym+1
X m+4Fm+3 |:%h0,1+h0—hl,...,1+h0—hm+2’ 1) ) (111)

pourvu que 1 + Re(hg) > 25 Zm+2 Re(h;), Re(1 4+ hg — hj11) > Re(h;) > 0 pour j =
2,3,....,m+1, et Re(1 + hy — h3 hs) > Re(hy), ces conditions assurant que les deux
membres de (1.11) sont bien définis.
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A droite de (1.11), on reconnait la série hypergéométrique tres bien équilibrée la plus
générale possible comme a gauche de (1.10), ce qui indique pourquoi les deux formules sont
identiques : lorsque 1'on exprime comme une série I'intégrale a gauche de (1.11), on tombe
exactement sur la série multiple a droite de (1.10).

En supposant un certain nombre de conditions naturelles sur les parametres, on peut
aussi exprimer (1.10) comme combinaison linéaire de valeurs de zéta aux entiers pairs
ou impairs : un tel degré de généralité semble nécessaire pour espérer progresser vers
l'irrationalité de ((5) par ces méthodes. On peut également noter que la série multiple
dans le Théoreme 6 est du type de celles qui apparaissent naturellement dans I’étude de la
nature arithmétique des polyzétas, telle que je I'expose au paragraphe 5.
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2 Autres liens entre hypergéométrie et zéta

Je me suis également intéressé a un certain nombre d’autres problemes liés a la fonction
zéta et dont la nature est clairement hypergéométrique. J’en décris trois dans ce paragraphe.

2.1 Une utilisation de ’intégrale de Selberg

Au paragraphe précédent, j’ai mis en évidence I'importance fondamentale des séries
hypergéométriques tres bien équilibrées pour 'étude des valeurs de zéta. Cependant, il
est essentiel de trouver de nouvelles approches et, dans ce but, Amoroso m’avait suggéré
d’utiliser I'identité suivante, due a Selberg [80], pour construire de nouvelles approximations
rationnelles des valeurs de la fonction zéta :

A
/[Olml [Tz -2 T[ vy — @l dao---daa
) ]:0

0<j<t<A

ﬁF y4+iv+ Dl (a+ iy + DIB+ iy +1)
Jj=

Cv+ DI (a+ 8+ (A+75)y+2)

, (2.1

ol les nombres complexes «, (3 et v vérifient

Y

Re(a) > —1, Re(3) > —1, Re(7) > — min (air Re(og +1 Re(i) + 1) .

En effet, par une procédure simple, on peut se servir de (2.1) afin de prouver que, pour
tous entiers A > 2, «, 3,7 >0, on a (°)

(1 — Xy xA>2a+ﬂ+2a’Y+2

A«
H0§j<€§A(xj — x)* Hj:O (1 — ;) dz; o ,,@7 B,y
[0,1)4+1 N ! Zp U
0,1

avec des rationnels p?"ﬁ " qui sont nuls lorsque A(S+1)+7 est impair. L’idée était d’exploiter
le discriminant [],. i<t< A(z; — 24)?" pour montrer que cette intégrale est tres petite (pour
un bon choix de parametres) et ainsi espérer améliorer les théoremes obtenus par la voie tres
bien équilibrée. Malheureusement, cela n’a pu aboutir en raison du trop gros dénominateur
commun aux coefficients rationnels paﬁ 71 ceci n’était apparu qu’aprés un long calcul
technique.

Plus récemment, j’ai réalisé que la raison de cet insucces était en fait une conséquence
du résultat suivant [72].

°Ce type d’intégrale est trés courant dans cette théorie et celle pour v = 0 est déja présente dans [9, 67].
Voir aussi le sous-paragraphe 2.3 consacré aux intégrales de Rhin-Viola.
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Théoreme 8. Dans les conditions ci-dessous, on a

A
/ Mogjcesal@s =2 Mo 2f (0 —25)de; 0 apy
[0,1]4+1 (1 =g~ zy)2otht2ort2 4
" 5 o0+1, a+1l, a+~v+1, a+2y+1, ..., a+Ay+1
AREAT L L B4 247+ 2, a+ B+ (24— 1)y +2, ..., a+ B+ Ay + 2|’

ot d =2+ [ +2Ay+1 et Selbergj’ﬁ’7 désigne le membre de droite de (2.1).

La preuve est assez simple puisqu’il suffit de développer en série entiere le dénominateur
de D'intégrale, d’inverser les signes [ et >, puis d’utiliser l'identité de Selberg et la
définition d’une série hypergéométrique. On remarque alors que la série hypergéométrique
est bien équilibrée (°), c’est-a-dire que I’on retombe sur le type de séries déja utilisées pour
démontrer les Théoremes 2 et 3. Il est donc improbable que ’on obtienne par cette méthode
des résultats autres que ceux déja connus : la complexité des calculs que j’avais faits n’est
finalement qu'une conséquence de celle de la fonction hypergéométrique ci-dessus.

2.2 Les séries de type Apéry

Au cours de sa démonstration de 'irrationalité de ((3), Apéry [7] a mentionné I'identité

(@)=

DN | Ot

; ((_2};_’; (2.2)

1

Bien que la série a droite converge beaucoup plus vite que celle définissant ((3), la for-
mule (2.2) n’est pas essentielle dans la preuve d’Apéry puisque ses troncations ne sont
pas des approximations diophantiennes de ((3). D’un autre coté, il est probable que (2.2)
ait été une source d’inspiration pour Apéry (voir [22, 85] pour Iexplication de la méthode
originale d’Apéry) et de nombreux auteurs ont cherché des identités similaires dans 1’espoir
qu’elles donnent de nouvelles idées pour prouver l'irrationalité de ((2s+ 1) pour tout entier
s > 2 : voir par exemple [17, 24, 44, 52, 86].

Comme on I’a vu, la nature arithmétique des valeurs de zéta est loin d’étre totalement
connue mais de tres belles identités de type Apéry ont été obtenues. Plus précisément,
deux familles de telles identités, apparemment sans lien entre elles, sont apparues pour
les nombres ((2s + 3) et ((4s + 3) : on les explique plus facilement au moyen des séries
génératrices

[ee] o0 1 (o) o0 n
2s 4s
;C(Qs—i—?))a _;—n(n2_a2) et §§(45+3)b _;—n4_b4.

6La différence entre trés bien équilibrée et bien équilibrée tient seulement & la présence ou non du facteur
k 4+ n/2 dans les séries utilisées : il est la raison d’étre des diverses conjectures des dénominateurs, bien
que la preuve de cette conjecture soit loin d’avoir éclairci ce mystérieux lien. En dehors de cela, le facteur
k + n/2 ne joue aucun role asymptotique et on peut parfaitement I'omettre si une estimation « triviale »
des dénominateurs suffit ; c’est d’ailleurs le cas des résultats de [9, 67].
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(Les séries des membres de gauche convergent seulement pour |a| < 1 et [b| < 1, alors que
celles des membres de droite convergent sur des domaines plus grands.) Koecher [44] (et
indépendamment Leshchiner [52] dans une forme développée) a prouvé que

00 1 & k—l—l 5k2 — g2 k-1 a2
Zn( _a2 —52 2kk3 /f?—(Z? nnl(]-_ﬁ)a (23)

pour tout complexe a tel que |a| < 1 et, plus récemment, Almkvist et Granville [3]
ont montré une autre identité, initialement conjecturée sur des bases expérimentales par
Borwein et Bradley [17] :

n 1SN (DM Bk 52 /0t + 4b
A _ ph ZQZ (2k) k4—b4H A _ph ) (2.4)
n=1

k

pour tout complexe b tel que |b| < 1. Pour a = b = 0, ces identités se réduisent a (2.2) mais
leur développement de Taylor conduisent a des identités fort différentes pour les nombres
C(4s +3).

Cohen m’a indiqué qu’il avait obtenu une formule conjecturale permettant d’unifier les
formules (2.3) et (2.4) et il m’a encouragé a la démontrer, ce que je suis parvenu a faire
dans [74] en généralisant la méthode combinatoire d’Almkvist et Granville (qui consiste a
ramener le probleme a une égalité de sommes finies).

Théoréme 9. Soient a et b des complexes tels que |a]® + |b|* < 1. On a alors

0 k+1 5

1 — n? — a?)? + 4b*
Zn‘* a2n2 b 52 Qkk k4 — a2k2 — b4H( a2n2 b4>' (2-5)

n—

Comme ce théoreme unifie (2.3) (cas b = 0) et (2.4) (cas a = 0), il devrait fournir de
nouvelles formules de type Apéry. C’est bien le cas puisque

Y . Y rts 2r 14s
Zn4—a2n2—b4:ZZ( ; )((2r+4s+3>a b
n=1 —0 s—0

et que le nombre de représentations d’un entier j > 0 comme j = r + 2s avec des entiers
r,s > 0 est [j/2] + 1. Donc, (2.5) produit [j/2] + 1 différentes identités pour ((2j + 3)
pour tout entier j > 0, que 'on obtient en dérivant le membre de droite de (2.5) r, resp.
s, fois par rapport a a2, resp. b*, avec j = r + 2s et en prenant finalement a = b = 0. Pour
0 < 7 <2, un des entiers r, s est nul et on obtient seulement des identités résultant de (2.3)

u (2.4). C’est aussi le cas pour j = 3, (r,s) = (3,0) et la premiere identité apparemment
nouvelle est pour j =3, (r,s) = (1,1) :

= (-1 )t Z k+1 Z (—1)k+1
¢9) =+ +5 e T 156
4k:1 ( kg k>]>1 k>j21(k:)k3]6
1T i E S T, o i 29
2k 2k 4. 2k P .
k>]>1 k7 4 k>j>i>1 (k)k3]422 4 k>j>i>1 (k)k;33%4
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Dans [17], Borwein et Bradley mentionnent qu’ils ont obtenu un nombre incalculable
d’identités de type Apéry pour les nombres ((2s+ 1) mais qu’ils n’ont pu les « structurer »
que lorsque s est pair, en conjecturant (2.4). Ils ajoutent que le cas des nombres ((4s+ 1)
leur échappent totalement () : on peut considérer que le Théoréme 9 est un premier pas
vers la compréhension de ces identités, puisqu’il donne une méthode algorithmique pour
produire autant de formules pour les nombres ((4s + 1) que pour les nombres ((4s + 3).

Terminons sur une note plus spéculative. Les séries multiples qui apparaissent a droite
de (2.6) ne sont pas sans rappeler les séries polyzétas, dont la structure algébrique est assez
bien comprise (au moins conjecturalement) : existe-t-il une telle structure dans le cas des
séries du type d’Apéry ?

2.3 La conjecture de Rhin et Viola

Dans le but d’obtenir de bonnes mesures d’irrationalité pour ((2) et ¢(3), Rhin et Viola
ont développé dans [64, 65] une méthode tres originale consistant a faire agir un groupe
de changements de variables sur certaine intégrales hypergéométriques multiples. Ils ont
en fait obtenu les meilleures mesures actuellement connues : pour tout € > 0, il existe un
entier Q(e) tel que, pour tout couple (p,q) € Z* avec ¢ > Q(g), on ait

1

1
‘ > g3 +e et ‘C(?’) o

> q5,5139+€ ’

\<<2> -

q q

Je ne vais pas décrire en détail le travail de Rhin et Viola mais un phénomene hy-
pergéométrique assez mystérieux apparu dans le cas de ((2). Indiquons seulement que
leur méthode consiste a établir, via des changements de variables et une identité hy-
pergéométrique classique, que si les entiers h,i, 5, k.1, j+k —h, k+1—14, 1+ h — 7,
h+i—k, 1+ j — [ sont tous positifs, alors, une fois divisée par hli!j!k!l!, I'intégrale

— )y (1 —y)
I(h,i,7,k,1) = // (1= zg)i dzx dy,

est une fonction symétrique des variables h +1, i+ j, j + k, K+ [, [ + h et que, de plus,
I(h,i,j,k, 1) € Q+QC(2). s exploitent alors I'invariance de I(h, 1, j, k,[) pour obtenir des
renseignements tres fins sur le dénominateur de la forme linéaire en 1 et ¢(2). Un bon choix
des parametres permet finalement d’obtenir une bonne mesure d’irrationalité pour ((2).

Rhin et Viola ont également formulé la conjecture suivante, qui impliquerait 'optimalité
de leur méthode.

Conjecture 1 (Rhin-Viola). Soient h,i,j,k, I, h',i',j', k', I' des entiers positifs.
(1) Si I(h,i,j,k, 1) = I(K,i, 7 K1), alors il existe p € T tel que p(h) = h', p(i) = 7,
p(j) =J' p(k) =k et p(l) = 1.

"La formule de Koecher ne suffit pas & expliquer toutes les formules qu’ils obtiennent puisqu’elle ne
génere qu’une seule identité de type Apéry pour chaque ((2s + 1), que s soit pair ou impair.
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(17) Supposons de plus que les entiers

j+k—h, k+l—i, l+h—3j, h+i—k i+7j—1,
j,‘f‘k,—h/, k,+l,—7:/, l/+h,—j/, h,+7:/—k,7 i,+j/_l/

sotent tous positifs. Si I(h,i,7,k,0)/I(W,i' 5k ') € Q, alors il existe p € ® tel que
p(h) =1, p(i) =7, p(j) = j', p(k) = K et p(l) =1I".

Ici, T et ® désignent deux sous-groupes (qu’il est inutile de décrire) du groupe des
permutations de l'ensemble {h, i, j, k,l,j+k—hk+l—i,l+h—j h+i—k,i+j—1} qui
ne changent pas la valeur de I(h,i, 7, k,1)/(hlilj1EN").

Or cette conjecture est fausse, comme ’a montré Sato dans [77] en produisant six contre-
exemples (apparemment par inspection numérique), dont le plus simple suffit a infirmer
(1) et (i) :

I(1,1,1,1,1) =5 —3¢(2) = 1(3,1,1,2,0). (2.7)
Deux problémes intéressants consistent 1°) a démontrer (2.7) et les autres contre-exemples
de Sato par des moyens purement hypergéométriques et 2°) a décider s’il existe une famille
infinie de contre-exemples (et si oui, donner une telle famille). Dans un travail en collabo-
ration avec Krattenthaler [50], nous avons pu répondre complétement & ces deux questions
et j'explique maintenant comment. On peut montrer que

Riljlk! htLk+1i+j—1+1

T — . |
(i d b ) = o e D12 htit 2 k442

et, sous cette forme, le groupe de permutations des parametres se révele tres classique
puisqu’il est une expression synthétique des 120 relations entre 3F5» déterminées par Tho-
mae [84] en 1879. L’interprétation en terme de groupe est due a Hardy [38] et elle prend
la tres jolie forme suivante, obtenue dans [87, Section V, Proposition 5, ¢ — 1].

Théoréme 10 (HARDY). Soit s = s(x122, T3, T4, T5) = T1 + T2 + T3 — x4 — 5. La fonction

1 201 — 8,219 — 8,223 — S

E
T(s)T(224)0(225) ° " 2 2y, 25

est une fonction symétrique de ses cing variables x1,To, T3, Ty, Ts.
Le point (i7) de la conjecture de Rhin et Viola revient alors a I’affirmation suivante :
S’il existe une relation de dépendance linéaire sur Q entre deux séries 3Fy convergentes

en z = 1, a parameétres entiers et dont les valeurs sont irrationnelles, alors cette relation
découle de l'une des 120 relations de Thomae.

Le contre-exemple (2.7) de Sato anéantit cet espoir. Il peut s’écrire (apres avoir appliqué
des transformations de Thomae aux deux membres) sous une forme plus parlante :

2,2,2 2,1,1
3F5[ W }:: 2353[ » 1. (2.8)
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Une réécriture similaire des autres relations de Sato nous a alors mis sur la voie des deux
identités suivantes, que 'on démontre, pour I'une, a ’aide d’une identité hypergéométrique
entre une 3F5 et une 7Fy par un jeu de va et vient et, pour 'autre, par des relations de
contiguité appliquées successivement.

Théoreme 11.
(1)Soient a, B,y € C tels que Re(2a+G+1) > 0, Re(28+a+1) > 0 et Re(2a+25—7) > 0.

Alors
G| otbL Biloy 1 2Ae+f) o e By 29)
204+ 0+ 1,20+a+1] 20a+p) -y "[2a+8+1,20+a+ 1] ‘
(i1) Soit v € C tel que ni o® + 2 ni o® + a + 1 ne soient des entiers négatifs. Alors
o0 a+1 o’ 41 a’+1,0% «
3F2[O‘2+1,042+a+1}_a2+13 2|:042+2,Ck2+05:|' (210)

Ces deux relations n’ont apparemment jamais été explicitées dans la littérature. On en
déduit les conséquences suivantes, qui répondent aux questions 1°) et 2°) posées ci-dessus.

Théoreme 12.

(1) Les six contre-ezemples de Sato s’expliquent par des moyens purement hypergéométri-
ques, c’est-a-dire qu’il existe des identités hypergéométriques générales dont ils sont des cas
particuliers.

(17) Pour chaque entier o > 1, I’équation

120 —1,2a—1,0,2a — 1,0) = I(2a + 1,20 — 1, 0, 2, « — 1) (2.11)
fournit un contre-exemple aux cas (i) et (ii) de la conjecture 1.

Cinq des six contre-exemples de Sato sont expliqués par la relation (2.9) tandis que le
dernier l'est par la relation (2.10). On obtient (2.11) en prenant « = (3 entier et v = o+ 3
dans (2.9) : l'identité (2.8) en est alors le cas particulier « = 1. Comme [(2a — 1,20 —
1,a,2a— 1, @) tend vers 0 quand « tend vers 'infini, on produit de cette fagon une infinité
de contre-exemples a la conjecture de Rhin et Viola.

On peut bien str se demander si ’on peut exploiter d'un facon ou d’une autre les deux
identités exotiques (2.9) et (2.10) (ou d’autres semblables s’il en existe) pour améliorer la
mesure d’irrationalité de ((2).
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3 Résultats diophantiens

La méthode hypergéométrique s’applique a d’autres fonctions que la fonction zéta et je
décris ci-dessous les résultats obtenus.

3.1 Valeurs des polylogarithmes

La nature arithmétiques des valeurs prises par les polylogarithmes a beaucoup été
étudiée, en particulier celles en des points rationnels. Parmi d’autres, on peut citer les
résultats de Maier [54], Nikishin [60], Alladi et Robinson [2], Chudnovski [21], Hata [40],
qui ont la particularité (8) d’étre tous de la forme suivante :

Etant donné un entier s > 1, il existe un réel 0 < A(s) < 1 tel que si a € Q et
0 < |a| < A(s), alors les nombres 1,Lij(«v), ..., Lis(a) sont linéairement indépendants

sur Q.

Dans la pratique, le nombre A(s) est une fonction strictement décroissante de s et ces
méthodes ne peuvent donc pas nous éclairer sur 1’éventuelle indépendance linéaire sur Q
des nombres 1,((2),((3),...,{(s) pour tout s > 1. Par exemple, le résultat le plus fin
actuellement connu sur les valeurs du dilogarithme en certains rationnels est le suivant.

Théoréme 13 (HATA). Si p est un entier > 7 ou < —6, alors le nombre Liy(1/p) est
wrrationnel et on peut en donner une mesure d’irrationalité effective.

Dans tous ces résultats, I'entier s est fixé et on fait varier « : dans ma these de doctorat,
j’ai abordé la question sous I'angle opposé, en fixant « et en faisant varier s.

Théoréme 14. Soit a un rationnel non nul fixé de lintervalle | — 1,1[. L’ensemble
{1, Li1<06), LiQ(O[), Lig(O{), .. }
contient une infinité d’éléments linéairement indépendants sur Q.

Le résultat est en fait plus précis car exactement de la forme de celle du Théoreme 2
énoncé au sous-paragraphe 1.1. Il en existe également des versions localisées, en particulier
pour o = 1/2, qui est une valeur intéressante puisque 'on a les identités (voir [53])

Lia(1/2) = 5¢(2) = 3 1og(2) et Lis(1/2) = £3) - 56(2)log(2) + ¢ log*(2).

Théoréme 15 (HESSAMI-PILERHOOD [45]). Il existe au moins un irrationnel parmi les
nombres Liy(1/2), Liz(1/2) et Lig(1/2).

8Ceci est conséquence du fait que les polylogarithmes sont des G-fonctions au sens de Siegel, fonctions
pour lesquelles la théorie diophantienne est loin d’étre compléte (voir [30]).
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Dans un travail en commun avec Fischler [29], nous avons étendu le Théoreme 14 et
donné une variante du Théoreme 15.

Théoreme 16.
(1) Soit a un rationnel non nul firé de l'intervalle 10, 1[. Pour tous réels U,V fizés, avec
(U, V) #(0,0), U'ensemble

{V, Ulog(a) + V Liy (), %logQ(a) + V Lig(a), glog3(a) + V Lig(«), ... }

contient une infinité d’éléments linéairement indépendants sur Q.
(17) Il existe au moins un irrationnel parmi les nombres

Liz(1/2) + log*(2), Li3(1/2)—%10g3(2), Li4(1/2)+%10g4(2).

Pour démontrer aussi bien (i) que (i7), on construit explicitement deux formes linéaires
en, d'un coté, des puissances de logarithmes et, de 'autre coté, des polylogarithmes : pour
tous entiers A > 1, n > 0 et p > 0 fixés, il existe des polynomes Pj 4, ,(2) € Z[z]| de degré
au plus n tels que I'on ait

00 A
Z M 2R = Pyan,(2) + Z P; anp(2)Lij(1/2) et
2

1 7’L+1

A

L Mz” 5 = _1)i-1p. 5 log’ ' (z)
22’7?[5 (s)ay d Z( 1) Pj am,p )—(] 1y

ou le logarithme est défini avec sa détermination principale et % est une courbe entou-
rant les points —n, —n + 1,...,0 dans le sens direct. Le succes de notre méthode repose
entierement sur le fait qu’il s’agit d’approximations simultanées, c’est-a-dire que les deux
formes linéaires ont les mémes coefficients polynomiaux Pj 4, ,(z). Le point (i) contient
également la transcendance de log(«) et, dans ce cas, les estimations analytiques employées
sont essentiellement celles de Reyssat [63]. L’origine fonctionnelle de ces approximations
est expliquée au sous-paragraphe 4.1.

Pour obtenir l'irrationalité de davantage des nombres Lis(«), il serait sans doute tres
fructueux de combiner l'approche par les séries ci-dessus avec la méthode des groupes
d’invariance d’intégrales de type Rhin-Viola, évoquée au paragraphe 2.3, afin de raffiner
de fagon optimale les estimations arithmétiques des dénominateurs de formes linéaires
en polylogarithmes. Dans cette direction, Rhin et Viola ont d’ailleurs annoncé qu’ils ont
légerement amélioré le résultat de Hata en remplagant la condition p > 7 par p > 6, grace
a leur méthode de groupe de permutations agissant sur une intégrale [66].

Il serait également intéressant de généraliser les résultats mentionnés ci-dessus au cas
ou « est algébrique complexe car les valeurs prises par les polylogarithmes aux racines de
I'unité font 'objet d’une grande attention (par exemple, il existe une conjecture connexe

due a Milnor sur les relations de dépendance linéaire des valeurs du dilogarithme [56, p.
300].)

J=1
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3.2 Un ¢-analogue de la fonction zéta

Dans un travail en commun avec Krattenthaler et Zudilin [51], nous nous sommes
intéressés aux propriétés arithmétiques de g-analogues des valeurs de fonction zéta de
Riemann. Il existe plusieurs tels analogues mais le plus naturel semble étre donné par les
séries (4(s), ot s > 1 et ¢ est un nombre complexe tel que |g| < 1, définies par

= i%—l(k) ¢ = i m*! qmm,
k=1 m=1 1=¢

avec o5_1(k) = > 4 d*~!. Ces g-analogues normalisés de ((s) ont été considérés dans

[43, 97], par exemple, ou il est montré que
. s 1
lim (1= ¢)°¢y(s) = (s = 1)! ;;Ec:s—l'a>

En adaptant la méthode hypergéométrique, nous avons pu montrer le théoreme suivant.

Théoréme 17. Fizons q # +1 tel que 1/q € Z. Pour tout entier A > 2 pair, on a

1) > 7+ o(1) VA

2vm2 4+ 12

On obtient également une minoration totalement similaire de la dimension de ’espace
engendré sur Q par les valeurs de (,(s) aux entiers pairs : cette minoration possede une
intéressante traduction en terme des séries d’Eisenstein Fy4(q), définies pour tout entier
s > 1 par le développement en série de Fourier

dimg (Q + Q¢(3) + QG(5) + -+ + Q(y(A —

Théoréme 18. Pour tout q # +1 tel que 1/q € Z, au moins un des deux nombres Ey(q)
et Es(q) est transcendant sur Q.

Ce dernier résultat n’est pas nouveau puisque Bertrand [13] a montré que « pour tout
q € C tel que 0 < |q| < 1, au moins un des nombres E4(q) et Eg(q) est transcendant sur
Q ». Cependant, la démonstration du Théoreme 18 est basée sur une fonction auxiliaire to-
talement explicite (la série S,,(z;q) ci-dessous) et pas sur celles, beaucoup moins explicites,
que l'on peut construire avec les outils diophantiens usuels tels que le lemme de Siegel ou
les déterminants d’interpolation de Laurent.

A contrario, le résultat pour les valeurs de (,(s) aux entiers impairs est nouveau et ne
possede aucune interprétation immédiate en terme de formes modulaires (bien qu'il soit
tout de méme possible de les lier aux périodes de séries d’Eisenstein non-holomorphes).
Du point de vue diophantien, si lirrationalité de (,(1) était déja connue pour diverses
valeurs de ¢ (voir les références citées dans [51]), celle de (;(2¢ + 1) (pour ¢ > 1) ne I'était
pour aucune valeur de g. En utilisant les estimations précises utilisées pour prouver le
Théoreme 17, nous avons pu démontrer le résultat suivant.
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Théoréme 19. Pour tout q # +1 tel que 1/q € Z, au moins un des cing nombres

G(3); Ga(5), Co((T), Co(9), Go(11)

est irrationnel.

Pour montrer 'ensemble de ces résultats, nous avons adapté la méthode des séries
hypergéométriques classiques au cas des séries hypergéométriques basiques, qui en sont les
g-analogues. Plus précisément, soient A, n,r des entiers positifs, avec 0 < r < A/2 et A
pair. On définit les factorielles g-décalées par (a;q), = (1 — a)(1 —aq)--- (1 — ag™ )
avec la convention usuelle que les produits vides pour m = 0 valent 1. On pose alors

)

; q)rn q(k71/2)(A72r)n/2sz’

Sulz0) = (@)™ _d" Vet Al

avec |z| > 1 : cette série est tres bien équilibrée, au sens des séries basiques et on retombe
d’ailleurs essentiellement sur la série (1.3) lorsque 'on fait convenablement tendre ¢ vers 1.
Il n’est donc pas surprenant que ’on puisse montrer I'existence d’une famille de polynomes
P;,.(2;q) € C(q)[#], de degré au plus n, tels que

A

Sn(2:0) = Pon(z:0) + Y Pin(z0) Li;(1/2; ) (3.1)

J=1

et vérifiant la relation de réciprocité 2"q " P ,(1/2;1/q) = Psn(2;q). Ici, on a introduit les
fonctions g-polylogarithmes définies, pour tout entier s > 1, par

Lis(z;q) = i

k=1 (14"

ou z et ¢ désignent des nombres complexes tels que |¢| < 1 et |z¢| < 1. On conclut de la
méme fagon en cherchant a appliquer le critere de Nesterenko : la principale difficulté est
de trouver un bon dénominateur commun aux P;,(z;q).

Nous pensons que toutes nos estimations (arithmétiques et analytiques) nécessaires a
I'étude la série S, (z; ¢) sont optimales. Néanmoins, il n’est pas impossible que 'on puisse
démontrer qu’au moins un des nombres (,(3), (,(5), (4(7), ¢,(9) est irrationnel en utilisant
une série légerement différente de notre série S, (z; ¢), a condition que I’on puisse démontrer
une certaine conjecture des dénominateurs pour cette nouvelle série. Les méthodes em-
ployées pour prouver la conjecture des dénominateurs dans le cas classique devraient cer-
tainement s’adapter, puisque 'identité de Andrews a été initialement démontrée dans le
cas basique. Nous envisageons également de revenir sur ce point ultérieurement.

Enfin, ces fonctions (,(s) soulévent un certain nombre de problemes qu’il serait intéres-
sant de considérer :

(a) Poursuivant ’analogie entre les fonctions ((s) et (,(s), Zudilin a conjecturé que les
fonctions (4(2), (,(4), (4(6),(4(3), ((5), ((7), ete, sont algébriquement indépendantes sur

21



C(q), ce qui est 'analogue fonctionnel de la conjecture que ,((3),¢(5),{(7), etc, sont
algébriquement indépendants sur Q. On peut espérer que le probleme fonctionnel soit
moins difficile (?).

(b) Un résultat de Ramanujan affirme que l’algebre différentielle engendrée sur Q par
les fonctions (Cq(Qs))seN coincide avec Q[FEs, Fy, Fg|, ce qui a été exploité par Nesterenko
dans sa preuve de I'indépendance algébrique sur Q de Es(q), E4(q) et Eg(q) pour tout g
algébrique vérifiant 0 < |¢| < 1. Il serait intéressant d’obtenir un résultat de transcendance
pour les valeurs des fonctions (Cq(Qs + 1))3 N bar des méthodes similaires, a cette impor-
tante différence pres que I'on ne connait pas de systeme différentiel fini ou infini vérifié par
ces fonctions (,(s).

3.3 Indépendance des valeurs de la fonction beta

Une autre application de la méthode hypergéométrique a été développée en commun
avec Zudilin dans [76] et concerne les valeurs de la série de Dirichlet (qui converge pour
tout complexe s telle que Re(s) > 0)

n

= (-1
L(x,s) = Z (Q(n——l—)l)s

n=0

Pour simplifier et accentuer I’analogie avec la fonction zéta, nous avons posé 3(s) = L(x, s).
Euler a montré que, pour s > 1 impair, ((s) est un multiple rationnel de =*, plus
précisément
n
ﬁ(?n—l—l):é;g—(fqﬂi)ﬁw%ﬂ forn=0,1,2,...

(Ici, les entiers FEy, sont les nombres d’Euler et n’ont aucun rapport avec les séries d’Ei-
senstein du sous-paragraphe précédent.) Les nombres §(2n + 1) sont donc transcendants
sur Q.

Pour s pair, aucune telle formule n’est connue et la nature de ((s) est inconnue. La
situation pour la fonction beta semble donc le miroir de celle pour la fonction zéta de
Riemann, ce qui n’est pas completement exact puisque I'équivalent du théoreme d’Apéry
pour la constante de Catalan

n

= (-1
6=3 i =00

n=0

n’a pas été prouvé. Nous avons pu adapter la méthode hypergéométrique pour obtenir les
deux résultats suivants.

9Zudilin a montré que chacune des fonctions (,(s), s fixé, est transcendante sur C(q) (voir [98]). 1l
m’a également informé que I'un de ses étudiants a démontré que les fonctions (4(2), (;(3), (4(4), (4(5),
Cq(6),¢q(7), ete, sont linéairement indépendantes sur C(g), ce qui est un autre pas dans la bonne direction.
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Théoréme 20.
(1) Pour tout entier pair A > 2, on a

- 14 o0(1)

dimq(Q + QB(2) + QB(4) + - - - + QB(A)) > 21 10g(2)

log(A).
(17) Au moins un de sept nombres

B(2), B(4), 5(6), 5(8), 5(10), 5(12), 5(14)

est irrationel.

Les démonstrations utilisent des séries du type

= A\ _ _|A—2Br — 1 0° n—1\ (k—rn)E (k+n)2 kA
Sn,A.B,Cyr ((—1) ) = n! CTaKC k + 5 = l)A (—1)
k=1 2/n+1

qui sont tres bien équilibrées. La méthode exposée au sous-paragraphe 1.1 s’adapte sans
probleme (autre que technique, en raison du 1/2 au dénominateur qui complique un peu
les estimations) et on construit des formes linéaires dichotomiques en les valeurs de (5 aux
entiers :

A .
_ C+7—-1
Suancs (C04) =pacal-0h+ Y (TF7]

jz}z\:j[z]

)pj,n (-1 B(C + ).

Comme dans le cas de la fonction zéta, une conjecture des dénominateurs peut étre for-
mulée : les méthodes développées dans [47] s’appliquent également pour la démontrer, ce
qui fera l'objet d’un travail dans le futur, dont nous espérons qu’il améliorera le point (i)
du Théoreme 20. Dans le cas le plus simple de la construction précédente, il existe des
rationnels e, et f, tels que 2'"dy,e,, et 2'"d5 f, sont entiers et

= B = & n—1\ (k—n)(k+n),
Snai01(—1) =n! kz:;(—l) (k +t— ) (-t 3 =e,G —f,.

3 nti

Dans ce cas particulier, la conjecture des dénominateurs affirme que les nombres 24%e,, et
242 f, sont déja entiers. Bien que cette conjecture ne suffise pas & montrer l'irrationalité
de G, elle a suscité des travaux de Zudilin (qui I’a montrée partiellement, voir [96]), puis
je I'ai finalement démontrée totalement par une méthode tres indirecte utilisant 1’approxi-
mation de Padé, que j'exposerai au paragraphe 4.3.
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4 L’approximation de Padé

L’approximation de Padé consiste a approcher de fagon optimale une série formelle
F € CJ[z]] par des fractions rationnelles de C(z). Plus précisément, pour tous entier
m,n > 0, un simple exercice d’algebre linéaire montre qu’il existe des polynomes P et @),
de degré respectifs au plus m et n, tels que l'ordre en 0 de la série formelle Q(2)F(z) — P(z)
soit au moins m+n+ 1. On ne peut en général pas obtenir mieux que m+n+ 1, ce qui est
le sens du mot « optimale » ci-dessus (19). La fraction P(z)/Q(z), qui est unique et notée
[m/n]r(z), est donc une approximation rationnelle de la série F'(z) : si celle-ci a un rayon
de convergence R non nul, on peut espérer que, pour un rationnel = tel que |z| < R, la
différence F'(z) — P(x)/Q(x) soit tres petite sans que n et m ne soient trop grands.

Dans de tres nombreuses situations, on peut calculer explicitement certains approxi-
mants de Padé de fonctions intéressantes, telles que exp(z) ou log(1 — z), et en déduire
des résultats d’irrationalité pour les valeurs prises par ces fonctions, au moyen du critere
suivant : « Soit un réel x tel qu’il existe deux suites d’entiers p,(z) et g,(z) vérifiant
0 # qu(z)F(x) — pp(x) = o(1). Alors F(x) est irrationnel. »

Ce procédé se généralise de deux manieres différentes au cas de 'approximation simul-
tanée de plusieurs séries formelles F1, ..., F, € C[[z]] :

(7) On cherche des polynémes P;, P, ..., P, € C[z], de degré respectifs dy, ..., d,, tels
que 'ordre en z = 0 de la série formelle

Pi(2)Fi(2) + Po(2) By (2) + - - - + Po(2) Fy (2)

soit au moins (dy +dy - -+ d,) +r — 1. On parle d’approximants de Padé de type I ou de
Hermite-Padé (voir pourquoi ci-dessous).

(72) On cherche des polynémes Q, Py, P ..., P. € C[z], de degré respectifs dy + --- +
d., Dy —dy,Dy — dsy, ..., D, —d,, tels que chacune des séries formelles

Q(z) = Pi(2)F5(2), j=1,..0m

ait un ordre en z = 0 au moins égal a D; +1. On parle dans ce cas d’approximants de Padé
de type II. Voir [34] pour les références sur les diverses sortes d’approximants de Padé.
Etant donné une famille de séries formelles, il peut étre plus facile de calculer 'un ou
I'autre type d’approximants (') mais il est également fréquent que I'on puisse expliciter
les deux types. Les deux peuvent d’ailleurs servir pour obtenir des résultats diophantiens.
Hermite a ainsi construit le premier exemple explicite d’approximation de type II pour la
famille (exp(wj))jzl’_“’r, ou les w; sont des complexes distincts, et en a déduit la trans-
cendance du nombre e = exp(1) ; Mahler [55] a montré comment obtenir le méme résultat

190n peut noter I’analogie avec le développement en fraction continue d’un réel lorsque m = n.

U Numériquement, on peut toujours calculer les deux types d’approximants de Padé pour des séries
formelles données puisqu’il ne s’agit somme toute que de résoudre un systeme linéaire. Pour les applications
diophantiennes, 'intérét est de pouvoir le faire explicitement : si c’est le cas, on obtient bien souvent des
résultats plus fins que ceux obtenus par les méthodes transcendantes basées sur le lemme de Siegel, qui
sont néanmoins beaucoup souples d’utilisation.

24



avec les formules, également données par Hermite, pour le type 1. Le Théoréme 13 (men-
tionné au sous-paragraphe 3.1) est obtenu par la construction d’approximants de Padé de
type I pour les fonctions log(1 — z) et Liy(z) mais il en existe des versions obtenus par
I"approximation de type I pour les fonctions 1, log(1 — z) et Liy(2).

On peut aussi chercher la solution de problemes de type Padé « mixte », ot ’on mélange
des conditions de type I a des conditions de type II, voire en plusieurs points simultanément
(0,1, 00 par exemple) : voir le sous-paragraphe 4.1 pour de telles situations.

4.1 Une généralisation de travaux de Beukers

Toutes les démonstrations d’irrationalité des valeurs des fonctions ((s), (4(s), B(s) par
des méthodes hypergéométriques peuvent paraitre mystéricuses et magiques, puisqu’elles
different sensiblement du schéma traditionnel des preuves de transcendance (contruction
d’une fonction auxiliaire par le lemme de Siegel ou les déterminants d’interpolation, lemme
d’interpolation ou de zéros, inégalité de Liouville, etc). Néanmoins, il est possible de les
formaliser. En effet, dans [15] et [16], Beukers est parvenu a replacer les résultats d’Apéry
dans le cadre plus connu des approximants de Padé des polylogarithmes. Il considere les
deux problémes suivants : déterminer pour tout entier n > 0 des polynomes a, b, ¢ de degré
au plus n tels que

{S(z) = a(z) Lin(1/2) + b(2) Liy(1/2) + ¢(2) = O(z"Y) (1)
R(z) = a(z)log(z) — b(z) = O((1 — 2)™*™)

et des polynomes A, B, C et D de degré au plus n tels que (1?)
U(z) = A(2) Lia(1/2) + B(2) Li1(1/2) + C(z) = O(z71)
V(z) = 2A(2) Liz(1/2) + B(2) Lia(1/2) + D(2) = O(z™) (4.2)
W(z) = A(z)log(z) — B(z) = O(1 — 2) .

(Etant donné une fonction F(w) développable en série de Laurent F(w) = e apuw”
au voisinage de w = 0 (avec w = z, 1/z ou 1 — z dans la suite), on note F(w) = O(w™ 1)
sia_p, =a_me1 =+ =ay = 0. Il sagit d’'une majoration quand z tend vers 0, 'infini ou

1, suivant la valeur de w). Dans [16], Beukers indique que la solution de (4.1) est unique (&
une constante multiplicative pres), donnée par une certaine intégrale que 'on transforme
facilement en la série hypergéométrique (quasi équilibrée) suivante :
oo
(k—n)n _y
S(z) =n! —— 2"
@=n G,
k=1
Il montre aussi dans [15] que (4.2) a une solution unique (& une constante multiplicative
preés) et son argument donne immédiatement :

VoS (=)

k=1 n+l

12Beukers n’énonce pas la condition sur W (z) mais la condition équivalente B(1) = 0.
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On reconnait en S(1) et V(1) les deux séries mentionnées en (1.2) et dont on déduit les
approximations d’Apéry pour ((2) et {(3).

La question se pose donc d’expliciter si possible des problemes de Padé tels que (4.1) et
(4.2) et dont la solution ferait intervenir les diverses séries hypergéométriques qui servent
a démontrer les résultats récents sur U'irrationalité des valeurs de zéta. Dans article [29]
avec Fischler déja mentionné au paragraphe 3.1, nous avons répondu positivement a cette
question en construisant et résolvant des problemes de Padé tres généraux, sur lesquels se
lisent les propriétés de réciprocité des solutions dans le cas de séries (trés) bien équilibrées
telles que (1.3).

Le bon probleme a considérer s’est avéré étre le suivant. Considérons des entiers n > 0,
A > 1et po > 0 vérifiant p+0 < A(n + 1) — 1 et que nous supposons fixés. Nous
voulons déterminer des polynémes Py, Py et P; (pour 1 < j < A) de degré au plus n et
des fonctions S, S, R (qui dépendent de n, A, p, o) tels que

S(z) )+ 2 Pi(2) Lij(1/2) = 0(=7)

S(z) ) + Z 2)Lij(z) = O(z"H) (4.3)
- ] 1 logj l(z) _ A(n+1)—p—o—1

| ; Py(z —(9—1)! = O((1 — 2)A D ).

(La fonction log(z) est définie avec sa détermination principale.)

On remarque que les deux parametres p et 0 permettent d’interpoler entre des problemes
d’approximation de Padé au voisinage de 0, 1 et co. On peut également noter que le
probleme (4.1) de Beukers est contenu dans ce nouveau probleme, que le résultat suivant
résout totalement.

Théoréeme 21. A constante multiplicative pres, le probléme de Padé (4.3) a une unique
solution et elle vérifie pour tout z € C tel que |z| > 1,

i k + n+1), o -k (4.4)

Pa(z) = Z(_l)kA =k ;!2;(71;)]?;_ 1)0,2]“

et, si z ¢| — 00,0,

1 — 1)y
R(z) = — / (= Pols Ent Vo —ay,
2w 4 (8)n+1
ou € est une courbe entourant les points —n,—n +1,...,0 dans le sens direct.
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Ce résultat concerne des séries quasi équilibrées; dans le cas particulier p = o elles sont
bien équilibrées. En effet, on peut écrire (4.4) sous la forme :

(Z)Zp!A+1(p+a+n+1)!A i p+a—|—n+2,p+1,...,p+1‘2_1
(p+n+ DALl AP pn 42 ptn 42

On reconnait les formules mentionnées au sous-paragraphe 3.1 qui servent a montrer le
Théoreme 16.

Nous avons également obtenus les solutions de deux problemes encore plus généraux,
ce qui permet en théorie de justifier par ’approximation de Padé essentiellement tous les
résultats connus d’irrationalité concernant la fonction zéta et les polylogarithmes. Voici
I'un de ces résultats, qui non seulement interpole entre des conditions de Padé au voisinage
de 0, 1 et oo mais également entre des approximations de type I et de type II.

On garde les mémes notations que précédemment et on suppose que M = L, 0 = p
et 2Lp < A(n + 1) — 2. On cherche des polynomes Py, Pos, P; (pour 1 < j < A et
0 < ¢ < L~—1)de degré au plus n et des fonctions Sy, Sy et R (qui dépendent aussi
de p, L, A et n) tels que 'on ait simultanément les 2L + 2 conditions suivantes (pour
(=0,...,L—1):

( A .
Si(z) = Poe(z) + 3 (E ti- 1)Pj<z> Ligy;(1/2) = O(=~1)

A .
Se(z) = Poy(z) + Z(—l)j <€ + J— 1>_Pj(2) Lics;(z) = O(z"H)

i=1 7=t (4.5)
A a
R(z) = Z(—l)]—lij(z l(gfﬂ_ll(;) —0((1 - Z)A(n—i—l)—QLp—Q)

=1
| Pa((-1)") =0.
La solution compléete est donnée par les formules suivantes.

Théoreme 22. A une constante multiplicative prés, le probléme de Padé (4.5) a une

unique solution et elle vérifie pour tout £ =0,..., L —1 :
(-1~ & n\(k=p)yktn+1)7\
S, =7 - k4 —
&) = 2 g | (F 3 * :
k=1
et
N, ga(n ) CE=p)p(n—k+ 1))
Pa(z) = kz:%( 1 (2 k) KAn— kA

De plus, pour tous j=1,...,Aetl=0,...,.L—1, on a
2 Py(1/2) = (1) IHEP(2) et 2"S,(1/2) = (—1)AMHDHS(2).

Si 'on supprime la condition P4((—1)4) = 0 dans le probleéme (4.5), on obtient essen-
tiellement les mémes formules pour Sy(z) et P4(2), en enlevant juste le facteur (k + n/2).
Ce cas englobe alors le probleme (4.2) de Beukers.
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4.2 Le cas des ¢g-polylogarithmes

La question se pose naturellement d’étendre le Théoreme 21 au cas des g-analogues de
la fonction zéta, en particulier dans ’espoir d’obtenir de nouveaux résultats diophantiens.
C’est ce que nous avons fait dans un travail [49] avec Krattenthaler. Une des difficultés
a été de déterminer un g-analogue log,(z) de la fonction log(z) adapté a la situation :
dans notre contexte, la fonction log(z)/log(q) s’est naturellement imposée dans ce role.
Cet analogue, qui possede donc une monodromie non-triviale en 0, est un choix histori-
quement classique : voir [1]. Certaines théories géométriques récentes (étudiant ’analogie
entre équations aux g-différences et équations différentielles) ont mis en avant un g-analogue
différent du logarithme : par exemple, Sauloy [78] utilise la fonction (4(z) = 20;(2)/0,(2)
comme g-logarithme, avec 6,(z) = > _,(—1)"¢ "(""D/22" qui est méromorphe sur C et
dont les poles confluent le long d’une spirale lorsque ¢ — 1.

Il nous a alors été possible de résoudre le probleme de Padé suivant, qui est un parfait
g-analogue du probléme (4.3) dans le cas classique. Etant donné des entiers A > 1, n > 0,
p>0,0>0etv>0telsque p+o+rv+2< A(n+1), on cherche a résoudre le probleme
d’approximations simultanées de Padé suivant : déterminer des polynémes (dépendants de
A, n, p, oet v) Py(z;q), Po(z;q) et Pj(z;q) (pour j =1,..., A) en la variable z, de degré
au plus n et a coefficients dans Q(q), tels que

( A
S(z4) = Po(z:0) + Y Pi(z:9) Lij(1/2:9) = O(z"")  quand 2 — oo;

i=1
A

S(z:q) = Po(z;q) + ZP](Z, q)Lij(2;1/q) = O(z°™"*) quand z — 0;

- j:1. —log (1/2)).
I(zq) = — ZPj(qu—J; q) ( éq(_ {)!))H

pour tout £ € {—v,—v+1,...,Aln+1)—p—0—v —2}.

(4.6)

= O0(z—q¢ " quand z — ¢*

Théoreme 23. Dans les conditions ci-dessus, le probléme (4.6) a une solution unique, a
une constante multiplicative prés. En choisissant cette constante égale a 1, on a

o0
(@70, (@) e
S(ziq) =Y " (q;f. e ¢
k=1 P H/nA4l

)

1 —p. n+1. o
1(27 q) — _/ (Sq 7Q)P (iq ,Q) Svflogq(z) ds
2T Jg (83 @)1

ou € est nimporte quelle courbe fermée directe qui entoure les poles de l'intégrande, i.e.
1,q7 Y, ...,q™, sans traverser la coupure R_.

Les Théoremes 21 et 23 sont formellement tres similaires, a ceci pres que le parametre
« g-analogique » v n’a pas d’équivalent dans le cas classique. La différence majeure se situe
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dans I’énoncé des conditions d’annulation des fonctions I(2) et I(z; ¢), qui sont en plusieurs
points : cela n’a cependant rien surprenant puisqu’il est fréquent dans ce genre de situation
que des singularités en certaines puissances de ¢ confluent vers une unique singularité en
1 (avec multiplicité) lorsque g — 1.

Une autre différence importante avec le Théoreme 21 est le contour d’intégration de
I(z;q) que 'on ne peut pas déformer librement en présence de la coupure. Ce simple fait
nous a empéché pour 'instant de trouver de nouvelles applications diophantiennes car la
fonction I(z;q) n’est apparemment pas assez petite pour « faire de la transcendance ».

4.3 Approximations de la constante de Catalan

Dans le but de construire de bonnes approximations rationnelles de la constante de
Catalan G et de démontrer la conjecture des dénominateurs évoquée a la fin du sous-
paragraphe 3.3, j'ai adapté dans [73] la méthode tres originale précédemment employée
par Prévost [61] pour donner une nouvelle preuve de 'irrationalité de ((3). Dans le cas de
G, la technique est la suivante. Considérons la fonction

= (-1
‘I’(z)zz((zk D)z +1)?

k=0

qui définit une fonction méromorphe sur C \ {0,—1,—1/3,—1/5,...}. Pour tout entier

n>1,ona
n—1

G=p(2) = ; e + (=" (2n> : (4.7)
L’idée est d’essayer de remplacer le nombre W(1/2n) par une bonne approximation ra-
tionnelle, dans le but d’en obtenir une pour G. Bien sir, on pense immédiatement aux
approximants de Padé [p/q](z) de ¥(z) au voisinage de z = 0 puisque 1/2n sera amené a
tendre vers 0 : en un certain sens, on espere que cela va accélérer la convergence du reste de
la série, tout en ayant une grande souplesse puisque I'on dispose alors de trois parametres
libres n, p et ¢. La fonction ¥ n’est pas holomorphe en 0 mais elle y est néanmoins C* et
possede le développement de Taylor suivant, de rayon de convergence nul,

d(z) =

DN | —

i(k + 1)Ej,2" 2, (4.8)

Il est possible de déterminer explicitement les approximants de Padé [2n+1/2n]e(2) € Q(z2)
de ®, qui s’averent étre de tres bonnes approximations rationnelles de ¥ elle-méme : ceci
illustre une importante propriété des approximants de Padé, a savoir de sommer des séries
divergentes.

Le résultat exact est le suivant. Introduisons la suite de polynomes pairs de degré 2n

o 1—z 14z " /n\ [ + 251
oo o[- () (7))

J=0
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et définissons également la suite des polynomes de degré 2n — 1 :
n J 2—1 -1
z n +J —k\ (-1)
=33 ()% (G0 G 5
LS SN IR Gk )
Posons Qo (2) = 22" 1Qan(1/2) et Poy(2) = 22" Py (1/2).
22Qon(2)

P2n z
de la série formelle ®(2). De plus, pour tout réel z > 0,

2Qm(a)| L2
2Poa(2) | AP/

Théoréme 24. La fraction rationnelle =222 ogt Uapprozimant de Padé [2n+1/2n]¢(z)

U(z) -

La preuve de ce théoreme est basée sur certaines formules explicites données par Carlitz
[19] et Wilson [91] (concernant les polynomes orthogonaux hypergéométriques), ainsi que
sur le umbral calculus () pour simplifier certains passages combinatoires assez délicats.
En revenant au probleme initial, on obtient que

G~ ;%H + [2n 4 1/2n]4(1/2n)

ou le second membre est un rationnel proche de G. Formellement, il s’agit du résultat
suivant.

Théoreme 25. Pour tout rationnel r > 0 et tout entier n > 1 tels que rn soit entier, il
existe deux rationnels explicites uy, ., vy, tels que 24”unr et 24d? Uy, SOtENt entiers
et

2max(1,r)n

/UTL,T‘

< —
un,r

-

Unp,r

o — Jz:; (;L) (rnj— §> (rn +]J - -)

et une formule un peu plus compliquée pour v,,, basée sur les nombres Qs,(2rn). La
majoration montre que, a r fixé, la convergence vers G est géométrique en n mais, malheu-
reusement, aucune valeur de r ne permet d’en déduire l'irrationalité de G. Néanmoins, cette
construction spécialisée en » = 1 m’a permis de prouver la conjecture des dénominateurs
pour G (fin du sous-paragraphe 3.3, dont je reprends les notations).

1311 s’agit de la méthode consistant & manipuler les éléments A,, d'une suite donnée comme s’il s’agissait
des puissances A" d’un élément formel A : par exemple, la formule de récurrence pour les nombres de
Bernoulli ZZ;S (Z)Bk = 0 prend ainsi la forme plus compacte B" = (B + 1)", que l'on peut ensuite
injecter dans un calcul algébrique. Cette procédure est parfaitement licite dans beaucoup de situations
combinatoires, voir [32].
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Théoréme 26. Pour tout entier n, on a e, = u,, € 27*"Z et f, = v, € 27"d,’Z.

La démonstration est assez compliquée et utilise, entre autres, diverses techniques hy-
pergéométriques, dont I'algorithme de Zeilberger et 1'identité

1, o, a 1 1, 1, o«
3F2[a+1,a+1’1]_23}72[04—1—1,04—1—1’1]

Prévost et moi-méme avons prévu (1) de développer cette méthode de construction
d’approximations, en particulier pour essayer de comprendre pourquoi ’on retrouve les
meémes approximations rationnelles que celles construites par les approximants de Padé
des polylogarithmes (lorsque I'on applique cette méthode a ((2) et ((3)). Ce phénomene
n’a rien d’évident a priori et nous avons constaté qu’il se produit également lorsque 'on
cherche a accélérer le reste de la série de Taylor en 0 de exp(z) et de log(1 — z).

Remarquons enfin que des suites de rationnels convergeant géométriquement vers G ont
déja été obtenues par Batut et Olivier dans [12], au moyen de la méthode d’accélération
de fractions continues d’Apéry. Bien que je n’aie pas fait le calcul, il est plausible que leurs
approximations s’obtiennent par spécialisation du Théoreme 25 car c’est déja le cas des
résultats analogues pour ((2) et ((3). Cependant, la méthode décrite ici offre une souplesse
supplémentaire grace au parametre r : il n’est lié a n que par la condition rn € N et on
peut donc le choisir comme fonction de n, par exemple, et pas forcément fixe. On obtient
alors des approximations rationnelles de GG nouvelles mais qui ne semblent pas plus utiles
pour montrer 'irrationalité de G.

“Depuis la premiere version de ce mémoire, nous avons totalement explicité/expliqué le phénomene
observé dans le cas de la fonction exponentielle : voir [62].
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5 Les polyzétas

Ce paragraphe est consacré a 'exposé d'une méthode qui fait 'objet d’un travail en
cours et ne contient donc pas de résultats nouveaux a proprement parler.

Une généralisation, naturelle et tres étudiée actuellement, de la fonction zéta de Rie-
mann est donnée par les polyzétas, définis pour tout entier p > 1 et tout p-uplet s =
(s1,S2,...,5p) de réels > 1, avec s; > 1, par

1

6(517827"'7817): k?kggn‘kip'

1<kp<--<ki

Les entiers p et ¢ = s1 4+ s2 + - -+ + s, sont respectivement la profondeur et le poids de
C(s1,82,...,8p). Ces séries apparaissent, par exemple, quand on considere les produits des
valeurs de la fonction zéta : on a ainsi ((n){(m) = ((n +m) + ((n,m) + {(m,n), ce qui
permet en quelque sorte de « linéariser » ces produits. En dehors de quelques identités
telles que ¢(2,1) = ¢(3) (due a Euler), la nature arithmétique de ces séries est aussi peu
connue que celle des nombres ((s). Cependant, I'ensemble des nombres ((s) possede une
tres riche structure algébrique assez bien comprise, au moins conjecturalement (voir [90]).
Par exemple, on peut s’intéresser aux Q-sous-espaces vectoriels &, de R, engendrés par
les 2P72 polyzétas de poids p > 2 1 25 = QC(2), 23 = QC(3) + Q¢(2,1), 25 = QC(4) +
QC(3,1) +QC(2,2) + QC(2,1,1), etc. Posons v, = dimg(Z,). On a alors la

Conjecture 2.
(i) (Zagier) Pour tout entier p > 2, on a v, = c,, ot Uentier ¢, est défini par la récurrence
de type Fibonacci cpr3 = cpy1 + ¢y, avec cg =1, ¢; =0 et c3 = 1.

(i1) Les Q-espaces vectoriels Q et 2, (p > 2), sont en somme directe.

La suite (v,),>2 devrait donc croitre comme o (ot @ = 1, 3247 est racine du polynome
X3 — X —1), ce qui est bien plus petit que 2°~2. Il y a donc beaucoup de relations linéaires
entre les polyzétas de méme poids (et conjecturalement aucune en poids différents) : le
conditionnel n’est pas de mise car un théoreme de Terasoma [83] affirme que 'on a v, < ¢,
pour tout entier p > 2. Il reste donc a montrer 'inégalité inverse mais aucune minoration
non triviale de v, n’est connue a ce jour : si I'on montre facilement que vy = v3 = v4 =1,
on est bloqué des 1'égalité vs = 2, qui est équivalente a 'irrationalité toujours inconnue de
¢(5)/(¢(3)¢(2)). Plus généralement, un des intéréts de la Conjecture 2 est d’impliquer la
suivante (1°).

Conjecture 3. Les nombres m,((3),((5),((7),((9), etc, sont algébriquement indépendants
sur Q.

15Cette implication est unanimement considérée comme un « résultat bien connu du folklore ». Je n’en
ai jamais vu de démonstration convaincante. Néanmoins, le point (i7) implique I'indépendance linéaire sur

Q des nombres 1,((2),¢(3),((4),((5), etc.

32



A défaut de prouver totalement ces conjectures qui semblent hors d’atteinte actuelle-
ment, j’ai entrepris une collaboration avec Cresson et Fischler dans ’espoir de produire
une minoration non triviale de v,. Il me semble intéressant d’expliquer sommairement ici
notre démarche. Avant tout, notre but est d’adapter la méthode hypergéométrique en une
variable, dont I'intérét a été abondamment évoqué dans les pages précédentes. En effet, les
premieres séries qui viennent a ’esprit pour étudier les polyzétas sont celles de la forme

5 P(ki, ko, ..., k)

1<ks<--<k1 (kl)n1+1(k2>n2+1 (ks)ﬁ:Jrl,

ou les A; et n; sont des parametres entiers et P un polynome a coefficients entiers. Pour
diverses raisons, il est plus simple de considérer que la sommation est sur 1 < k, < --- < ky
et, de fait, de telles séries apparaissent naturellement dans la littérature. Par exemple,
Sorokin [82] a déduit I'irrationalité de ((3) d’un résultat que 'on peut écrire ainsi : pour
tout entier n > 0, on a (19)

— (K_n)n(k_g—i_l)n_
V, =n! lgéjk OO 2a,((2,1) — 2b,,, (5.1)

ou a, et b, sont les nombres d’Apéry obtenus en (1.2). La méthode de Sorokin consiste
a résoudre un subtil probleme d’approximation de Padé, qu’il n’est malheureusement pas
facile de généraliser a d’autres situations. Nous avons donc entrepris de démontrer (5.1)
directement et ensuite d’étendre cette approche a un cadre plus global.

Pour éviter d’avoir a considérer un probleme technique (évoqué plus bas) avec la série
V.., j'explique notre approche sur la série suivante

Sn(z1,29) = Z (€ = n)n(k _f+ Do P

qui converge pour |z| > 1 et |2z > 1.

La premiere étape consiste a décomposer en éléments simples la fraction rationnelle en
les deux variables k, ¢ qui constitue le sommande de S,,(z1, z2) (les variables sont séparées
au dénominateur, ce qui simplifie beaucoup cette étape). En reportant dans S, (21, 22), on

obtient ainsi
S S e

i,j=0 e,f=1 1<£<k

ou les ¢; ;. s sont des rationnels explicitables.
La deuxieme étape consiste a exprimer explicitement la série sur k et ¢ comme combi-

naison linéaire & coefficients dans Q(z1, ..., z,) en les polylogarithmes multiples
k1 kp
Z DY Z
. . 1 P
L1317827m73p(21, e Zp) = E FETETRRETE
1<kp<-<ky 12 P

16a série V,, est en fait un cas particulier de la série multiple considérée au membre de droite de (1.10).
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(Ici, p = 2.) Dans le cas d’une seule variable (cas p = 1), c’est une étape triviale puisque
I'on a tout simplement

: — 2Li(1 2
; ki ke Z = L) = 3 (5:2)

Malheureusement, en deux variables, ce n’est déja plus du tout immédiat, comme on va le
voir maintenant. Il s’agit en effet de décomposer la série suivante a la maniere de (5.2) :

%) k
<1 <9
. 5.3
Z(kJri)eZ(ngj)f (5-3)
On écrit la somme intérieure sur ¢ comme

k _g k+j j k+i J k+M Zj—é
W —(Z DS )% (5.4)

=1 l=j+1 l=k4+m+1

oum = min(s,j), M = max(i,j) et g;; = 1sii < j, —1sii > j,0sii = j. Puis on réinjecte
ces trois sommes dans la somme sur k. Les deux premieres séries se traitent facilement :

o Lk kg © itk Bt
Z(k;—i—z)ez 7 Z = 2 l
1 /=1 k=i+1 £=1
i Zz—k: k ZJ_z
= 212 Liep(1/21,1/20) - Le ; /

et

i
i) o = 2
k=1 (k +1) I=k+m+1 4 t=m—+1 k=1 (k +a)(k + )

et on développe la fraction rationnelle m en éléments simples pour conclure que
cette série s’écrit elle aussi comme une combinaison linéaire de Lig(1/2129) avec 1 < s <
max(e, ) (et aussi Lieyr(1/2122) si £ = M = i) avec des coefficients polynomiaux en z
et Z9.

Par ce procédé laborieux (qui devient quasiment inextricable en trois variables), on
a bien obtenu une écriture de la série double (5.3) comme combinaison linéaire polyno-

miale en certains polylogarithmes multiples. On doit aussi parfois tenir compte d'un autre
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phénomene qui n’existe pas en une variable : contrairement a S, (z1, 22), la décomposition
en éléments simples du sommande de la série V,, produit une partie entiere (puisque le
degré en ( de la fraction est positif) qui complique encore cette étape en faisant apparaitre
a priori des polylogarithmes multiples « exotiques » tels que Liy (21, 22). Pour franchir
cette étape en toute généralité, nous avons été amené a écrire un algorithme, implanté
sous Pari, que nous sommes actuellement en train d’expérimenter : il est basé sur le fait
que la décomposition fondamentale (5.4) permet essentiellement de passer d’une série de
profondeur p & une série de profondeur p—1 et permet donc de programmer récursivement.

La troisieme étape consiste a identifier les polyzétas qui apparaissent réellement a l'issue
de la deuxieme étape, c’est-a-dire ceux affectés d'un coefficient non-nul. Or cette identifi-
cation n’est absolument pas évidente. Par exemple, la série S, (1, 1) fait a priori apparaitre
les polyzétas (dont certains sont divergents)

¢(1), ¢(1,1), €(2), €(2,1), €(1,2), €(3), €(2,2), ¢(4)

et il est assez difficile de prouver que seuls ((2) et ((2,2) n’ont pas un coefficient nul. Nous
espérons que les résultats de nos expériences nous permettront de produire des phénomenes
d’annulation automatique des coefficients, a la maniere du phénomene trés bien équilibré
en une variable.
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6 La conjecture de Bateman-Horn

Je termine ce mémoire en évoquant un travail fait en commun avec Hindry [42], qui
concerne la conjecture de Bateman-Horn, rappelé au sous-paragraphe 6.1. En dehors de
cette phrase, il ne sera nullement fait mention du mot « hypergéométrique » dans tout ce
paragraphe.

Golomb [33] a développé une approche tres originale de la conjecture des nombres
premiers jumeaux, basée sur le comportement au voisinage de z = 1 de la série entiere
o2 L A(2n—1)A(2n+1)2%", olt A désigne la fonction de von Mangolt, familiere en théorie
analytique des nombres. Une seule étape analytique (l'interversion d’une limite et d’une
série) empéche Golomb de parvenir & son but. Néanmoins, en admettant cette étape, il
esquisse comment obtenir I'estimation asymptotique, lorsque x — 400,

xXr
log®(x)’

#{1§n§x:netn+2premiers}~2H<1—(p1 )

—1)2
p>3 1)

conjecture bien connue due a Hardy et Littlewood, que ’on peut obtenir par une heuristique
probabiliste assez délicate (voir par exemple 'argument exposé dans [39, p. 371]).

Notre travail a consisté a généraliser et justifier autant que possible la méthode de
Golomb (le A-calcul) a la conjecture de Bateman-Horn, qui concerne le comportement
asymptotique de la fonction

ﬂi(l'):#{l <n<zx:fi(n), faln),..., fr(n) simultanément premiers},

ou les f1, fa, ..., fr sont dans Z[X]. Ce faisant, nous avons cheminé par des domaines aussi
divers que les identités entre fonctions arithmétiques, la théorie algébrique des nombres et
les fonctions zéta de Dedekind, la théorie analytique des nombres, les théoremes taubériens,
etc. Finalement, modulo une seule étape analytique non justifiée, nous avons exactement
retrouvé le comportement prédit par la conjecture de Bateman-Horn.

Ce travail ne prétend pas étre une approche décisive vers la résolution de cette conjec-
ture. Plus modestement, il montre que 'on dispose avec le A—calcul d'une bonne machine
a produire des heuristiques analytiques en faveur de conjectures peu évidentes, en par-
ticulier lorsque, comme c’est le cas ici, I’'Hypothese de Riemann Généralisée ne permet
pas de conclure (17). Nous nous sommes également efforcés de mettre en lumiere certaines
propriétés « désagréables » telles le fait que la congruence fi(n) - -+ fix(n) = 0[d] posséde sou-
vent des solutions n trop petites dans {1,...,d} dés que deg(f;--- fx) > 2 ou bien encore le
fait que la série de Dirichlet L¢(s) (voir (6.4) ci-dessous) ne se prolonge pas analytiquement
au dela de Re(s) > 0 sous la méme condition. Surtout, par son apparente simplicité, cette
méthode semble une alternative crédible aux heuristiques probabilistes dont on sait qu’elles
ont pu suggérer des conjectures fausses (1*) ainsi qu’aux heuristiques analytiques issues de
la méthode du cercle de Hardy-Littlewood-Ramanujan, techniquement plus compliquée.

1] existe d’ailleurs des résultats démontrés en supposant & la fois I'Hypothese de Riemann et la conjec-
ture des nombres premiers jumeaux généralisée : voir par exemple [20].

18Ce fut le cas des premieres versions quantitatives des conjectures de Goldbach et d’Artin (sur les
racines primitives) : voir [37] et [57] respectivement pour des commentaires historiques & ce sujet.
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6.1 Valeurs premieres des polynémes

Considérons k polynomes f1, fa, ..., fr de Z[X], de degré hq, ha, ..., hy, respectivement.
Notons f = fifo--- fu, f = (f1,..., fx), K; le corps de nombres Q[X|/(f;(X)) et h =

hi + hs + - -+ + hi. La notation « a|b » signifie que a divise b et p désigne un nombre
premier > 2, ce qui vaut, en particulier, lorsqu'un produit infini porte sur p sans autre
indication.

Dans un premier temps, rappelons les conditions a priori nécessaires pour que 7s(z) ne

soit pas bornée : -

(i) Les polynomes f; doivent tous étre irréductibles sur Q : si I'un ne lest pas, il ne
peut pas prendre une valeur premiere en n des que n est assez grand. On suppose
aussi qu’il n’existe pas deux entiers distincts 7, j tels que f; = £f;.

(77) Pour tout premier p, il existe un entier n > 1 tel que p ne divise pas f(n).

(#7) En changeant au besoin un ou plusieurs f; en —f; et par une translation de la
variable commune aux f;, on peut supposer que pour tout entier n > 1, les entiers
fi(n), fa(n),..., fu(n) sont tous > 1 : la valeur de m¢(z) n’est changée que d'une
fonction bornée de z. Ces conditions sont commodes mais pas nécessaires.

On qualifiera de convenable toute famille vérifiant ces conditions. Pour tout entier d > 1
et tout g € Z[X], posons Ny(d) = #{1 <n < d : g(n) =0[d]}. On peut alors remplacer
la condition (i7) par la suivante, qui lui est équivalente : (i bis) Pour tout nombre premier
p, on a Nf(p) < p. On peut remarquer que Ny(p) < min(h,p) et qu’il suffit donc de
faire un nombre fini de calculs pour les premiers p < h pour vérifier la condition (i bis).
Schinzel [79, p. 188] a conjecturé la réciproque suivante.

Conjecture 4 (SCHINZEL). Soit f une famille convenable. Alors ws(z) tend vers linfini
avec .

Dans le cas d’un seul polynome, cette conjecture est due a Bouniakowski [18]; dans le
cas de plusieurs polynomes linéaires, elle est due a Dickson [26]. Bien que tres bien étayée
numériquement, il n’y a guere de raisons évidentes pour que la conjecture de Bouniakowski
soit vraie. D’ailleurs, si I'on remplace 'anneau Z[X] par un anneau de polynémes sur un
corps fini ou par Z[Xy,...,Xy| (N > 2), alors la conjecture « trivialement » analogue
a celle de Bouniakowski est fausse : voir [25] et I'introduction de [41], respectivement.
Dans [10], Bateman et Horn ont proposé une heuristique précisant de fagon quantitative
la conjecture de Schinzel ; pour la formuler, on a besoin du produit

con () (-3)

P

dont Bateman et Horn justifient la convergence (qui n’est pas absolue). Il en découle en
particulier que C'(f) est non-nul si N¢(p) < p pour tout p.

Conjecture 5 (BATEMAN-HORN). Soit f une famille convenable. Lorsque x tend vers

linfini, on a
L hihy -+ hi logF(z)
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On notera BH(f) la conjecture de Bateman-Horn pour la famille f. Pour situer son
degré de difficulté, indiquons seulement qu’elle implique comme corollaires les prédictions
faites par Hardy et Littlewood dans [37] sur la répartition supposée des nombres premiers
jumeaux et des premiers de la forme n? + 1. Hormis ’évidence numérique et le cas d'un
polynome de degré 1 (théoreme de Dirichlet), on peut mentionner le résultat de Bateman
& Stemmler [11] obtenu par le grand crible : mp(z) < k!2¥ C(f) zlog™*(2)(1 + o(1)).

6.2 Le A-calcul de Golomb

Je reproduis ci-dessous notre argument, sans aucun détail des calculs faits : beaucoup
de travail (i.e. quelques théorémes) est nécessaire pour justifier ce qui peut 1'étre (19).

Pour une raison technique, il est dans un premier temps commode de supposer, en plus
des conditions de la conjecture de Bateman-Horn, que pour tout entier n > 1 et pour tout
couple d’entiers (i,j) tels que 1 < i < j < k, les entiers fi(n) et f;(n) sont premiers
entre euz. Cette hypothese supplémentaire, que I'on dénommera hypothese F, est a prior:
tres contraignante puisqu’elle exclut le cas de la famille des polynomes fi(X) = X + 1
et fo(X) = X + 3, qui apparaissent dans la conjecture des nombres premiers jumeaux.
Cependant, elle s’avere sans dommage : nous avons montré que si BH(f) est vraie pour
toute famille f convenable vérifiant 'hypothese F, alors BH,(f) est vraie pour toute famille
f convenable. B
~ Pour tout entier n > 2, on définit la fonction de von Mangolt A(n) = log(p) si n = pv,
0 sinon, et la fonction de Mobius p(n) = (—1) si n est sans facteur carré et possede w
facteurs premiers, p(1) =1 et 0 sinon.

Donnons-nous des polynomes f;(X) € Z[X] (j = 1,...,k) convenables et vérifiant
I'hypothese F ci-dessus. Considérons la série entiere, convergente pour |z| < 1,

Gy(z) = (=KUY A(fi(m)A(fo(n) - A fu(n)) =", (6.1)

dont nous allons étudier le comportement au voisinage de z = 1.
Tout repose sur une formule élémentaire et fondamentale de Golomb qui, dans ce cas
précis, assure que pour tout entier n > 1,

AGAI)AR) -+ Aem) = 5 57 (@ 100t(a). (6:2)
d\JT(ln)

(C’est ici que sert 'hypothese F.) En injectant cette relation dans (6.1) et en intervertissant
les deux sommations (ce qui est licite puisque |z| < 1 implique la convergence absolue des

Depuis Iécriture de ce mémoire, nous nous sommes apercus que certains des résultats évoqués ici
recoupent des travaux de Conrad et Kurokawa : voir la nouvelle version [42] pour les détails.
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séries utilisées), on obtient

61 = 3 (X nliort @) = S udyoet@) 3o+
n=l o =1 fm=od
0o 1 d
= S et Z Z Z“ u(d) g (d) >
f(n) 0 [d] f(n)=0[d]

La troisieme égalité est conséquence du fait que I’ensemble des solutions positives de la
congruence f(n) = 0[d] est 'union disjointe des ensembles m + Nd, ot m est n’importe
quelle solution particuliere dans {1,...,d} de cette congruence.

Remarquons que la valeur en z = 1 du polynéome Y =1, 2" est trés exactement la
F(n)=01d]

quantité Ny(d) introduite au début du paragraphe 6.1, méme lorsque la somme est vide
en convenant qu’elle vaut alors 0. En procédant a l’échange limite-série, qut demeure la
seule étape non justifiée de cette approche, on obtient donc

Z n=1,..., d N
. . f(n)=0] d] Z f(d)
2112’17 (1 — Z E ,u log Zli}H117 m ,u 10g T (63)

Un point important est évidemment de s’assurer de la convergence et de la non-nullité de
la série a droite de (6.3), que 'on note C’(f). On peut faire mieux que cela en donnant
une expression trés simple de C’(f) a I'aide de la constante C(f) de Bateman-Horn. Pour
cela, introduisons la série de Dirichlet B

s(s) = dzl W, (6.4)

dont on montre qu’elle converge absolument au moins pour Re(s) > 1. En vertu du
théoreme des restes chinois, Ny(d) est une fonction multiplicative, c’est-a-dire que Ny (d1ds)
= N¢(dy)N¢(dy) si (dy,d2) = 1. On en déduit que, pour Re(s) > 1),

o T1(-%2) 11 ((-57) (- %2)

p p

Ici, on a utilisé, de fagon triviale, la fonction zéta de Riemann définie pour Re(s) > 1 par

la série ou le produit
00 1 e
=2 - -1a-»
n=1 p

On peut prolonger analytiquement (*°) Ly (s) & un ouvert contenant le demi-plan Re( ) > 1,
ce qui permet de justifier I’étape suivante, entre autres. Comme la fonction ¢(s)~* s’annule

20La série de Dirichlet L 7(s) peut s’exprimer & l'aide des fonctions zétas de Dedekind des corps de
nombres associés au polynomes f;, ce qui permet de faire ce prolongement. En I'exprimant a ’aide des
fonctions L d’Artin, on peut la prolonger sur le demi-plan Re(s) > 0 mais, pas au dela, sauf lorsque k& = 1
et h1 =1.
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a lordre k en s =1 et que linq(s —1)((s) =1, 0n a

C'(f) = (=DFLP ) = (D) RLC(f). (6.5)
Seule la premiere égalité nécessite quelques efforts. A Tl'aide d’un théoréme taubérien de
Hardy et Littlewood [36], on traduit (6.3) et (6.5) par

n

Jim = STARG)ALG) - ARG) = CU) (6:6)

Enfin, un résultat relativement élémentaire montre que (6.6) équivaut a BH(f).

6.3 La conjecture de Goldbach

Pour obtenir une version quantitative de la conjecture de Goldbach, Hardy et Little-
wood [37, p. 38] notent que la fonction

est celle qui s’impose le plus naturellement. En raison de la dépendance en n du sommande,
la méthode fonctionnelle de Golomb ne peut pas étre utilisée de la méme maniere que pour
la conjecture de Bateman-Horn. De plus, pour appliquer I'identité de Golomb, il faut
restreindre la sommation aux seuls entiers k tels (k,n) = 1 et étudier

n—1 00 n—1
1
Gn)= Y Ak)A(n—k) = 3 > " pu(d) log*(d) > L (6.7)
k=1 d=1 k=1
(k,n)=1 (kyn)=1,d|k(n—k)

Je donne maintenant un argument analytique permettant d’estimer ¢(n) d’une maniere
certes moins élégante que dans le cas de Bateman-Horn mais que j’espére assez plausible.

Notons A(n, d) la somme finie tout a droite de (6.7) : on a évidemment A(n,d) = 0 si
(d,n) > 1 ou si d > maxy k(n — k) = n?/4. De plus, si d = p est premier et si (n,p) = 1,

o [gp] B 290]57%) N(p) p(n)

A(n,p) =2 p(r)
r|n
avec R(n,p) = 2 Zr‘n ,u(r)([%} — %) < 7(n) (= le nombre de diviseurs de n) et N(d) =
Nx(n-x)(d). On peut espérer que pour d quelconque, la fonction R(n,d) définie par

+ R(n,p) = + R(n,p).

A(n,d) = %@(n) + R(n,d) (6.8)
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soit petite (*') en un certain sens. Notons que 1'écriture (6.8) est typique des méthodes de
crible, ou I'on cherche a approcher une fonction arithmétique compliquée par des fonctions
plus simples, multiplicatives par exemple : ici, cela revient a quantifier le fait que les
conditions (k,n) =1 et d | k(n — k) sont plus ou moins « indépendantes » pour un entier
générique k lorsque (d,n) = 1.

Si l'on pouvait négliger la contribution due & R(n, d), on obtiendrait alors ’approxima-
tion

, @ > u(d)logd(d)N(d) 290(27’&) 3 u(d>logd(d>N<d>+O(¢(n))7
i

puisque la série est convergente. Or on montre que

B s n((-)7(-)

(d,n)=1 p

et N(p) = 1sip|n tandis que N(p) = 2 si p{n. Si n est impair, on a donc N(2) = 2 et
le produit est nul, ce qui va dans le bon sens. Si n est pair, des manipulations immédiates

donnent alors
~2H<1— ) Hp n+o(n), (6.9)
p>3

p>3

en utilisant le fait que o(p(n)) = o(n).

Estimons maintenant g(n) — ¥ (n) lorsque n est pair. Puisque (k,n) > 1, pour que
A(E)A(n — k) # 0, le nombre k doit étre une puissance d’un diviseur premier de n, donc
doit lui-méme diviser n. En majorant simplement A(k)A(n — k) par log?(n), on a donc

0< g(n) Z Ak k) <) A(k)A(n — k) <log*(n)7(n) < n° (6.10)

(k, n)>1 k)‘TL

pour tout ¢ > 0 (par la majoration classique 7(n) < n¢). Comme (6.9) suggere que
?
% (n) > n, on déduit donc de (6.9) et (6.10) que

nzlA(k)A(n— NZH(l— )). %.n,

k=1 >3 |
= r>3

qui est une forme de l'estimation usuelle prédite dans [37].

21Cest évidemment le coeur du probléme : prouver que effet de R(n, d) se dilue finalement dans un terme
d’erreur correspond au probleme de I'inversion limite-série dans le cas de la conjecture de Bateman-Horn.
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Conjecture 6 (HARDY-LITTLEWOOD). Lorsque n pair tend vers l'infini, on a

#{(p,q) ;p—i—q:netp,qpremiers}NQH(1— ) Hp_2 logn o

p>3

Il serait intéressant, me semble-t’il, d’adapter cette technique au cas d’autres conjectures
célebres prédisant le comportement asymptotique de familles notables de nombres premiers,
comme celles de Lang-Trotter et d’Artin sur les racines primitives (méme si HRG suffit
dans ce cas).
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