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de Riemann.

Tanguy Rivoal
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Introduction

Dans ce mémoire, je décris mes travaux de recherche pendant la période post-thèse
courant sur les années 2001-2005, ainsi que quelques projets que j’entends mener à bien
dans le futur, certains étant d’ailleurs bien avancés. J’indique également quelques pistes
de réflexion qui, je l’espère, intéresseront d’autres personnes que moi. Mon activité peut
être essentiellement classée en cinq thèmes ayant une coloration hypergéométrique plus ou
moins forte et un dernier un peu à part :

(i) Les séries hypergéométriques très bien équilibrées, en particulier leurs applications
à la démonstration de certaines conjectures, dites « conjectures des dénominateurs ».

(ii) Les méthodes générales de l’hypergéométrie, qui donnent un cadre global à un cer-
tain nombre de phénomènes éparpillés dans la théorie diophantienne de la fonction
zêta.

(iii) L’approximation diophantienne, essentiellement la nature arithmétique de la fonc-
tion zêta de Riemann, des polylogarithmes et fonctions associées, dont leurs q-analo-
gues.

(iv) Les approximants de Padé et leurs éventuelles applications arithmétiques.

(v) Les polyzêtas, plus précisément, la production d’un algorithme constituant un préa-
lable indispensable à leur étude arithmétique.

(vi) La théorie analytique des nombres et l’extension d’une méthode heuristique de Go-
lomb pour les nombres premiers jumeaux au cas de la conjecture de Bateman-Horn.

Je me suis efforcé de mettre en lumière les éventuels liens entre ces sujets et les raisons
qui m’ont amené à les aborder.

Dans toute la suite et sauf mention contraire, les résultats que j’ai obtenus (seul ou en
collaboration) sont indiqués par Théorème, alors que ceux dus à un autre auteur sont
indiqués par Théorème [untel]. Certaines de mes (pré)publications sont disponibles sur
l’arXiv et toutes le sont sur http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~rivoal/.
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1 Les séries hypergéométriques très bien équilibrées

Une grande part de mes recherches a porté sur des problèmes importants liés aux
résultats obtenus dans ma thèse, qui portait sur la nature arithmétique de la fonction zêta
de Riemann. Ces problèmes m’ont conduit à orienter ma recherche sur la nature du lien
fondamental entre les résultats alors obtenus et l’hypergéométrie, aspect que je n’avais
alors pas du tout développé. Le premier sous-paragraphe est essentiellement de rappel ;
dans les deux suivants, j’expose des résultats obtenus en collaboration avec Krattenthaler.

Les séries hypergéométriques sont définies par une série entière dépendant d’un certain
nombre de paramètres :

q+1Fq

[
α0, α1, . . . , αq

β1, . . . , βq
; z

]
=

∞∑

k=0

(α0)k (α1)k · · · (αq)k

k! (β1)k · · · (βq)k

zk,

où αj ∈ C, βj ∈ C\Z≤0 et (x)m = x(x+1) · · · (x+m− 1) est le symbole de Pochhammer.
Une telle série converge pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, et aussi pour z = ±1, pourvu que
Re(β1 + · · · + βq) > Re(α0 + α1 + · · · + αq). Lorsque z = 1, on omet de l’écrire dans les
paramètres. La littérature (voir [8, 31, 81]) mentionne divers cas particuliers lorsque ces
paramètres satisfont certaines relations : par exemple, une série hypergéométrique est dite

– balancée (balanced) si α0 + · · ·+ αq + 1 = β1 + · · ·+ βq ;

– quasi équilibrée du premier genre (nearly-poised of the first kind) si α1 + β1 = · · · =
αq + βq ;

– bien équilibrée (well-poised) si α0 + 1 = α1 + β1 = · · · = αq + βq ;

– très bien équilibrée (very-well-poised) si elle est bien équilibrée et α1 = 1
2
α0 + 1.

Le cas « très bien équilibré » s’avère d’une grande importance. Au sous-paragraphe 3.2,
on introduira les q–analogues de ces séries.

1.1 Résultats diophantiens pour la fonction zêta

Pour donner davantage de relief aux résultats nouveaux, je rappelle tout d’abord
quelques uns de ceux concernant la nature arithmétique des nombres ζ(2n+1) pour n ≥ 1
entier. Le premier résultat majeur de la théorie est le suivant, montré par Apéry en 1978 [7].

Théorème 1 (Apéry). Les nombres ζ(2) et ζ(3) sont irrationnels.

Les progrès ultérieurs sont essentiellement contenus dans les deux résultats suivants au
moyen d’une méthode assez éloignée de l’approche originale d’Apéry. On trouvera d’autres
résultats de même nature dans [69, 95].
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Théorème 2.
(i) [9, 67] Pour tout entier impair A ≥ 3, on a

dimQ(Q + Qζ(3) + Qζ(5) + · · ·+ Qζ(A)) ≥ 1 + o(1)

1 + log(2)
log(A).

(ii) [68] Il existe un irrationnel parmi les neuf nombres ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21).

Le point (ii) a immédiatement été amélioré par Zudilin [94] par des techniques similaires
aux miennes mais poussées au maximum de généralité.

Théorème 3 (Zudilin). Il existe un irrationnel parmi ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11).

La stratégie générale (1) pour démontrer tous ces résultats est la suivante. Soit une
fraction rationnelle de la forme

RA,n(k) =
Qn(k)

(k(k + 1) · · · (k + n))A
=

Qn(k)

(k)A
n+1

∈ Q(k)

où n ≥ 0, A ≥ 1 sont entiers et Qn(k) ∈ Q[k]. Pour tout entier C ≥ 0, considérons la série

SA,C,n(z) =
∞∑

k=1

1

C!

∂CRA,n(k)

∂kC
z−k,

que l’on suppose convergente pour z = 1, ce qui impose que l’on ait deg(Qn(k)) ≤ A(n +
1) − 2 + C. En développant en éléments simples Rn(k), on montre alors qu’il existe des
polynômes P0,C,n(z) et Pj,n(z) ∈ Q[z], de degré au plus n (seul P0,C,n(z) dépend de C), tels
que

SA,C,n(z) = P0,C,n(z) + (−1)C

A∑
j=1

(
j + C − 1

j − 1

)
Pj,n(z)Lij+C(1/z),

où l’on a utilisé les fonctions polylogarithmes, définies par

Lis(z) =
∞∑

n=1

zn

ns

(la série converge pour |z| ≤ 1 pourvu que (z, s) 6= (1, 1)). On a bien sûr Lis(1) =
∑∞

n=1
1
ns =

ζ(s) et Lis(−1) = (21−s − 1)ζ(s) pour tout s > 1.
Sous ces conditions, on peut montrer que

dA+C
n P0,C,n(z) ∈ Z[z] et dA−j

n Pj,n(z) ∈ Z[z] (1.1)

1C’est essentiellement la seule dont on dispose : toutes les autres approches a priori différentes pro-
duisent finalement les mêmes formes linéaires (voir [28]).
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où dn = ppcm{1, 2, . . . , n}, et P1,n(1) = 0. Il existe donc des entiers pj,C,n tels que

dA+C
n SA,C,n(1) = p0,C,n +

A∑
j=2

pj,C,nζ(C + j),

et une expression similaire pour SA,C,n(−1).
Tout le problème réside dans des choix de A et de Qn(k) tels que l’on puisse appliquer

efficacement des critères d’indépendance linéaire, par exemple celui de Nesterenko [58].
Pour démontrer les Théorèmes 1 et 2, on peut ainsi utiliser les séries

n!
∞∑

k=1

(k − n)n

(k)2
n+1

= pnζ(2)− qn, −
∞∑

k=1

∂

∂k

(
(k − n)2

n

(k)2
n+1

)
= anζ(3)− bn, (1.2)

n!A−2r

∞∑

k=1

(
k +

n

2

) (k − rn)rn(k + n + 1)rn

(k)A
n+1

(−1)Ak = p0,n +
A∑

j=2
j≡A−1[2]

pj,nζ(j) (1.3)

et

n!14

∞∑

k=1

1

2

∂2

∂k2

((
k +

n

2

) (k − n)3
n(k + n + 1)3

n

(k)20
n+1

)
= p̃0,n +

21∑
j=5

jimpair

p̃j,nζ(j). (1.4)

Le Théorème 3 nécessite l’emploi d’une série beaucoup plus complexe :

10∏
u=1

((13 + 2u)n)!

(27n)!6

∞∑

k=1

1

2

∂2

∂k2

((
k +

37n

2

)
(k − 27n)3

27n(k + 37n + 1)3
27n∏10

u=1(k + (12− u)n)(13+2u)n+1

)

= z0,n +
4∑

j=1

zj,nζ(2j + 3). (1.5)

Dans tous les cas, on conclut par des procédés de nature analytique maintenant standard,
que je ne rappelle pas ici : voir les articles cités auparavant.

1.2 La conjecture des dénominateurs

Bien qu’en apparence compliquées, les séries (1.3), (1.4) et (1.5) précédentes sont par-
ticulièrement importantes, puisque la forme très spéciale de leurs numérateurs permet de
construire des formes linéaires « dichotomiques » en les valeurs de zêta. En particulier,
cela permet de faire disparâıtre les nombres ζ(2n), qui rendent les résultats totalement
triviaux et inintéressants lorsqu’ils apparaissent simultanément aux côtés des ζ(2n+1). Ce
phénomène est en fait facilement compréhensible et surtout généralisable à beaucoup de
situations connexes, une fois que l’on a remarqué que la série à gauche de (1.3) peut aussi
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s’écrire (2) comme une série hypergéométrique très bien équilibrée

(rn)!A+1((2r + 1)n + 2)!

2((r + 1)n + 1)!A+1n!2r−A

× A+3FA+2

[
(2r + 1)n + 2, 2r+1

2
n + 2, rn + 1, . . . , rn + 1

2r+1
2

n + 1, (r + 1)n + 2, . . . , (r + 1)n + 2
; (−1)A

]
(1.6)

et que l’on s’efforce alors de travailler avec de telles séries ou celles, très proches, qui font
intervenir une dérivée (∂/∂k)C (comme (1.4) ou (1.5)).

Le monde hypergéométrique très bien équilibré est la pierre de voûte (3) de tous les
résultats récents sur la nature diophantienne des valeurs de zêta et il englobe même les
travaux antérieurs d’Apéry. En effet, on a

n!5(3n + 2)!

2(2n + 1)!4
6F5

[
3n + 2, 3

2
n + 2, n + 1, . . . , n + 1

3
2
n + 1, 2n + 2, . . . , 2n + 2

;−1

]
= −pn

ζ(2)

2
− qn

avec dnpn et d3
nqn entiers et, de même, Ball a introduit la série

n!7(3n + 2)!

2(2n + 1)!5
7F6

[
3n + 2, 3

2
n + 2, n + 1, . . . , n + 1

3
2
n + 1, 2n + 2, . . . , 2n + 2

]
= anζ(3)− bn

avec dnan et d4
nbn entiers. Le lien avec les célèbres approximations d’Apéry est donné par

la remarque cruciale suivante, qui a conditionné une grande partie de mes recherches :
numériquement, il semble que

pn =
n∑

k=0

(
n

j

)2(
n + j

n

)
= pn et an =

n∑

k=0

(
n

j

)2(
n + j

n

)2

= an, (1.7)

qui sont exactement les sommes utilisées par Apéry et qui apparaissent dans (1.2). On
constate par ailleurs que cela implique que les rationnels pn et an sont apparemment des
entiers.

D’autres essais numériques m’ont amené à formuler la conjecture suivante dans [69, 70].
Soient A, B, C, n et r des entiers positifs tels que 0 ≤ 2Br ≤ A. Selon le schéma général
développé au sous-paragraphe 1.1, on a

n!A−2Br

∞∑

k=1

1

C!

∂C

∂kC

((
k +

n

2

) (k − rn)B
rn(k + n + 1)B

rn

(k)A
n+1

)
(−1)kA

= p0,C,n((−1)A) +
A∑

j=2
j≡A−1[2]

(
C + j − 1

j − 1

)
pj,n((−1)A)ζ(C + j),

2La série (1.3) n’est pas sous forme hypergéométrique. On passe à la forme (1.6) en appliquant des
formules triviales telles que (α)k = k!

(α−1)! (k + 1)α−1 (pour des entiers α ≥ 1 et k ≥ 0). Cette remarque
s’applique à beaucoup des séries considérées dans la suite.

3C’est aussi l’axe majeur du développement de la théorie (q–)hypergéométrique au cours du XXe siècle :
voir [5].
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où
dA+C

n p0,C,n((−1)A) ∈ Z et dA−j
n pj,n((−1)A) ∈ Z,

en accord avec l’estimation générale des dénominateurs donnée par les relations (1.1). Pour-
tant, on constate que l’on pourrait éliminer au moins un facteur dn.

Conjecture des dénominateurs. Dans les conditions ci-dessus, les nombres rationnels
dA+C−1

n p0,C,n((−1)A) et dA−j−1
n pj,n((−1)A) sont entiers.

Outre une nouvelle démonstration de l’irrationalité de ζ(2) et ζ(3) dans le droit chemin
des résultats récents, on déduit de cette conjecture qu’il existe au moins un irrationnel
parmi les huit nombres ζ(5), ζ(7), ..., ζ(19). Bien que ce dernier résultat soit moins fort
que le Théorème 3, il est notable que Zudilin propose lui-même une « super » conjecture
des dénominateurs pour les séries qu’il utilise : on voit donc pourquoi il est essentiel de
démontrer ces conjectures pour espérer progresser par cette méthode.

Dans un travail en commun avec Krattenthaler [47], nous avons démontré le théorème
suivant (4).

Théorème 4. La conjecture des dénominateurs est vraie.

Il reste donc en suspens le cas de la conjecture des dénominateurs de Zudilin (voir la
fin de [47]), que nous n’avons pas encore essayé de démontrer : cela constitue un de nos
projets de recherche futurs.

Les explications ci-dessous sont essentiellement une traduction de celles données dans
mon survol [75]. Je ne considère que le cas du coefficient dominant, c’est-à-dire le coefficient
pA−1,n

(
(−1)A

)
of ζ(C+A−1), qui dépend de A, B et r mais pas de C. De plus, on suppose

dorénavant que r = 1 et on note Pn(A, B) = (−1)B(n+1)pA−1,n

(
(−1)A

)
. On a alors

Pn(A,B) =
n∑

j=0

(n

2
− j

) (
n

j

)A(
n + j

n

)B(
2n− j

n

)B

·
(

(A + B)Hn−j − (A + B)Hj + BHn+j −BH2n−j − 1
n
2
− j

)
,

où Hm = 1+1/2+ · · ·+1/m est un nombre harmonique : il n’est donc pas surprenant que
l’estimation générale montre que dnPn(A,B) ∈ Z.

La conjecture des dénominateurs affirme que Pn(A, B) est en fait un entier, ce qui
est beaucoup plus surprenant. Dans le cas de ζ(2) (pour A = 3, B = 1) et ζ(3) (pour
A = 4, B = 1), il est même possible d’identifier ces coefficients avec les nombres d’Apéry :
l’avantage de (1.7) est qu’il bien sûr beaucoup plus facile de démontrer une identité et,
de fait, (1.7) peut se démontrer à l’aide du programme Ekhad de Zeilberger [27, 92]. Voir
l’introduction de [47] pour les références à ce sujet.

4parmi d’autres de même nature qui le complètent mais sont plus compliqués à énoncer ; par exemple,
l’un de nos résultats prouve une amélioration de la conjecture des dénominateurs dans un cas spécial lié à
des approximations rationnelles de ζ(4), que Zudilin avait conjecturée dans [93]
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Mais, en général, on ne dispose pas d’une telle identité à démontrer et notre première
tâche a été d’en trouver une, ce que nous sommes parvenus à faire de la façon suivante.
Dans [88], Vasilyev a introduit une généralisation des célèbres intégrales de Beukers [14]
pour ζ(2) et ζ(3) : pour tout entier E ≥ 2, on pose

Jn,E =

∫

[0,1]E

∏E
j=1 xn

j (1− xj)
n dxj

QE(x1, x2, . . . , xE)n+1

où QE(x1, x2, . . . , xE) = 1 − (· · · (1 − (1 − x1)x2) · · · )xE. Il a montré dans [89] que Jn,4 ∈
Q + Qζ(2) + Qζ(4) et Jn,5 ∈ Q + Qζ(3) + Qζ(5), tandis que Beukers avait quant à lui
montré que Jn,2 ∈ Q + Qζ(2) et Jn,3 ∈ Q + Qζ(3). Vasilyev a alors conjecturé que cette
dichotomie est valable pour tout E : cela a été démontré par Zudilin dans [93].

Théorème 5 (Zudilin). Pour tout E ≥ 2, on a

Jn,E =
n!2E+1(3n + 2)!

2(2n + 1)!E+2 E+4FE+3

[
3n + 2, 3

2
n + 2, n + 1, . . . , n + 1

3
2
n + 1, 2n + 2, . . . , 2n + 2

; (−1)E+1

]
. (1.8)

La série hypergéométrique (1.8) est un cas spécial de la série très bien équilibrée (1.6) :
elle s’exprime donc comme une forme linéaire en valeurs pairs ou impairs de zêta et le
coefficient de ζ(E) est exactement (−1)n+1Pn(E + 1, 1). Mais il est aussi possible, quoique
difficile, de « développer » l’intégrale à gauche de (1.8) comme une combinaison linéaire
de valeurs de zêta et aussi de polyzêtas (voir le paragraphe 5 pour la définition) et ensuite
d’isoler le coefficient de ζ(E). En supposant vrai le fait raisonnable que les valeurs ζ(n)
(n ≥ 2) sont Q–linéairement indépendantes, la comparaison des deux membres de (1.8)
nous a conduit à la

Conjecture de dénominateurs raffinée (B = 1). Pour A = 2m+1 ≥ 3 impair, posons

pn(A, 1) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤im≤n

(
n

im

)2(
n + im

n

) m−1∏

k=1

(
n

ik

)2(
n + ik+1 − ik

n

)
,

et pour A = 2m ≥ 2 pair, posons

pn(A, 1) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤im≤n

(−1)im

(
n

im

)(
n + im

n

) m−1∏

k=1

(
n

ik

)2(
n + ik+1 − ik

n

)
,

Alors, pour tous entiers A ≥ 2, n ≥ 0, on a Pn(A, 1) = (−1)An+1pn(A, 1).

On voit donc maintenant davantage pourquoi les nombres Pn(A, 1) seraient entiers. Une
identité intégrale similaire nous a permis de formuler un tel raffinement pour les Pn(A, 0).
Il est aussi possible d’énoncer des identités conjecturales pour les quelques valeurs de A
non couvertes et que l’on prouve à la main.
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La deuxième étape a été d’utiliser le logiciel HYP, développé par Krattenthaler [46] :
il s’agit d’une version électronique interactive du livre de Gasper et Rahman [31], qui liste

les très nombreuses identités entre séries (q–)hypergéométriques. À l’aide de HYP, il est
beaucoup plus facile, bien que toujours difficile dans notre situation, de manipuler rapi-
dement les sommes hypergéométrique finies ayant beaucoup de paramètres. Les identités
conjecturales raffinées ci-dessus s’avèrent découler d’un certain nombre d’identités parti-
culièrement complexes (c’est-à-dire ayant beaucoup de paramètres et tenant difficilement
sur une page). La preuve utilise la transformation de Whipple (voir [8, identité (7.1.1), p.
87]) entre une série 4F3 balancée terminée et une série 7F6 très bien équilibrée terminée, de
manière itérative. Bien plus tard, nous nous sommes aperçus que nos principales identités
étaient essentiellement des variations du cas classique d’une identité q-hypergéométrique
terminée, prouvée sans HYP par Andrews [4] dans les années soixante-dix :

2s+5F2s+4

[
a, a

2 + 1, b1, c1, . . . , bs+1, cs+1,−N
a
2 , 1 + a− b1, 1 + a− c1, . . . , 1 + a− bs+1, 1 + a− cs+1, 1 + a + N

]

=
(1 + a)N (1 + a− bs+1 − cs+1)N

(1 + a− bs+1)N (1 + a− cs+1)N

∑

k1,k2,...,ks≥0

(−N)k1+···+ks

(bs+1 + cs+1 − a−N)k1+···+ks

·
s∏

j=1

(1 + a− bj − cj)kj (bj+1)k1+···+kj (cj+1)k1+···+kj

kj ! (1 + a− bj)k1+···+kj (1 + a− cj)k1+···+kj

. (1.9)

Les deux membres sont des sommes finies en raison de la présence du paramètre entier
négatif −N : le faire tendre faire l’infini a une conséquence intéressante, expliquée au
sous-paragraphe 1.3.

Il est possible d’en déduire des identités confirmant la conjecture des dénominateurs
pour les autres coefficients Pn(A,B) avec B ≥ 2, mais beaucoup plus de travail « humain »
est nécessaire pour déduire de ce type d’identités le bon dénominateur pour les autres
coefficients des formes linéaires : on se réfèrera à [47] pour les détails. Par soucis de précision,
indiquons que la conjecture est prouvée pour 2p0,C,n(±1) et non p0,C,n(±1) (ce facteur 2 est
anodin pour les applications) : c’est le cas le plus difficile de la conjecture et aussi le plus
important puisque le dénominateur de p0,C,n(±1) est toujours celui de la forme linéaire en
valeurs de zêta associée.

1.3 Une nouvelle preuve de la conjecture de Vasilyev

Après avoir remarqué l’importance de l’identité de Andrews pour la solution de la
conjecture des dénominateurs, nous nous sommes rendu compte que l’on pouvait aussi
l’utiliser pour donner une nouvelle démonstration de la conjecture de Vasilyev, qui est
bien sûr maintenant le Théorème 5, dû à Zudilin. Selon nous, il s’agit d’une observation
intéressante car tous les essais pour démontrer ce théorème par des manipulations directes
de séries hypergéométriques avaient échoué à cause de problème de divergence de certaine
séries intermédiaires. Zudilin a contourné ces problèmes en ayant recours à une intégrale
complexe de type Barnes à la place de séries.
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Notre observation montre qu’il existe bien une démonstration purement hypergéomé-
trique (c’est-à-dire une preuve utilisant seulement des sommations et des transformations
entre séries hypergéométriques) mais pour cela il faut monter d’un cran dans la hiérarchie,
c’est-à-dire qu’il faut trouver une identité terminée « au dessus » de celle que l’on veut
prouver, qui en est alors un cas limite. La conjecture de Vasilyev s’obtient ainsi à partir
de (1.9) en faisant tendre N → +∞. Il nous a donc fallu justifier soigneusement ce passage à
la limite, particulièrement délicat et peu évident, pour obtenir dans [48] le théorème suivant,
dont j’omet les conditions techniques qui sont vérifiées dans le cas qui nous intéresse.

Théorème 6. Pour tout entier s ≥ 1, sous certaines conditions sur les complexes a, c0,
b1, . . . , bs, c1, . . . , cs, on a

2s+3F2s+2

[
a, a

2
+ 1, c0, b1, c1, . . . , bs, cs

a
2
, 1 + a− c0, 1 + a− b1, 1 + a− b1, . . . , 1 + a− bs, 1 + a− cs

]

=
Γ(1 + a− bs) Γ(1 + a− cs)

Γ(1 + a) Γ(1 + a− bs − cs)

∑

k1,k2,...,ks≥0

(b1)k1 (c1)k1

k1! (1 + a− c0)k1

·
s∏

j=2

(1 + a− bj−1 − cj−1)kj
(bj)k1+···+kj

(cj)k1+···+kj

kj! (1 + a− bj−1)k1+···+kj
(1 + a− cj−1)k1+···+kj

(1.10)

et une identité similaire pour une 2s+4F2s+3 évaluée en z = −1.

Bien que cela ne soit pas évident à première vue, les deux identités ainsi obtenues ne
sont qu’une reformulation du théorème de Zudilin. Soient z, a0, a1, . . . , am et b1, . . . , bm des
complexes tels que |z| < 1, Re(bi) > Re(ai) > 0 pour tout i = 1, 2, . . . , m. Posons

Jm

[
a0, a1, . . . , am

b1, . . . , bm
; z

]
=

∫

[0,1]m

∏m
i=1 xai−1

i (1− xi)
bi−ai−1dxi

(1− (1− (· · · (1− xm)xm−1) · · · )x1z)a0
,

qui converge absolument si l’on suppose en plus que Re(b1 − a1) > Re(a0) si m = 1,
respectivement Re(b1 − a1) ≥ Re(a0) si m ≥ 2.

Théorème 7 (Zudilin). Pour tout entier m ≥ 1, on a

Jm

[
h1, h2, h3, . . . , hm+1

1 + h0 − h3, 1 + h0 − h4, . . . , 1 + h0 − hm+2
; 1

]

=
Γ(1 + h0)

∏m+1
j=3 Γ(hj)∏m+2

j=1 Γ(1 + h0 − hj)
·
(

m+1∏
j=1

Γ(1 + h0 − hj − hj+1)

)

× m+4Fm+3

[
h0,

1
2
h0 + 1, h1, . . . , hm+2

1
2
h0, 1 + h0 − h1, . . . , 1 + h0 − hm+2

; (−1)m+1

]
, (1.11)

pourvu que 1 + Re(h0) > 2
m+1

∑m+2
j=1 Re(hj), Re(1 + h0 − hj+1) > Re(hj) > 0 pour j =

2, 3, . . . ,m + 1, et Re(1 + h0 − h3 − h2) ≥ Re(h1), ces conditions assurant que les deux
membres de (1.11) sont bien définis.
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À droite de (1.11), on reconnâıt la série hypergéométrique très bien équilibrée la plus
générale possible comme à gauche de (1.10), ce qui indique pourquoi les deux formules sont
identiques : lorsque l’on exprime comme une série l’intégrale à gauche de (1.11), on tombe
exactement sur la série multiple à droite de (1.10).

En supposant un certain nombre de conditions naturelles sur les paramètres, on peut
aussi exprimer (1.10) comme combinaison linéaire de valeurs de zêta aux entiers pairs
ou impairs : un tel degré de généralité semble nécessaire pour espérer progresser vers
l’irrationalité de ζ(5) par ces méthodes. On peut également noter que la série multiple
dans le Théorème 6 est du type de celles qui apparaissent naturellement dans l’étude de la
nature arithmétique des polyzêtas, telle que je l’expose au paragraphe 5.
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2 Autres liens entre hypergéométrie et zêta

Je me suis également intéressé à un certain nombre d’autres problèmes liés à la fonction
zêta et dont la nature est clairement hypergéométrique. J’en décris trois dans ce paragraphe.

2.1 Une utilisation de l’intégrale de Selberg

Au paragraphe précédent, j’ai mis en évidence l’importance fondamentale des séries
hypergéométriques très bien équilibrées pour l’étude des valeurs de zêta. Cependant, il
est essentiel de trouver de nouvelles approches et, dans ce but, Amoroso m’avait suggéré
d’utiliser l’identité suivante, due à Selberg [80], pour construire de nouvelles approximations
rationnelles des valeurs de la fonction zêta :

∫

[0,1]A+1

A∏
j=0

xα
j (1− xj)

β
∏

0≤j<`≤A

|xj − x`|2γ dx0 · · · dxA

=
A∏

j=0

Γ(γ + jγ + 1)Γ(α + jγ + 1)Γ(β + jγ + 1)

Γ(γ + 1)Γ(α + β + (A + j)γ + 2)
, (2.1)

où les nombres complexes α, β et γ vérifient

Re(α) > −1, Re(β) > −1, Re(γ) > −min

(
1

a + 1
,
Re(α) + 1

a
,
Re(β) + 1

a

)
.

En effet, par une procédure simple, on peut se servir de (2.1) afin de prouver que, pour
tous entiers A ≥ 2, α, β, γ ≥ 0, on a (5)

∫

[0,1]A+1

∏
0≤j<`≤A(xj − x`)

2γ
∏A

j=0 xα
j (1− xj)

βdxj

(1− x0 · · ·xA)2α+β+2aγ+2
= pα,β,γ

0 +
A∑

j=2

pα,β,γ
j ζ(j),

avec des rationnels pα,β,γ
j qui sont nuls lorsque A(β+1)+j est impair. L’idée était d’exploiter

le discriminant
∏

0≤j<`≤A(xj − x`)
2γ pour montrer que cette intégrale est très petite (pour

un bon choix de paramètres) et ainsi espérer améliorer les théorèmes obtenus par la voie très
bien équilibrée. Malheureusement, cela n’a pu aboutir en raison du trop gros dénominateur
commun aux coefficients rationnels pα,β,γ

j : ceci n’était apparu qu’après un long calcul
technique.

Plus récemment, j’ai réalisé que la raison de cet insuccès était en fait une conséquence
du résultat suivant [72].

5Ce type d’intégrale est très courant dans cette théorie et celle pour γ = 0 est déjà présente dans [9, 67].
Voir aussi le sous-paragraphe 2.3 consacré aux intégrales de Rhin-Viola.
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Théorème 8. Dans les conditions ci-dessous, on a

∫

[0,1]A+1

∏
0≤j<`≤A(xj − x`)2γ

∏A
j=0 xα

j (1− xj)βdxj

(1− x0 · · ·xA)2α+β+2aγ+2
= Selbergα,β,γ

A

× A+2FA+1

[
δ + 1, α + 1, α + γ + 1, α + 2γ + 1, . . . , α + Aγ + 1
α + β + 2Aγ + 2, α + β + (2A− 1)γ + 2, . . . , α + β + Aγ + 2

]
,

où δ = 2α + β + 2Aγ + 1 et Selbergα,β,γ
A désigne le membre de droite de (2.1).

La preuve est assez simple puisqu’il suffit de développer en série entière le dénominateur
de l’intégrale, d’inverser les signes

∫
et

∑
, puis d’utiliser l’identité de Selberg et la

définition d’une série hypergéométrique. On remarque alors que la série hypergéométrique
est bien équilibrée (6), c’est-à-dire que l’on retombe sur le type de séries déjà utilisées pour
démontrer les Théorèmes 2 et 3. Il est donc improbable que l’on obtienne par cette méthode
des résultats autres que ceux déjà connus : la complexité des calculs que j’avais faits n’est
finalement qu’une conséquence de celle de la fonction hypergéométrique ci-dessus.

2.2 Les séries de type Apéry

Au cours de sa démonstration de l’irrationalité de ζ(3), Apéry [7] a mentionné l’identité

ζ(3) =
5

2

∞∑

k=1

(−1)k+1

(
2k
k

)
k3

. (2.2)

Bien que la série à droite converge beaucoup plus vite que celle définissant ζ(3), la for-
mule (2.2) n’est pas essentielle dans la preuve d’Apéry puisque ses troncations ne sont
pas des approximations diophantiennes de ζ(3). D’un autre côté, il est probable que (2.2)
ait été une source d’inspiration pour Apéry (voir [22, 85] pour l’explication de la méthode
originale d’Apéry) et de nombreux auteurs ont cherché des identités similaires dans l’espoir
qu’elles donnent de nouvelles idées pour prouver l’irrationalité de ζ(2s+1) pour tout entier
s ≥ 2 : voir par exemple [17, 24, 44, 52, 86].

Comme on l’a vu, la nature arithmétique des valeurs de zêta est loin d’être totalement
connue mais de très belles identités de type Apéry ont été obtenues. Plus précisément,
deux familles de telles identités, apparemment sans lien entre elles, sont apparues pour
les nombres ζ(2s + 3) et ζ(4s + 3) : on les explique plus facilement au moyen des séries
génératrices

∞∑
s=0

ζ(2s + 3) a2s =
∞∑

n=1

1

n(n2 − a2)
et

∞∑
s=0

ζ(4s + 3) b4s =
∞∑

n=1

n

n4 − b4
.

6La différence entre très bien équilibrée et bien équilibrée tient seulement à la présence ou non du facteur
k + n/2 dans les séries utilisées : il est la raison d’être des diverses conjectures des dénominateurs, bien
que la preuve de cette conjecture soit loin d’avoir éclairci ce mystérieux lien. En dehors de cela, le facteur
k + n/2 ne joue aucun rôle asymptotique et on peut parfaitement l’omettre si une estimation « triviale »
des dénominateurs suffit ; c’est d’ailleurs le cas des résultats de [9, 67].

13



(Les séries des membres de gauche convergent seulement pour |a| < 1 et |b| < 1, alors que
celles des membres de droite convergent sur des domaines plus grands.) Koecher [44] (et
indépendamment Leshchiner [52] dans une forme développée) a prouvé que

∞∑
n=1

1

n(n2 − a2)
=

1

2

∞∑

k=1

(−1)k+1

(
2k
k

)
k3

5k2 − a2

k2 − a2

k−1∏
n=1

(
1− a2

n2

)
, (2.3)

pour tout complexe a tel que |a| < 1 et, plus récemment, Almkvist et Granville [3]
ont montré une autre identité, initialement conjecturée sur des bases expérimentales par
Borwein et Bradley [17] :

∞∑
n=1

n

n4 − b4
=

1

2

∞∑

k=1

(−1)k+1

(
2k
k

) 5k

k4 − b4

k−1∏
n=1

(
n4 + 4b4

n4 − b4

)
, (2.4)

pour tout complexe b tel que |b| < 1. Pour a = b = 0, ces identités se réduisent à (2.2) mais
leur développement de Taylor conduisent à des identités fort différentes pour les nombres
ζ(4s + 3).

Cohen m’a indiqué qu’il avait obtenu une formule conjecturale permettant d’unifier les
formules (2.3) et (2.4) et il m’a encouragé à la démontrer, ce que je suis parvenu à faire
dans [74] en généralisant la méthode combinatoire d’Almkvist et Granville (qui consiste à
ramener le problème à une égalité de sommes finies).

Théorème 9. Soient a et b des complexes tels que |a|2 + |b|4 < 1. On a alors

∞∑
n=1

n

n4 − a2n2 − b4
=

1

2

∞∑

k=1

(−1)k+1

(
2k
k

)
k

5k2 − a2

k4 − a2k2 − b4

k−1∏
n=1

(
(n2 − a2)2 + 4b4

n4 − a2n2 − b4

)
. (2.5)

Comme ce théorème unifie (2.3) (cas b = 0) et (2.4) (cas a = 0), il devrait fournir de
nouvelles formules de type Apéry. C’est bien le cas puisque

∞∑
n=1

n

n4 − a2n2 − b4
=

∞∑
r=0

∞∑
s=0

(
r + s

r

)
ζ(2r + 4s + 3) a2r b4s

et que le nombre de représentations d’un entier j ≥ 0 comme j = r + 2s avec des entiers
r, s ≥ 0 est [j/2] + 1. Donc, (2.5) produit [j/2] + 1 différentes identités pour ζ(2j + 3)
pour tout entier j ≥ 0, que l’on obtient en dérivant le membre de droite de (2.5) r, resp.
s, fois par rapport à a2, resp. b4, avec j = r + 2s et en prenant finalement a = b = 0. Pour
0 ≤ j ≤ 2, un des entiers r, s est nul et on obtient seulement des identités résultant de (2.3)
ou (2.4). C’est aussi le cas pour j = 3, (r, s) = (3, 0) et la première identité apparemment
nouvelle est pour j = 3, (r, s) = (1, 1) :

ζ(9) =
9

4

∞∑

k=1

(−1)k+1

(
2k
k

)
k9

+ 5
∑

k>j≥1

(−1)k+1

(
2k
k

)
k5j4

+ 5
∑

k>j≥1

(−1)k+1

(
2k
k

)
k3j6

− 5

4

∑

k>j≥1

(−1)k+1

(
2k
k

)
k7j2

− 25

4

∑

k>j>i≥1

(−1)k+1

(
2k
k

)
k3j4i2

− 25

4

∑

k>j>i≥1

(−1)k+1

(
2k
k

)
k3j2i4

. (2.6)
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Dans [17], Borwein et Bradley mentionnent qu’ils ont obtenu un nombre incalculable
d’identités de type Apéry pour les nombres ζ(2s+1) mais qu’ils n’ont pu les « structurer »
que lorsque s est pair, en conjecturant (2.4). Ils ajoutent que le cas des nombres ζ(4s + 1)
leur échappent totalement (7) : on peut considérer que le Théorème 9 est un premier pas
vers la compréhension de ces identités, puisqu’il donne une méthode algorithmique pour
produire autant de formules pour les nombres ζ(4s + 1) que pour les nombres ζ(4s + 3).

Terminons sur une note plus spéculative. Les séries multiples qui apparaissent à droite
de (2.6) ne sont pas sans rappeler les séries polyzêtas, dont la structure algébrique est assez
bien comprise (au moins conjecturalement) : existe-t-il une telle structure dans le cas des
séries du type d’Apéry ?

2.3 La conjecture de Rhin et Viola

Dans le but d’obtenir de bonnes mesures d’irrationalité pour ζ(2) et ζ(3), Rhin et Viola
ont développé dans [64, 65] une méthode très originale consistant à faire agir un groupe
de changements de variables sur certaine intégrales hypergéométriques multiples. Ils ont
en fait obtenu les meilleures mesures actuellement connues : pour tout ε > 0, il existe un
entier Q(ε) tel que, pour tout couple (p, q) ∈ Z2 avec q > Q(ε), on ait

∣∣∣∣ζ(2)− p

q

∣∣∣∣ >
1

q5,4413+ε
et

∣∣∣∣ζ(3)− p

q

∣∣∣∣ >
1

q5,5139+ε
.

Je ne vais pas décrire en détail le travail de Rhin et Viola mais un phénomène hy-
pergéométrique assez mystérieux apparu dans le cas de ζ(2). Indiquons seulement que
leur méthode consiste à établir, via des changements de variables et une identité hy-
pergéométrique classique, que si les entiers h, i, j, k, l, j + k − h, k + l − i, l + h − j,
h + i− k, i + j − l sont tous positifs, alors, une fois divisée par h!i!j!k!l!, l’intégrale

I(h, i, j, k, l) =

∫ 1

0

∫ 1

0

xh(1− x)iyk(1− y)j

(1− xy)i+j−l+1
dx dy,

est une fonction symétrique des variables h + i, i + j, j + k, k + l, l + h et que, de plus,
I(h, i, j, k, l) ∈ Q+Qζ(2). Ils exploitent alors l’invariance de I(h, i, j, k, l) pour obtenir des
renseignements très fins sur le dénominateur de la forme linéaire en 1 et ζ(2). Un bon choix
des paramètres permet finalement d’obtenir une bonne mesure d’irrationalité pour ζ(2).

Rhin et Viola ont également formulé la conjecture suivante, qui impliquerait l’optimalité
de leur méthode.

Conjecture 1 (Rhin-Viola). Soient h, i, j, k, l, h′, i′, j′, k′, l′ des entiers positifs.
(i) Si I(h, i, j, k, l) = I(h′, i′, j′, k′, l′), alors il existe ρ ∈ T tel que ρ(h) = h′, ρ(i) = i′,

ρ(j) = j′, ρ(k) = k′ et ρ(l) = l′.

7La formule de Koecher ne suffit pas à expliquer toutes les formules qu’ils obtiennent puisqu’elle ne
génère qu’une seule identité de type Apéry pour chaque ζ(2s + 1), que s soit pair ou impair.
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(ii) Supposons de plus que les entiers

j + k − h, k + l − i, l + h− j, h + i− k, i + j − l,

j′ + k′ − h′, k′ + l′ − i′, l′ + h′ − j′, h′ + i′ − k′, i′ + j′ − l′

soient tous positifs. Si I(h, i, j, k, l)/I(h′, i′, j′, k′, l′) ∈ Q, alors il existe ρ ∈ Φ tel que
ρ(h) = h′, ρ(i) = i′, ρ(j) = j′, ρ(k) = k′ et ρ(l) = l′.

Ici, T et Φ désignent deux sous-groupes (qu’il est inutile de décrire) du groupe des
permutations de l’ensemble {h, i, j, k, l, j + k− h, k + l− i, l + h− j, h + i− k, i + j− l} qui
ne changent pas la valeur de I(h, i, j, k, l)/(h!i!j!k!l!).

Or cette conjecture est fausse, comme l’a montré Sato dans [77] en produisant six contre-
exemples (apparemment par inspection numérique), dont le plus simple suffit à infirmer
(i) et (ii) :

I(1, 1, 1, 1, 1) = 5− 3ζ(2) = I(3, 1, 1, 2, 0). (2.7)

Deux problèmes intéressants consistent 1o) à démontrer (2.7) et les autres contre-exemples
de Sato par des moyens purement hypergéométriques et 2o) à décider s’il existe une famille
infinie de contre-exemples (et si oui, donner une telle famille). Dans un travail en collabo-
ration avec Krattenthaler [50], nous avons pu répondre complètement à ces deux questions
et j’explique maintenant comment. On peut montrer que

I(h, i, j, k, l) =
h!i!j!k!

(h + i + 1)!(k + j + 1)!
3F2

[
h + 1, k + 1, i + j − l + 1

h + i + 2, k + j + 2

]

et, sous cette forme, le groupe de permutations des paramètres se révèle très classique
puisqu’il est une expression synthétique des 120 relations entre 3F2 déterminées par Tho-
mae [84] en 1879. L’interprétation en terme de groupe est due à Hardy [38] et elle prend
la très jolie forme suivante, obtenue dans [87, Section V, Proposition 5, q → 1].

Théorème 10 (Hardy). Soit s = s(x1x2, x3, x4, x5) = x1 +x2 +x3−x4−x5. La fonction

1

Γ(s)Γ(2x4)Γ(2x5)
3F2

[
2x1 − s, 2x2 − s, 2x3 − s

2x4, 2x5

]

est une fonction symétrique de ses cinq variables x1, x2, x3, x4, x5.

Le point (ii) de la conjecture de Rhin et Viola revient alors à l’affirmation suivante :

S’il existe une relation de dépendance linéaire sur Q entre deux séries 3F2 convergentes
en z = 1, à paramètres entiers et dont les valeurs sont irrationnelles, alors cette relation
découle de l’une des 120 relations de Thomae.

Le contre-exemple (2.7) de Sato anéantit cet espoir. Il peut s’écrire (après avoir appliqué
des transformations de Thomae aux deux membres) sous une forme plus parlante :

3F2

[
2, 2, 2
4, 4

]
= 2 3F2

[
2, 1, 1
4, 4

]
. (2.8)
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Une réécriture similaire des autres relations de Sato nous a alors mis sur la voie des deux
identités suivantes, que l’on démontre, pour l’une, à l’aide d’une identité hypergéométrique
entre une 3F2 et une 7F6 par un jeu de va et vient et, pour l’autre, par des relations de
contigüıté appliquées successivement.

Théorème 11.
(i)Soient α, β, γ ∈ C tels que Re(2α+β+1) > 0, Re(2β+α+1) > 0 et Re(2α+2β−γ) > 0.
Alors

3F2

[
α + 1, β + 1, γ

2α + β + 1, 2β + α + 1

]
=

2(α + β)
2(α + β)− γ

3F2

[
α, β, γ

2α + β + 1, 2β + α + 1

]
. (2.9)

(ii) Soit α ∈ C tel que ni α2 + 2 ni α2 + α + 1 ne soient des entiers négatifs. Alors

3F2

[
α2, α2, α + 1

α2 + 1, α2 + α + 1

]
=

α3 + 1
α2 + 1 3F2

[
α2 + 1, α2, α

α2 + 2, α2 + α

]
. (2.10)

Ces deux relations n’ont apparemment jamais été explicitées dans la littérature. On en
déduit les conséquences suivantes, qui répondent aux questions 1o) et 2o) posées ci-dessus.

Théorème 12.
(i) Les six contre-exemples de Sato s’expliquent par des moyens purement hypergéométri-
ques, c’est-à-dire qu’il existe des identités hypergéométriques générales dont ils sont des cas
particuliers.
(ii) Pour chaque entier α ≥ 1, l’équation

I(2α− 1, 2α− 1, α, 2α− 1, α) = I(2α + 1, 2α− 1, α, 2α, α− 1) (2.11)

fournit un contre-exemple aux cas (i) et (ii) de la conjecture 1.

Cinq des six contre-exemples de Sato sont expliqués par la relation (2.9) tandis que le
dernier l’est par la relation (2.10). On obtient (2.11) en prenant α = β entier et γ = α + β
dans (2.9) : l’identité (2.8) en est alors le cas particulier α = 1. Comme I(2α − 1, 2α −
1, α, 2α−1, α) tend vers 0 quand α tend vers l’infini, on produit de cette façon une infinité
de contre-exemples à la conjecture de Rhin et Viola.

On peut bien sûr se demander si l’on peut exploiter d’un façon ou d’une autre les deux
identités exotiques (2.9) et (2.10) (ou d’autres semblables s’il en existe) pour améliorer la
mesure d’irrationalité de ζ(2).
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3 Résultats diophantiens

La méthode hypergéométrique s’applique à d’autres fonctions que la fonction zêta et je
décris ci-dessous les résultats obtenus.

3.1 Valeurs des polylogarithmes

La nature arithmétiques des valeurs prises par les polylogarithmes a beaucoup été
étudiée, en particulier celles en des points rationnels. Parmi d’autres, on peut citer les
résultats de Maier [54], Nikishin [60], Alladi et Robinson [2], Chudnovski [21], Hata [40],
qui ont la particularité (8) d’être tous de la forme suivante :

Étant donné un entier s ≥ 1, il existe un réel 0 < A(s) ≤ 1 tel que si α ∈ Q et
0 < |α| < A(s), alors les nombres 1, Li1(α), . . . , Lis(α) sont linéairement indépendants
sur Q.

Dans la pratique, le nombre A(s) est une fonction strictement décroissante de s et ces
méthodes ne peuvent donc pas nous éclairer sur l’éventuelle indépendance linéaire sur Q
des nombres 1, ζ(2), ζ(3), . . . , ζ(s) pour tout s ≥ 1. Par exemple, le résultat le plus fin
actuellement connu sur les valeurs du dilogarithme en certains rationnels est le suivant.

Théorème 13 (Hata). Si p est un entier ≥ 7 ou ≤ −6, alors le nombre Li2(1/p) est
irrationnel et on peut en donner une mesure d’irrationalité effective.

Dans tous ces résultats, l’entier s est fixé et on fait varier α : dans ma thèse de doctorat,
j’ai abordé la question sous l’angle opposé, en fixant α et en faisant varier s.

Théorème 14. Soit α un rationnel non nul fixé de l’intervalle ]− 1, 1[. L’ensemble

{1, Li1(α), Li2(α), Li3(α), . . .}

contient une infinité d’éléments linéairement indépendants sur Q.

Le résultat est en fait plus précis car exactement de la forme de celle du Théorème 2
énoncé au sous-paragraphe 1.1. Il en existe également des versions localisées, en particulier
pour α = 1/2, qui est une valeur intéressante puisque l’on a les identités (voir [53])

Li2(1/2) =
1

2
ζ(2)− 1

2
log2(2) et Li3(1/2) =

7

8
ζ(3)− 1

2
ζ(2) log(2) +

1

6
log3(2).

Théorème 15 (Hessami-Pilerhood [45]). Il existe au moins un irrationnel parmi les
nombres Li2(1/2), Li3(1/2) et Li4(1/2).

8Ceci est conséquence du fait que les polylogarithmes sont des G-fonctions au sens de Siegel, fonctions
pour lesquelles la théorie diophantienne est loin d’être complète (voir [30]).
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Dans un travail en commun avec Fischler [29], nous avons étendu le Théorème 14 et
donné une variante du Théorème 15.

Théorème 16.
(i) Soit α un rationnel non nul fixé de l’intervalle ]0, 1[. Pour tous réels U, V fixés, avec
(U, V ) 6= (0, 0), l’ensemble

{
V, U log(α) + V Li1(α),

U

2!
log2(α) + V Li2(α),

U

3!
log3(α) + V Li3(α), . . .

}

contient une infinité d’éléments linéairement indépendants sur Q.
(ii) Il existe au moins un irrationnel parmi les nombres

Li2(1/2) + log2(2) , Li3(1/2)− 1

2
log3(2) , Li4(1/2) +

1

6
log4(2).

Pour démontrer aussi bien (i) que (ii), on construit explicitement deux formes linéaires
en, d’un côté, des puissances de logarithmes et, de l’autre côté, des polylogarithmes : pour
tous entiers A ≥ 1, n ≥ 0 et ρ ≥ 0 fixés, il existe des polynômes Pj,A,n,ρ(z) ∈ Z[z] de degré
au plus n tels que l’on ait

∞∑

k=1

(k − ρ)ρ

(k)A
n+1

z−k = P0,A,n,ρ(z) +
A∑

j=1

Pj,A,n,ρ(z) Lij(1/z) et

1

2iπ

∫

C

(s− ρ)ρ

(s)A
n+1

z−sds =
A∑

j=1

(−1)j−1Pj,A,n,ρ(z)
logj−1(z)

(j − 1)!
,

où le logarithme est défini avec sa détermination principale et C est une courbe entou-
rant les points −n,−n + 1, . . . , 0 dans le sens direct. Le succès de notre méthode repose
entièrement sur le fait qu’il s’agit d’approximations simultanées, c’est-à-dire que les deux
formes linéaires ont les mêmes coefficients polynomiaux Pj,A,n,ρ(z). Le point (i) contient
également la transcendance de log(α) et, dans ce cas, les estimations analytiques employées
sont essentiellement celles de Reyssat [63]. L’origine fonctionnelle de ces approximations
est expliquée au sous-paragraphe 4.1.

Pour obtenir l’irrationalité de davantage des nombres Lis(α), il serait sans doute très
fructueux de combiner l’approche par les séries ci-dessus avec la méthode des groupes
d’invariance d’intégrales de type Rhin-Viola, évoquée au paragraphe 2.3, afin de raffiner
de façon optimale les estimations arithmétiques des dénominateurs de formes linéaires
en polylogarithmes. Dans cette direction, Rhin et Viola ont d’ailleurs annoncé qu’ils ont
légèrement amélioré le résultat de Hata en remplaçant la condition p ≥ 7 par p ≥ 6, grâce
à leur méthode de groupe de permutations agissant sur une intégrale [66].

Il serait également intéressant de généraliser les résultats mentionnés ci-dessus au cas
où α est algébrique complexe car les valeurs prises par les polylogarithmes aux racines de
l’unité font l’objet d’une grande attention (par exemple, il existe une conjecture connexe
due à Milnor sur les relations de dépendance linéaire des valeurs du dilogarithme [56, p.
300].)
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3.2 Un q-analogue de la fonction zêta

Dans un travail en commun avec Krattenthaler et Zudilin [51], nous nous sommes
intéressés aux propriétés arithmétiques de q-analogues des valeurs de fonction zêta de
Riemann. Il existe plusieurs tels analogues mais le plus naturel semble être donné par les
séries ζq(s), où s ≥ 1 et q est un nombre complexe tel que |q| < 1, définies par

ζq(s) =
∞∑

k=1

σs−1(k) qk =
∞∑

m=1

ms−1 qm

1− qm
,

avec σs−1(k) =
∑

d|k ds−1. Ces q-analogues normalisés de ζ(s) ont été considérés dans

[43, 97], par exemple, où il est montré que

lim
q→1

(1− q)sζq(s) = (s− 1)!
∞∑

k=1

1

ks
= (s− 1)! ζ(s).

En adaptant la méthode hypergéométrique, nous avons pu montrer le théorème suivant.

Théorème 17. Fixons q 6= ±1 tel que 1/q ∈ Z. Pour tout entier A ≥ 2 pair, on a

dimQ

(
Q + Q ζq(3) + Q ζq(5) + · · ·+ Q ζq(A− 1)

) ≥ π + o(1)

2
√

π2 + 12

√
A.

On obtient également une minoration totalement similaire de la dimension de l’espace
engendré sur Q par les valeurs de ζq(s) aux entiers pairs : cette minoration possède une
intéressante traduction en terme des séries d’Eisenstein E2s(q), définies pour tout entier
s ≥ 1 par le développement en série de Fourier

E2s(q) = 1− 4s

B2s

∞∑

k=1

σ2s−1(k) qk.

Théorème 18. Pour tout q 6= ±1 tel que 1/q ∈ Z, au moins un des deux nombres E4(q)
et E6(q) est transcendant sur Q.

Ce dernier résultat n’est pas nouveau puisque Bertrand [13] a montré que « pour tout
q ∈ C tel que 0 < |q| < 1, au moins un des nombres E4(q) et E6(q) est transcendant sur
Q ». Cependant, la démonstration du Théorème 18 est basée sur une fonction auxiliaire to-
talement explicite (la série Sn(z; q) ci-dessous) et pas sur celles, beaucoup moins explicites,
que l’on peut construire avec les outils diophantiens usuels tels que le lemme de Siegel ou
les déterminants d’interpolation de Laurent.

A contrario, le résultat pour les valeurs de ζq(s) aux entiers impairs est nouveau et ne
possède aucune interprétation immédiate en terme de formes modulaires (bien qu’il soit
tout de même possible de les lier aux périodes de séries d’Eisenstein non-holomorphes).
Du point de vue diophantien, si l’irrationalité de ζq(1) était déjà connue pour diverses
valeurs de q (voir les références citées dans [51]), celle de ζq(2` + 1) (pour ` ≥ 1) ne l’était
pour aucune valeur de q. En utilisant les estimations précises utilisées pour prouver le
Théorème 17, nous avons pu démontrer le résultat suivant.
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Théorème 19. Pour tout q 6= ±1 tel que 1/q ∈ Z, au moins un des cinq nombres

ζq(3), ζq(5), ζq(7), ζq(9), ζq(11)

est irrationnel.

Pour montrer l’ensemble de ces résultats, nous avons adapté la méthode des séries
hypergéométriques classiques au cas des séries hypergéométriques basiques, qui en sont les
q-analogues. Plus précisément, soient A, n, r des entiers positifs, avec 0 ≤ r ≤ A/2 et A
pair. On définit les factorielles q-décalées par (α; q)m = (1 − α)(1 − αq) · · · (1 − αqm−1),
avec la convention usuelle que les produits vides pour m = 0 valent 1. On pose alors

Sn(z; q) = (q; q)A−2r
n

∞∑

k=1

qk (qk−rn; q)rn (qk+n+1; q)rn

(qk; q)A
n+1

q(k−1/2)(A−2r)n/2z−k,

avec |z| ≥ 1 : cette série est très bien équilibrée, au sens des séries basiques et on retombe
d’ailleurs essentiellement sur la série (1.3) lorsque l’on fait convenablement tendre q vers 1.
Il n’est donc pas surprenant que l’on puisse montrer l’existence d’une famille de polynômes
Pj,n(z; q) ∈ C(q)[z], de degré au plus n, tels que

Sn(z; q) = P0,n(z; q) +
A∑

j=1

Pj,n(z; q) Lij(1/z; q) (3.1)

et vérifiant la relation de réciprocité znq−nPs,n(1/z; 1/q) = Ps,n(z; q). Ici, on a introduit les
fonctions q-polylogarithmes définies, pour tout entier s ≥ 1, par

Lis(z; q) =
∞∑

k=1

qk

(1− qk)s
zk,

où z et q désignent des nombres complexes tels que |q| < 1 et |zq| < 1. On conclut de la
même façon en cherchant à appliquer le critère de Nesterenko : la principale difficulté est
de trouver un bon dénominateur commun aux Pj,n(z; q).

Nous pensons que toutes nos estimations (arithmétiques et analytiques) nécessaires à
l’étude la série Sn(z; q) sont optimales. Néanmoins, il n’est pas impossible que l’on puisse
démontrer qu’au moins un des nombres ζq(3), ζq(5), ζq(7), ζq(9) est irrationnel en utilisant
une série légèrement différente de notre série Sn(z; q), à condition que l’on puisse démontrer
une certaine conjecture des dénominateurs pour cette nouvelle série. Les méthodes em-
ployées pour prouver la conjecture des dénominateurs dans le cas classique devraient cer-
tainement s’adapter, puisque l’identité de Andrews a été initialement démontrée dans le
cas basique. Nous envisageons également de revenir sur ce point ultérieurement.

Enfin, ces fonctions ζq(s) soulèvent un certain nombre de problèmes qu’il serait intéres-
sant de considérer :

(a) Poursuivant l’analogie entre les fonctions ζ(s) et ζq(s), Zudilin a conjecturé que les
fonctions ζq(2), ζq(4), ζq(6), ζq(3), ζq(5), ζq(7), etc, sont algébriquement indépendantes sur
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C(q), ce qui est l’analogue fonctionnel de la conjecture que π, ζ(3), ζ(5), ζ(7), etc, sont
algébriquement indépendants sur Q. On peut espérer que le problème fonctionnel soit
moins difficile (9).

(b) Un résultat de Ramanujan affirme que l’algèbre différentielle engendrée sur Q par
les fonctions

(
ζq(2s)

)
s∈N

cöıncide avec Q[E2, E4, E6], ce qui a été exploité par Nesterenko
dans sa preuve de l’indépendance algébrique sur Q de E2(q), E4(q) et E6(q) pour tout q
algébrique vérifiant 0 < |q| < 1. Il serait intéressant d’obtenir un résultat de transcendance
pour les valeurs des fonctions

(
ζq(2s + 1)

)
s∈N

par des méthodes similaires, à cette impor-
tante différence près que l’on ne connâıt pas de système différentiel fini ou infini vérifié par
ces fonctions ζq(s).

3.3 Indépendance des valeurs de la fonction beta

Une autre application de la méthode hypergéométrique a été développée en commun
avec Zudilin dans [76] et concerne les valeurs de la série de Dirichlet (qui converge pour
tout complexe s telle que Re(s) > 0)

L(χ, s) =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)s
.

Pour simplifier et accentuer l’analogie avec la fonction zêta, nous avons posé β(s) = L(χ, s).
Euler a montré que, pour s ≥ 1 impair, β(s) est un multiple rationnel de πs, plus
précisément

β(2n + 1) =
(−1)nE2n

22n+2(2n)!
π2n+1 for n = 0, 1, 2, . . .

(Ici, les entiers E2n sont les nombres d’Euler et n’ont aucun rapport avec les séries d’Ei-
senstein du sous-paragraphe précédent.) Les nombres β(2n + 1) sont donc transcendants
sur Q.

Pour s pair, aucune telle formule n’est connue et la nature de β(s) est inconnue. La
situation pour la fonction beta semble donc le miroir de celle pour la fonction zêta de
Riemann, ce qui n’est pas complètement exact puisque l’équivalent du théorème d’Apéry
pour la constante de Catalan

G =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)2
= β(2)

n’a pas été prouvé. Nous avons pu adapter la méthode hypergéométrique pour obtenir les
deux résultats suivants.

9Zudilin a montré que chacune des fonctions ζq(s), s fixé, est transcendante sur C(q) (voir [98]). Il
m’a également informé que l’un de ses étudiants a démontré que les fonctions ζq(2), ζq(3), ζq(4), ζq(5),
ζq(6), ζq(7), etc, sont linéairement indépendantes sur C(q), ce qui est un autre pas dans la bonne direction.
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Théorème 20.
(i) Pour tout entier pair A ≥ 2, on a

dimQ(Q + Qβ(2) + Qβ(4) + · · ·+ Qβ(A)) ≥ 1 + o(1)

2 + log(2)
log(A).

(ii) Au moins un de sept nombres

β(2), β(4), β(6), β(8), β(10), β(12), β(14)

est irrationel.

Les démonstrations utilisent des séries du type

Sn,A,B,C,r

(
(−1)A

)
= n!A−2Br

∞∑

k=1

1

C!

∂C

∂kC

((
k +

n− 1

2

)
(k − rn)B

rn(k + n)B
rn(

k − 1
2

)A

n+1

)
(−1)kA

qui sont très bien équilibrées. La méthode exposée au sous-paragraphe 1.1 s’adapte sans
problème (autre que technique, en raison du 1/2 au dénominateur qui complique un peu
les estimations) et on construit des formes linéaires dichotomiques en les valeurs de β aux
entiers :

Sn,A,B,C,r

(
(−1)A

)
= p0,C,n((−1)A) +

A∑
j=2

j≡A−1[2]

(
C + j − 1

j − 1

)
pj,n

(
(−1)A

)
β(C + j).

Comme dans le cas de la fonction zêta, une conjecture des dénominateurs peut être for-
mulée : les méthodes développées dans [47] s’appliquent également pour la démontrer, ce
qui fera l’objet d’un travail dans le futur, dont nous espérons qu’il améliorera le point (ii)
du Théorème 20. Dans le cas le plus simple de la construction précédente, il existe des
rationnels en et fn tels que 24nd2nen et 24nd3

2nfn sont entiers et

Sn,3,1,0,1 (−1) = n!
∞∑

k=1

(−1)k

(
k +

n− 1

2

)
(k − n)n(k + n)n(

k − 1
2

)3

n+1

= enG− fn.

Dans ce cas particulier, la conjecture des dénominateurs affirme que les nombres 24nen et
24nd2

2nfn sont déjà entiers. Bien que cette conjecture ne suffise pas à montrer l’irrationalité
de G, elle a suscité des travaux de Zudilin (qui l’a montrée partiellement, voir [96]), puis
je l’ai finalement démontrée totalement par une méthode très indirecte utilisant l’approxi-
mation de Padé, que j’exposerai au paragraphe 4.3.
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4 L’approximation de Padé

L’approximation de Padé consiste à approcher de façon optimale une série formelle
F ∈ C[[z]] par des fractions rationnelles de C(z). Plus précisément, pour tous entier
m,n ≥ 0, un simple exercice d’algèbre linéaire montre qu’il existe des polynômes P et Q,
de degré respectifs au plus m et n, tels que l’ordre en 0 de la série formelle Q(z)F (z)−P (z)
soit au moins m+n+1. On ne peut en général pas obtenir mieux que m+n+1, ce qui est
le sens du mot « optimale » ci-dessus (10). La fraction P (z)/Q(z), qui est unique et notée
[m/n]F (z), est donc une approximation rationnelle de la série F (z) : si celle-ci a un rayon
de convergence R non nul, on peut espérer que, pour un rationnel x tel que |x| < R, la
différence F (x)− P (x)/Q(x) soit très petite sans que n et m ne soient trop grands.

Dans de très nombreuses situations, on peut calculer explicitement certains approxi-
mants de Padé de fonctions intéressantes, telles que exp(z) ou log(1 − z), et en déduire
des résultats d’irrationalité pour les valeurs prises par ces fonctions, au moyen du critère
suivant : « Soit un réel x tel qu’il existe deux suites d’entiers pn(x) et qn(x) vérifiant
0 6= qn(x)F (x)− pn(x) = o(1). Alors F (x) est irrationnel. »

Ce procédé se généralise de deux manières différentes au cas de l’approximation simul-
tanée de plusieurs séries formelles F1, . . . , Fr ∈ C[[z]] :

(i) On cherche des polynômes P1, P2 . . . , Pr ∈ C[z], de degré respectifs d1, . . . , dr, tels
que l’ordre en z = 0 de la série formelle

P1(z)F1(z) + P2(z)F2(z) + · · ·+ Pr(z)Ff (z)

soit au moins (d1 + d2 · · ·+ dr) + r − 1. On parle d’approximants de Padé de type I ou de
Hermite-Padé (voir pourquoi ci-dessous).

(ii) On cherche des polynômes Q,P1, P2 . . . , Pr ∈ C[z], de degré respectifs d1 + · · · +
dr, D1 − d1, D2 − d2, . . . , Dr − dr, tels que chacune des séries formelles

Q(z)− Pj(z)Fj(z), j = 1, . . . , r

ait un ordre en z = 0 au moins égal à Dj +1. On parle dans ce cas d’approximants de Padé
de type II. Voir [34] pour les références sur les diverses sortes d’approximants de Padé.

Étant donné une famille de séries formelles, il peut être plus facile de calculer l’un ou
l’autre type d’approximants (11) mais il est également fréquent que l’on puisse expliciter
les deux types. Les deux peuvent d’ailleurs servir pour obtenir des résultats diophantiens.
Hermite a ainsi construit le premier exemple explicite d’approximation de type II pour la
famille

(
exp(ωj)

)
j=1,...,r

, où les wj sont des complexes distincts, et en a déduit la trans-

cendance du nombre e = exp(1) ; Mahler [55] a montré comment obtenir le même résultat

10On peut noter l’analogie avec le développement en fraction continue d’un réel lorsque m = n.
11Numériquement, on peut toujours calculer les deux types d’approximants de Padé pour des séries

formelles données puisqu’il ne s’agit somme toute que de résoudre un système linéaire. Pour les applications
diophantiennes, l’intérêt est de pouvoir le faire explicitement : si c’est le cas, on obtient bien souvent des
résultats plus fins que ceux obtenus par les méthodes transcendantes basées sur le lemme de Siegel, qui
sont néanmoins beaucoup souples d’utilisation.
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avec les formules, également données par Hermite, pour le type I. Le Théorème 13 (men-
tionné au sous-paragraphe 3.1) est obtenu par la construction d’approximants de Padé de
type I pour les fonctions log(1 − z) et Li2(z) mais il en existe des versions obtenus par
l’approximation de type I pour les fonctions 1, log(1− z) et Li2(z).

On peut aussi chercher la solution de problèmes de type Padé «mixte », où l’on mélange
des conditions de type I à des conditions de type II, voire en plusieurs points simultanément
(0, 1,∞ par exemple) : voir le sous-paragraphe 4.1 pour de telles situations.

4.1 Une généralisation de travaux de Beukers

Toutes les démonstrations d’irrationalité des valeurs des fonctions ζ(s), ζq(s), β(s) par
des méthodes hypergéométriques peuvent parâıtre mystérieuses et magiques, puisqu’elles
diffèrent sensiblement du schéma traditionnel des preuves de transcendance (contruction
d’une fonction auxiliaire par le lemme de Siegel ou les déterminants d’interpolation, lemme
d’interpolation ou de zéros, inégalité de Liouville, etc). Néanmoins, il est possible de les
formaliser. En effet, dans [15] et [16], Beukers est parvenu à replacer les résultats d’Apéry
dans le cadre plus connu des approximants de Padé des polylogarithmes. Il considère les
deux problèmes suivants : déterminer pour tout entier n ≥ 0 des polynômes a, b, c de degré
au plus n tels que{

S(z) = a(z) Li2(1/z) + b(z) Li1(1/z) + c(z) = O(z−n−1)

R(z) = a(z) log(z)− b(z) = O(
(1− z)n+1

) (4.1)

et des polynômes A, B, C et D de degré au plus n tels que (12)




U(z) = A(z) Li2(1/z) + B(z) Li1(1/z) + C(z) = O(z−n−1)

V (z) = 2A(z) Li3(1/z) + B(z) Li2(1/z) + D(z) = O(z−n−1)

W (z) = A(z) log(z)−B(z) = O(1− z) .

(4.2)

(Étant donné une fonction F (w) développable en série de Laurent F (w) =
∑+∞

n=−m anw
n

au voisinage de w = 0 (avec w = z, 1/z ou 1− z dans la suite), on note F (w) = O(wN+1)
si a−m = a−m+1 = · · · = aN = 0. Il s’agit d’une majoration quand z tend vers 0, l’infini ou
1, suivant la valeur de w). Dans [16], Beukers indique que la solution de (4.1) est unique (à
une constante multiplicative près), donnée par une certaine intégrale que l’on transforme
facilement en la série hypergéométrique (quasi équilibrée) suivante :

S(z) = n!
∞∑

k=1

(k − n)n

(k)2
n+1

z−k.

Il montre aussi dans [15] que (4.2) a une solution unique (à une constante multiplicative
près) et son argument donne immédiatement :

V (z) = −
∞∑

k=1

d

dk

(
(k − n)2

n

(k)2
n+1

)
z−k .

12Beukers n’énonce pas la condition sur W (z) mais la condition équivalente B(1) = 0.
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On reconnait en S(1) et V (1) les deux séries mentionnées en (1.2) et dont on déduit les
approximations d’Apéry pour ζ(2) et ζ(3).

La question se pose donc d’expliciter si possible des problèmes de Padé tels que (4.1) et
(4.2) et dont la solution ferait intervenir les diverses séries hypergéométriques qui servent
à démontrer les résultats récents sur l’irrationalité des valeurs de zêta. Dans l’article [29]
avec Fischler déjà mentionné au paragraphe 3.1, nous avons répondu positivement à cette
question en construisant et résolvant des problèmes de Padé très généraux, sur lesquels se
lisent les propriétés de réciprocité des solutions dans le cas de séries (très) bien équilibrées
telles que (1.3).

Le bon problème à considérer s’est avéré être le suivant. Considérons des entiers n ≥ 0,
A ≥ 1 et ρ, σ ≥ 0 vérifiant ρ + σ ≤ A(n + 1) − 1 et que nous supposons fixés. Nous
voulons déterminer des polynômes P0, P 0 et Pj (pour 1 ≤ j ≤ A) de degré au plus n et
des fonctions S, S, R (qui dépendent de n, A, ρ, σ) tels que





S(z) = P0(z) +
A∑

j=1

Pj(z) Lij(1/z) = O(z−ρ−1)

S(z) = P 0(z) +
A∑

j=1

(−1)jPj(z) Lij(z) = O(zn+σ+1)

R(z) =
A∑

j=1

(−1)j−1Pj(z)
logj−1(z)

(j − 1)!
= O(

(1− z)A(n+1)−ρ−σ−1
)

.

(4.3)

(La fonction log(z) est définie avec sa détermination principale.)
On remarque que les deux paramètres ρ et σ permettent d’interpoler entre des problèmes

d’approximation de Padé au voisinage de 0, 1 et ∞. On peut également noter que le
problème (4.1) de Beukers est contenu dans ce nouveau problème, que le résultat suivant
résout totalement.

Théorème 21. À constante multiplicative près, le problème de Padé (4.3) a une unique
solution et elle vérifie pour tout z ∈ C tel que |z| ≥ 1,

S(z) =
∞∑

k=1

(k − ρ)ρ(k + n + 1)σ

(k)A
n+1

z−k, (4.4)

PA(z) =
n∑

k=0

(−1)kA (−k − ρ)ρ(n− k + 1)σ

k!A(n− k)!A
zk

et, si z /∈]−∞, 0],

R(z) =
1

2iπ

∫

C

(s− ρ)ρ(s + n + 1)σ

(s)A
n+1

z−sds

où C est une courbe entourant les points −n,−n + 1, . . . , 0 dans le sens direct.
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Ce résultat concerne des séries quasi équilibrées ; dans le cas particulier ρ = σ elles sont
bien équilibrées. En effet, on peut écrire (4.4) sous la forme :

S(z) =
ρ!A+1(ρ + σ + n + 1)!

(ρ + n + 1)!A+1zρ+1 A+2FA+1

[
ρ + σ + n + 2, ρ + 1, . . . , ρ + 1

ρ + n + 2, . . . , ρ + n + 2
; z−1

]
.

On reconnâıt les formules mentionnées au sous-paragraphe 3.1 qui servent à montrer le
Théorème 16.

Nous avons également obtenus les solutions de deux problèmes encore plus généraux,
ce qui permet en théorie de justifier par l’approximation de Padé essentiellement tous les
résultats connus d’irrationalité concernant la fonction zêta et les polylogarithmes. Voici
l’un de ces résultats, qui non seulement interpole entre des conditions de Padé au voisinage
de 0, 1 et ∞ mais également entre des approximations de type I et de type II.

On garde les mêmes notations que précédemment et on suppose que M = L, σ = ρ
et 2Lρ ≤ A(n + 1) − 2. On cherche des polynômes P0,`, P 0,`, Pj (pour 1 ≤ j ≤ A et
0 ≤ ` ≤ L − 1) de degré au plus n et des fonctions S`, S` et R (qui dépendent aussi
de ρ, L, A et n) tels que l’on ait simultanément les 2L + 2 conditions suivantes (pour
` = 0, . . . , L− 1) :





S`(z) = P0,`(z) +
A∑

j=1

(
` + j − 1

j − 1

)
Pj(z) Li`+j(1/z) = O(z−ρ−1)

S`(z) = P 0,`(z) +
A∑

j=1

(−1)j

(
` + j − 1

j − 1

)
Pj(z) Li`+j(z) = O(zn+σ+1)

R(z) =
A∑

j=1

(−1)j−1Pj(z)
logj−1(z)
(j − 1)!

= O
(
(1− z)A(n+1)−2Lρ−2

)

PA((−1)A) = 0 .

(4.5)

La solution complète est donnée par les formules suivantes.

Théorème 22. À une constante multiplicative près, le problème de Padé (4.5) a une
unique solution et elle vérifie pour tout ` = 0, . . . , L− 1 :

S`(z) =
(−1)`

`!

ι∑

k=1

d`

dk`

((
k +

n

2

)
(k − ρ)L

ρ (k + n + 1)L
ρ

(k)a
n+1

)
z−k

et

PA(z) =
n∑

k=0

(−1)kA
(n

2
− k

) (−k − ρ)L
ρ (n− k + 1)L

ρ

k!A(n− k)!A
zk .

De plus, pour tous j = 1, . . . , A et ` = 0, . . . , L− 1, on a

znPj(1/z) = (−1)a(n+1)+j+1Pj(z) et znS`(1/z) = (−1)A(n+1)+1S`(z).

Si l’on supprime la condition PA((−1)A) = 0 dans le problème (4.5), on obtient essen-
tiellement les mêmes formules pour S`(z) et PA(z), en enlevant juste le facteur (k + n/2).
Ce cas englobe alors le problème (4.2) de Beukers.
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4.2 Le cas des q-polylogarithmes

La question se pose naturellement d’étendre le Théorème 21 au cas des q-analogues de
la fonction zêta, en particulier dans l’espoir d’obtenir de nouveaux résultats diophantiens.
C’est ce que nous avons fait dans un travail [49] avec Krattenthaler. Une des difficultés
a été de déterminer un q-analogue logq(z) de la fonction log(z) adapté à la situation :
dans notre contexte, la fonction log(z)/ log(q) s’est naturellement imposée dans ce rôle.
Cet analogue, qui possède donc une monodromie non-triviale en 0, est un choix histori-
quement classique : voir [1]. Certaines théories géométriques récentes (étudiant l’analogie
entre équations aux q-différences et équations différentielles) ont mis en avant un q-analogue
différent du logarithme : par exemple, Sauloy [78] utilise la fonction `q(z) = zθ′q(z)/θq(z)

comme q-logarithme, avec θq(z) =
∑

n∈Z(−1)nq−n(n−1)/2zn, qui est méromorphe sur C et
dont les pôles confluent le long d’une spirale lorsque q → 1.

Il nous a alors été possible de résoudre le problème de Padé suivant, qui est un parfait
q-analogue du problème (4.3) dans le cas classique. Étant donné des entiers A ≥ 1, n ≥ 0,
ρ ≥ 0, σ ≥ 0 et ν ≥ 0 tels que ρ + σ + ν + 2 ≤ A(n + 1), on cherche à résoudre le problème
d’approximations simultanées de Padé suivant : déterminer des polynômes (dépendants de
A, n, ρ, σ et ν) P0(z; q), P 0(z; q) et Pj(z; q) (pour j = 1, . . . , A) en la variable z, de degré
au plus n et à coefficients dans Q(q), tels que





S(z; q) = P0(z; q) +
A∑

j=1

Pj(z; q) Lij(1/z; q) = O(z−ρ−1) quand z →∞ ;

S(z; q) = P 0(z; q) +
A∑

j=1

Pj(z; q) Lij(z; 1/q) = O(zσ+n+1) quand z → 0 ;

I(z; q) = −
A∑

j=1

Pj(zq
1−j; q)

(− logq(1/z)
)

j−1

(j − 1)!
= O(z − q−`) quand z → q−`

pour tout ` ∈ {−ν,−ν + 1, . . . , A(n + 1)− ρ− σ − ν − 2}.

(4.6)

Théorème 23. Dans les conditions ci-dessus, le problème (4.6) a une solution unique, à
une constante multiplicative près. En choisissant cette constante égale à 1, on a

S(z; q) =
∞∑

k=1

qk (qk−ρ; q)ρ (qk+n+1; q)σ

(qk; q)A
n+1

qνkz−k

et

I(z; q) =
1

2iπ

∫

C

(sq−ρ; q)ρ (sqn+1; q)σ

(s; q)A
n+1

sν−logq(z) ds,

où C est n’importe quelle courbe fermée directe qui entoure les pôles de l’intégrande, i.e.
1, q−1, . . . , q−n, sans traverser la coupure R−.

Les Théorèmes 21 et 23 sont formellement très similaires, à ceci près que le paramètre
« q-analogique » ν n’a pas d’équivalent dans le cas classique. La différence majeure se situe
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dans l’énoncé des conditions d’annulation des fonctions I(z) et I(z; q), qui sont en plusieurs
points : cela n’a cependant rien surprenant puisqu’il est fréquent dans ce genre de situation
que des singularités en certaines puissances de q confluent vers une unique singularité en
1 (avec multiplicité) lorsque q → 1.

Une autre différence importante avec le Théorème 21 est le contour d’intégration de
I(z; q) que l’on ne peut pas déformer librement en présence de la coupure. Ce simple fait
nous a empêché pour l’instant de trouver de nouvelles applications diophantiennes car la
fonction I(z; q) n’est apparemment pas assez petite pour « faire de la transcendance ».

4.3 Approximations de la constante de Catalan

Dans le but de construire de bonnes approximations rationnelles de la constante de
Catalan G et de démontrer la conjecture des dénominateurs évoquée à la fin du sous-
paragraphe 3.3, j’ai adapté dans [73] la méthode très originale précédemment employée
par Prévost [61] pour donner une nouvelle preuve de l’irrationalité de ζ(3). Dans le cas de
G, la technique est la suivante. Considérons la fonction

Ψ(z) =
∞∑

k=0

(−1)kz2

((2k + 1)z + 1)2

qui définit une fonction méromorphe sur C \ {0,−1,−1/3,−1/5, . . .}. Pour tout entier
n ≥ 1, on a

G = β(2) =
n−1∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)2
+ (−1)nΨ

(
1

2n

)
. (4.7)

L’idée est d’essayer de remplacer le nombre Ψ(1/2n) par une bonne approximation ra-
tionnelle, dans le but d’en obtenir une pour G. Bien sûr, on pense immédiatement aux
approximants de Padé [p/q](z) de Ψ(z) au voisinage de z = 0 puisque 1/2n sera amené à
tendre vers 0 : en un certain sens, on espère que cela va accélérer la convergence du reste de
la série, tout en ayant une grande souplesse puisque l’on dispose alors de trois paramètres
libres n, p et q. La fonction Ψ n’est pas holomorphe en 0 mais elle y est néanmoins C∞ et
possède le développement de Taylor suivant, de rayon de convergence nul,

Φ(z) =
1

2

∞∑

k=0

(k + 1)Ekz
k+2. (4.8)

Il est possible de déterminer explicitement les approximants de Padé [2n+1/2n]Φ(z) ∈ Q(z)
de Φ, qui s’avèrent être de très bonnes approximations rationnelles de Ψ elle-même : ceci
illustre une importante propriété des approximants de Padé, à savoir de sommer des séries
divergentes.

Le résultat exact est le suivant. Introduisons la suite de polynômes pairs de degré 2n

P2n(z) = 3F2

[−n, 1−z
2 , 1+z

2
1, 1

; 1
]

=
n∑

j=0

(
n

j

)( z−1
2

j

)(
j + z−1

2

j

)

29



et définissons également la suite des polynômes de degré 2n− 1 :

Q2n(z) =
z

4

n∑
j=1

(
n

j

) j∑

k=1

(
z−1
2

+ j

j − k

)(
z−1
2
− k

j − k

)
(−1)k−1

k2
(

j
k

)2 .

Posons Q̃2n(z) = z2n−1Q2n(1/z) et P̃2n(z) = z2nP2n(1/z).

Théorème 24. La fraction rationnelle
z2Q̃2n(z)

2P̃2n(z)
est l’approximant de Padé [2n+1/2n]Φ(z)

de la série formelle Φ(z). De plus, pour tout réel z ≥ 0,

∣∣∣∣Ψ(z)− z2Q̃2n(z)

2P̃2n(z)

∣∣∣∣ ≤
|z|2

2|P2n(1/z)|2 .

La preuve de ce théorème est basée sur certaines formules explicites données par Carlitz
[19] et Wilson [91] (concernant les polynômes orthogonaux hypergéométriques), ainsi que
sur le umbral calculus (13) pour simplifier certains passages combinatoires assez délicats.
En revenant au problème initial, on obtient que

G ≈
n−1∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)2
+ [2n + 1/2n]Φ(1/2n)

où le second membre est un rationnel proche de G. Formellement, il s’agit du résultat
suivant.

Théorème 25. Pour tout rationnel r > 0 et tout entier n ≥ 1 tels que rn soit entier, il
existe deux rationnels explicites un,r, vn,r tels que 24nun,r et 24nd2

2max(1,r)nvn,r soient entiers
et ∣∣∣∣G− vn,r

un,r

∣∣∣∣ ≤
1

u2
n,r

.

On a

un,r = P2n(2rn) =
n∑

j=0

(
n

j

)(
rn− 1

2

j

)(
rn + j − 1

2

j

)

et une formule un peu plus compliquée pour vn,r, basée sur les nombres Q2n(2rn). La
majoration montre que, à r fixé, la convergence vers G est géométrique en n mais, malheu-
reusement, aucune valeur de r ne permet d’en déduire l’irrationalité de G. Néanmoins, cette
construction spécialisée en r = 1 m’a permis de prouver la conjecture des dénominateurs
pour G (fin du sous-paragraphe 3.3, dont je reprends les notations).

13Il s’agit de la méthode consistant à manipuler les éléments An d’une suite donnée comme s’il s’agissait
des puissances An d’un élément formel A : par exemple, la formule de récurrence pour les nombres de
Bernoulli

∑n−1
k=0

(
n
k

)
Bk = 0 prend ainsi la forme plus compacte Bn = (B + 1)n, que l’on peut ensuite

injecter dans un calcul algébrique. Cette procédure est parfaitement licite dans beaucoup de situations
combinatoires, voir [32].
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Théorème 26. Pour tout entier n, on a en = un,1 ∈ 2−4nZ et fn = vn,1 ∈ 2−4nd−2
2n Z.

La démonstration est assez compliquée et utilise, entre autres, diverses techniques hy-
pergéométriques, dont l’algorithme de Zeilberger et l’identité

3F2

[
1, α, α

α + 1, α + 1
;−1

]
=

1
2 3F2

[
1, 1, α

α + 1, α + 1
; 1

]
.

Prévost et moi-même avons prévu (14) de développer cette méthode de construction
d’approximations, en particulier pour essayer de comprendre pourquoi l’on retrouve les
mêmes approximations rationnelles que celles construites par les approximants de Padé
des polylogarithmes (lorsque l’on applique cette méthode à ζ(2) et ζ(3)). Ce phénomène
n’a rien d’évident a priori et nous avons constaté qu’il se produit également lorsque l’on
cherche à accélérer le reste de la série de Taylor en 0 de exp(z) et de log(1− z).

Remarquons enfin que des suites de rationnels convergeant géométriquement vers G ont
déjà été obtenues par Batut et Olivier dans [12], au moyen de la méthode d’accélération
de fractions continues d’Apéry. Bien que je n’aie pas fait le calcul, il est plausible que leurs
approximations s’obtiennent par spécialisation du Théorème 25 car c’est déjà le cas des
résultats analogues pour ζ(2) et ζ(3). Cependant, la méthode décrite ici offre une souplesse
supplémentaire grâce au paramètre r : il n’est lié à n que par la condition rn ∈ N et on
peut donc le choisir comme fonction de n, par exemple, et pas forcément fixe. On obtient
alors des approximations rationnelles de G nouvelles mais qui ne semblent pas plus utiles
pour montrer l’irrationalité de G.

14Depuis la première version de ce mémoire, nous avons totalement explicité/expliqué le phénomène
observé dans le cas de la fonction exponentielle : voir [62].
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5 Les polyzêtas

Ce paragraphe est consacré à l’exposé d’une méthode qui fait l’objet d’un travail en
cours et ne contient donc pas de résultats nouveaux à proprement parler.

Une généralisation, naturelle et très étudiée actuellement, de la fonction zêta de Rie-
mann est donnée par les polyzêtas, définis pour tout entier p ≥ 1 et tout p-uplet s =
(s1, s2, . . . , sp) de réels ≥ 1, avec s1 > 1, par

ζ(s1, s2, . . . , sp) =
∑

1≤kp<···<k1

1

ks1
1 ks2

2 · · · ksp
n

.

Les entiers p et q = s1 + s2 + · · · + sp sont respectivement la profondeur et le poids de
ζ(s1, s2, . . . , sp). Ces séries apparaissent, par exemple, quand on considère les produits des
valeurs de la fonction zêta : on a ainsi ζ(n)ζ(m) = ζ(n + m) + ζ(n,m) + ζ(m,n), ce qui
permet en quelque sorte de « linéariser » ces produits. En dehors de quelques identités
telles que ζ(2, 1) = ζ(3) (due à Euler), la nature arithmétique de ces séries est aussi peu
connue que celle des nombres ζ(s). Cependant, l’ensemble des nombres ζ(s) possède une
très riche structure algébrique assez bien comprise, au moins conjecturalement (voir [90]).
Par exemple, on peut s’intéresser aux Q-sous-espaces vectoriels Zp de R, engendrés par
les 2p−2 polyzêtas de poids p ≥ 2 : Z2 = Qζ(2), Z3 = Qζ(3) + Qζ(2, 1), Z4 = Qζ(4) +
Qζ(3, 1) + Qζ(2, 2) + Qζ(2, 1, 1), etc. Posons vp = dimQ(Zp). On a alors la

Conjecture 2.
(i) (Zagier) Pour tout entier p ≥ 2, on a vp = cp, où l’entier cp est défini par la récurrence
de type Fibonacci cp+3 = cp+1 + cp, avec c0 = 1, c1 = 0 et c2 = 1.

(ii) Les Q-espaces vectoriels Q et Zp (p ≥ 2), sont en somme directe.

La suite (vp)p≥2 devrait donc crôıtre comme αq (où α ≈ 1, 3247 est racine du polynôme
X3−X−1), ce qui est bien plus petit que 2p−2. Il y a donc beaucoup de relations linéaires
entre les polyzêtas de même poids (et conjecturalement aucune en poids différents) : le
conditionnel n’est pas de mise car un théorème de Terasoma [83] affirme que l’on a vp ≤ cp

pour tout entier p ≥ 2. Il reste donc à montrer l’inégalité inverse mais aucune minoration
non triviale de vp n’est connue à ce jour : si l’on montre facilement que v2 = v3 = v4 = 1,
on est bloqué dès l’égalité v5 = 2, qui est équivalente à l’irrationalité toujours inconnue de
ζ(5)/(ζ(3)ζ(2)). Plus généralement, un des intérêts de la Conjecture 2 est d’impliquer la
suivante (15).

Conjecture 3. Les nombres π, ζ(3), ζ(5), ζ(7), ζ(9), etc, sont algébriquement indépendants
sur Q.

15Cette implication est unanimement considérée comme un « résultat bien connu du folklore ». Je n’en
ai jamais vu de démonstration convaincante. Néanmoins, le point (ii) implique l’indépendance linéaire sur
Q des nombres 1, ζ(2), ζ(3), ζ(4), ζ(5), etc.
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À défaut de prouver totalement ces conjectures qui semblent hors d’atteinte actuelle-
ment, j’ai entrepris une collaboration avec Cresson et Fischler dans l’espoir de produire
une minoration non triviale de vq. Il me semble intéressant d’expliquer sommairement ici
notre démarche. Avant tout, notre but est d’adapter la méthode hypergéométrique en une
variable, dont l’intérêt a été abondamment évoqué dans les pages précédentes. En effet, les
premières séries qui viennent à l’esprit pour étudier les polyzêtas sont celles de la forme

∑

1≤ks<···<k1

P (k1, k2, . . . , ks)

(k1)
A1
n1+1(k2)

A2
n2+1 · · · (ks)

As
ns+1

,

où les Aj et nj sont des paramètres entiers et P un polynôme à coefficients entiers. Pour
diverses raisons, il est plus simple de considérer que la sommation est sur 1 ≤ ks ≤ · · · ≤ k1

et, de fait, de telles séries apparaissent naturellement dans la littérature. Par exemple,
Sorokin [82] a déduit l’irrationalité de ζ(3) d’un résultat que l’on peut écrire ainsi : pour
tout entier n ≥ 0, on a (16)

Vn = n!
∑

1≤`≤k

(`− n)n(k − ` + 1)n

(k)2
n+1(`)n+1

= 2anζ(2, 1)− 2bn, (5.1)

où an et bn sont les nombres d’Apéry obtenus en (1.2). La méthode de Sorokin consiste
à résoudre un subtil problème d’approximation de Padé, qu’il n’est malheureusement pas
facile de généraliser à d’autres situations. Nous avons donc entrepris de démontrer (5.1)
directement et ensuite d’étendre cette approche à un cadre plus global.

Pour éviter d’avoir à considérer un problème technique (évoqué plus bas) avec la série
Vn, j’explique notre approche sur la série suivante

Sn(z1, z2) =
∑

1≤`≤k

(`− n)n(k − ` + 1)n

(k)2
n+1(`)

2
n+1

z−k
1 z−`

2 ,

qui converge pour |z1| ≥ 1 et |z2| ≥ 1.
La première étape consiste à décomposer en éléments simples la fraction rationnelle en

les deux variables k, ` qui constitue le sommande de Sn(z1, z2) (les variables sont séparées
au dénominateur, ce qui simplifie beaucoup cette étape). En reportant dans Sn(z1, z2), on
obtient ainsi

Sn(z1, z2) =
n∑

i,j=0

2∑

e,f=1

ci,j,e,f

∑

1≤`≤k

z−k
1 z−`

2

(k + i)e(` + j)f
,

où les ci,j,e,f sont des rationnels explicitables.
La deuxième étape consiste à exprimer explicitement la série sur k et ` comme combi-

naison linéaire à coefficients dans Q(z1, . . . , zp) en les polylogarithmes multiples

Lis1,s2,...,sp(z1, . . . , zp) =
∑

1≤kp≤···≤k1

zk1
1 · · · zkp

p

ks1
1 ks2

2 · · · ksp
p

.

16La série Vn est en fait un cas particulier de la série multiple considérée au membre de droite de (1.10).
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(Ici, p = 2.) Dans le cas d’une seule variable (cas p = 1), c’est une étape triviale puisque
l’on a tout simplement

∞∑

k=1

z−k

(k + i)e
= zi

∞∑

k=1

z−k

ke
−

i∑

k=1

zi−k

ke
= ziLie(1/z)−

i∑

k=1

zi−k

ke
. (5.2)

Malheureusement, en deux variables, ce n’est déjà plus du tout immédiat, comme on va le
voir maintenant. Il s’agit en effet de décomposer la série suivante à la manière de (5.2) :

∞∑

k=1

z−k
1

(k + i)e

k∑

`=1

z−`
2

(` + j)f
. (5.3)

On écrit la somme intérieure sur ` comme

k∑

`=1

z−`
2

(` + j)f
=

k+j∑

`=j+1

zj−`
2

`f
=

( k+i∑

`=1

−
j∑

`=1

+ εi,j

k+M∑

`=k+m+1

)
zj−`
2

`f
(5.4)

où m = min(i, j), M = max(i, j) et εi,j = 1 si i < j, −1 si i > j, 0 si i = j. Puis on réinjecte
ces trois sommes dans la somme sur k. Les deux premières séries se traitent facilement :

∞∑

k=1

z−k
1

(k + i)e

k+i∑

`=1

zj−`
2

`f
=

∞∑

k=i+1

zi−k
1

ke

k∑

`=1

zj−`
2

`f

= zi
1z

j
2 Lie,f (1/z1, 1/z2)−

i∑

k=1

zi−k
1

ke

k∑

`=1

zj−`
2

`f

et

∞∑

k=1

z−k
1

(k + i)e

j∑

`=1

zj−`
2

`f
= zi

1

( j∑

`=1

zj−`
2

`f

)
Lie(1/z1)−

( i∑

k=1

zi−k
1

ke

)( j∑

`=1

zj−`
2

`f

)
.

La troisième série est un peu plus compliquée : on a

∞∑

k=1

z−k
1

(k + i)e

k+M∑

`=k+m+1

zj−`
2

`f
=

M∑

`=m+1

zj−`
2

∞∑

k=1

(z1z2)
−k

(k + i)e(k + `)f

et on développe la fraction rationnelle 1
(k+i)e(k+`)f en éléments simples pour conclure que

cette série s’écrit elle aussi comme une combinaison linéaire de Lis(1/z1z2) avec 1 ≤ s ≤
max(e, f) (et aussi Lie+f (1/z1z2) si ` = M = i) avec des coefficients polynomiaux en z1

et z2.
Par ce procédé laborieux (qui devient quasiment inextricable en trois variables), on

a bien obtenu une écriture de la série double (5.3) comme combinaison linéaire polyno-
miale en certains polylogarithmes multiples. On doit aussi parfois tenir compte d’un autre
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phénomène qui n’existe pas en une variable : contrairement à Sn(z1, z2), la décomposition
en éléments simples du sommande de la série Vn produit une partie entière (puisque le
degré en ` de la fraction est positif) qui complique encore cette étape en faisant apparâıtre
a priori des polylogarithmes multiples « exotiques » tels que Li2,−1(z1, z2). Pour franchir
cette étape en toute généralité, nous avons été amené à écrire un algorithme, implanté
sous Pari, que nous sommes actuellement en train d’expérimenter : il est basé sur le fait
que la décomposition fondamentale (5.4) permet essentiellement de passer d’une série de
profondeur p à une série de profondeur p−1 et permet donc de programmer récursivement.

La troisième étape consiste à identifier les polyzêtas qui apparaissent réellement à l’issue
de la deuxième étape, c’est-à-dire ceux affectés d’un coefficient non-nul. Or cette identifi-
cation n’est absolument pas évidente. Par exemple, la série Sn(1, 1) fait a priori apparâıtre
les polyzêtas (dont certains sont divergents)

ζ(1), ζ(1, 1), ζ(2), ζ(2, 1), ζ(1, 2), ζ(3), ζ(2, 2), ζ(4)

et il est assez difficile de prouver que seuls ζ(2) et ζ(2, 2) n’ont pas un coefficient nul. Nous
espérons que les résultats de nos expériences nous permettront de produire des phénomènes
d’annulation automatique des coefficients, à la manière du phénomène très bien équilibré
en une variable.
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6 La conjecture de Bateman-Horn

Je termine ce mémoire en évoquant un travail fait en commun avec Hindry [42], qui
concerne la conjecture de Bateman-Horn, rappelé au sous-paragraphe 6.1. En dehors de
cette phrase, il ne sera nullement fait mention du mot « hypergéométrique » dans tout ce
paragraphe.

Golomb [33] a développé une approche très originale de la conjecture des nombres
premiers jumeaux, basée sur le comportement au voisinage de z = 1 de la série entière∑∞

n=1 Λ(2n−1)Λ(2n+1)z2n, où Λ désigne la fonction de von Mangolt, familière en théorie
analytique des nombres. Une seule étape analytique (l’interversion d’une limite et d’une
série) empêche Golomb de parvenir à son but. Néanmoins, en admettant cette étape, il
esquisse comment obtenir l’estimation asymptotique, lorsque x → +∞,

#
{
1 ≤ n ≤ x : n et n + 2 premiers

} ∼ 2
∏
p≥3

(
1− 1

(p− 1)2

)
· x

log2(x)
,

conjecture bien connue due à Hardy et Littlewood, que l’on peut obtenir par une heuristique
probabiliste assez délicate (voir par exemple l’argument exposé dans [39, p. 371]).

Notre travail a consisté à généraliser et justifier autant que possible la méthode de
Golomb (le Λ-calcul) à la conjecture de Bateman-Horn, qui concerne le comportement
asymptotique de la fonction

πf (x)=#
{
1 ≤ n ≤ x :f1(n), f2(n), . . . , fk(n) simultanément premiers

}
,

où les f1, f2, . . . , fk sont dans Z[X]. Ce faisant, nous avons cheminé par des domaines aussi
divers que les identités entre fonctions arithmétiques, la théorie algébrique des nombres et
les fonctions zêta de Dedekind, la théorie analytique des nombres, les théorèmes taubériens,
etc. Finalement, modulo une seule étape analytique non justifiée, nous avons exactement
retrouvé le comportement prédit par la conjecture de Bateman-Horn.

Ce travail ne prétend pas être une approche décisive vers la résolution de cette conjec-
ture. Plus modestement, il montre que l’on dispose avec le Λ–calcul d’une bonne machine
à produire des heuristiques analytiques en faveur de conjectures peu évidentes, en par-
ticulier lorsque, comme c’est le cas ici, l’Hypothèse de Riemann Généralisée ne permet
pas de conclure (17). Nous nous sommes également efforcés de mettre en lumière certaines
propriétés « désagréables » telles le fait que la congruence f1(n) · · · fk(n) ≡ 0[d] possède sou-
vent des solutions n trop petites dans {1, . . . , d} dès que deg(f1 · · · fk) ≥ 2 ou bien encore le
fait que la série de Dirichlet Lf (s) (voir (6.4) ci-dessous) ne se prolonge pas analytiquement
au delà de Re(s) > 0 sous la même condition. Surtout, par son apparente simplicité, cette
méthode semble une alternative crédible aux heuristiques probabilistes dont on sait qu’elles
ont pu suggérer des conjectures fausses (18) ainsi qu’aux heuristiques analytiques issues de
la méthode du cercle de Hardy-Littlewood-Ramanujan, techniquement plus compliquée.

17Il existe d’ailleurs des résultats démontrés en supposant à la fois l’Hypothèse de Riemann et la conjec-
ture des nombres premiers jumeaux généralisée : voir par exemple [20].

18Ce fut le cas des premières versions quantitatives des conjectures de Goldbach et d’Artin (sur les
racines primitives) : voir [37] et [57] respectivement pour des commentaires historiques à ce sujet.
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6.1 Valeurs premières des polynômes

Considérons k polynômes f1, f2, . . . , fk de Z[X], de degré h1, h2, ..., hk, respectivement.
Notons f = f1f2 · · · fk, f = (f1, . . . , fk), Kj le corps de nombres Q[X]/(fj(X)) et h =
h1 + h2 + · · · + hk. La notation « a | b » signifie que a divise b et p désigne un nombre
premier ≥ 2, ce qui vaut, en particulier, lorsqu’un produit infini porte sur p sans autre
indication.

Dans un premier temps, rappelons les conditions a priori nécessaires pour que πf (x) ne
soit pas bornée :

(i) Les polynômes fj doivent tous être irréductibles sur Q : si l’un ne l’est pas, il ne
peut pas prendre une valeur première en n dès que n est assez grand. On suppose
aussi qu’il n’existe pas deux entiers distincts i, j tels que fi = ±fj.

(ii) Pour tout premier p, il existe un entier n ≥ 1 tel que p ne divise pas f(n).
(iii) En changeant au besoin un ou plusieurs fj en −fj et par une translation de la

variable commune aux fj, on peut supposer que pour tout entier n ≥ 1, les entiers
f1(n), f2(n), . . . , fk(n) sont tous > 1 : la valeur de πf (x) n’est changée que d’une
fonction bornée de x. Ces conditions sont commodes mais pas nécessaires.

On qualifiera de convenable toute famille vérifiant ces conditions. Pour tout entier d ≥ 1
et tout g ∈ Z[X], posons Ng(d) = #

{
1 ≤ n ≤ d : g(n) ≡ 0 [d]

}
. On peut alors remplacer

la condition (ii) par la suivante, qui lui est équivalente : (ii bis) Pour tout nombre premier
p, on a Nf (p) < p. On peut remarquer que Nf (p) ≤ min(h, p) et qu’il suffit donc de
faire un nombre fini de calculs pour les premiers p ≤ h pour vérifier la condition (ii bis).
Schinzel [79, p. 188] a conjecturé la réciproque suivante.

Conjecture 4 (Schinzel). Soit f une famille convenable. Alors πf (x) tend vers l’infini
avec x.

Dans le cas d’un seul polynôme, cette conjecture est due à Bouniakowski [18] ; dans le
cas de plusieurs polynômes linéaires, elle est due à Dickson [26]. Bien que très bien étayée
numériquement, il n’y a guère de raisons évidentes pour que la conjecture de Bouniakowski
soit vraie. D’ailleurs, si l’on remplace l’anneau Z[X] par un anneau de polynômes sur un
corps fini ou par Z[X1, . . . , XN ] (N ≥ 2), alors la conjecture « trivialement » analogue
à celle de Bouniakowski est fausse : voir [25] et l’introduction de [41], respectivement.
Dans [10], Bateman et Horn ont proposé une heuristique précisant de façon quantitative
la conjecture de Schinzel ; pour la formuler, on a besoin du produit

C(f) =
∏

p

((
1− 1

p

)−k (
1− Nf (p)

p

))
,

dont Bateman et Horn justifient la convergence (qui n’est pas absolue). Il en découle en
particulier que C(f) est non-nul si Nf (p) < p pour tout p.

Conjecture 5 (Bateman-Horn). Soit f une famille convenable. Lorsque x tend vers
l’infini, on a

πf (x) ∼ C(f)

h1h2 · · ·hk

· x

logk(x)
.
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On notera BHπ(f) la conjecture de Bateman-Horn pour la famille f . Pour situer son
degré de difficulté, indiquons seulement qu’elle implique comme corollaires les prédictions
faites par Hardy et Littlewood dans [37] sur la répartition supposée des nombres premiers
jumeaux et des premiers de la forme n2 + 1. Hormis l’évidence numérique et le cas d’un
polynôme de degré 1 (théorème de Dirichlet), on peut mentionner le résultat de Bateman
& Stemmler [11] obtenu par le grand crible : πf (x) ≤ k! 2k C(f) x log−k(x)(1 + o(1)).

6.2 Le Λ-calcul de Golomb

Je reproduis ci-dessous notre argument, sans aucun détail des calculs faits : beaucoup
de travail (i.e. quelques théorèmes) est nécessaire pour justifier ce qui peut l’être (19).

Pour une raison technique, il est dans un premier temps commode de supposer, en plus
des conditions de la conjecture de Bateman-Horn, que pour tout entier n ≥ 1 et pour tout
couple d’entiers (i, j) tels que 1 ≤ i < j ≤ k, les entiers fi(n) et fj(n) sont premiers
entre eux. Cette hypothèse supplémentaire, que l’on dénommera hypothèse F, est a priori
très contraignante puisqu’elle exclut le cas de la famille des polynômes f1(X) = X + 1
et f2(X) = X + 3, qui apparaissent dans la conjecture des nombres premiers jumeaux.
Cependant, elle s’avère sans dommage : nous avons montré que si BHπ(f) est vraie pour
toute famille f convenable vérifiant l’hypothèse F, alors BHπ(f) est vraie pour toute famille
f convenable.

Pour tout entier n ≥ 2, on définit la fonction de von Mangolt Λ(n) = log(p) si n = pv,
0 sinon, et la fonction de Möbius µ(n) = (−1)ω si n est sans facteur carré et possède ω
facteurs premiers, µ(1) = 1 et 0 sinon.

Donnons-nous des polynômes fj(X) ∈ Z[X] (j = 1, . . . , k) convenables et vérifiant
l’hypothèse F ci-dessus. Considérons la série entière, convergente pour |z| < 1,

Gf (z) = (−1)kk!
∞∑

n=1

Λ
(
f1(n)

)
Λ

(
f2(n)

) · · ·Λ(
fk(n)

)
zn, (6.1)

dont nous allons étudier le comportement au voisinage de z = 1.
Tout repose sur une formule élémentaire et fondamentale de Golomb qui, dans ce cas

précis, assure que pour tout entier n ≥ 1,

Λ
(
f1(n)

)
Λ

(
f2(n)

) · · ·Λ(
fk(n)

)
=

(−1)k

k!

∑
d≥1

d | f(n)

µ(d) logk(d). (6.2)

(C’est ici que sert l’hypothèse F.) En injectant cette relation dans (6.1) et en intervertissant
les deux sommations (ce qui est licite puisque |z| < 1 implique la convergence absolue des

19Depuis l’écriture de ce mémoire, nous nous sommes aperçus que certains des résultats évoqués ici
recoupent des travaux de Conrad et Kurokawa : voir la nouvelle version [42] pour les détails.
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séries utilisées), on obtient

Gf (z) =
∞∑

n=1

( ∑
d≥1

d | f(n)

µ(d) logk(d)

)
zn =

∞∑

d=1

µ(d) logk(d)
∞∑

n=1
f(n)≡0 [d]

zn

=
∞∑

d=1

µ(d) logk(d)
∞∑

`=0

d∑
n=1

f(n)≡0 [d]

zn+`d =
∞∑

d=1

µ(d) logk(d)

1− zd

d∑
n=1

f(n)≡0 [d]

zn.

La troisième égalité est conséquence du fait que l’ensemble des solutions positives de la
congruence f(n) ≡ 0 [d] est l’union disjointe des ensembles m + Nd, où m est n’importe
quelle solution particulière dans {1, . . . , d} de cette congruence.

Remarquons que la valeur en z = 1 du polynôme
∑

n=1,...,d
f(n)≡0 [d]

zn est très exactement la

quantité Nf (d) introduite au début du paragraphe 6.1, même lorsque la somme est vide
en convenant qu’elle vaut alors 0. En procédant à l’échange limite-série, qui demeure la
seule étape non justifiée de cette approche, on obtient donc

lim
z→1−

(1− z) Gf (z) ?=
∞∑

d=1

µ(d) logk(d) lim
z→1−




∑
n=1,...,d

f(n)≡0 [d]
zn

∑
n=0,...,d−1 zn


 =

∞∑

d=1

µ(d) logk(d)
Nf (d)

d
. (6.3)

Un point important est évidemment de s’assurer de la convergence et de la non-nullité de
la série à droite de (6.3), que l’on note C ′(f). On peut faire mieux que cela en donnant
une expression très simple de C ′(f) à l’aide de la constante C(f) de Bateman-Horn. Pour
cela, introduisons la série de Dirichlet

Lf (s) =
∞∑

d=1

µ(d)Nf (d)

ds
, (6.4)

dont on montre qu’elle converge absolument au moins pour Re(s) > 1. En vertu du
théorème des restes chinois, Nf (d) est une fonction multiplicative, c’est-à-dire que Nf (d1d2)
= Nf (d1)Nf (d2) si (d1, d2) = 1. On en déduit que, pour Re(s) > 1),

Lf (s) =
∏

p

(
1− Nf (p)

ps

)
=

1

ζk(s)

∏
p

((
1− 1

ps

)−k (
1− Nf (p)

ps

))
.

Ici, on a utilisé, de façon triviale, la fonction zêta de Riemann définie pour Re(s) > 1 par
la série ou le produit

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=

∏
p

(
1− p−s

)−1
.

On peut prolonger analytiquement (20) Lf (s) à un ouvert contenant le demi-plan Re(s) ≥ 1,

ce qui permet de justifier l’étape suivante, entre autres. Comme la fonction ζ(s)−k s’annule

20La série de Dirichlet Lf (s) peut s’exprimer à l’aide des fonctions zêtas de Dedekind des corps de
nombres associés au polynômes fj , ce qui permet de faire ce prolongement. En l’exprimant à l’aide des
fonctions L d’Artin, on peut la prolonger sur le demi-plan Re(s) > 0 mais, pas au delà, sauf lorsque k = 1
et h1 = 1.
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à l’ordre k en s = 1 et que lim
s→1

(s− 1)ζ(s) = 1, on a

C ′(f) = (−1)kL
(k)
f (1) = (−1)k k! C(f). (6.5)

Seule la première égalité nécessite quelques efforts. À l’aide d’un théorème taubérien de
Hardy et Littlewood [36], on traduit (6.3) et (6.5) par

lim
n→+∞

1

n

n∑
j=1

Λ
(
f1(j)

)
Λ

(
f2(j)

) · · ·Λ(
fk(j)

)
= C(f). (6.6)

Enfin, un résultat relativement élémentaire montre que (6.6) équivaut à BHπ(f).

6.3 La conjecture de Goldbach

Pour obtenir une version quantitative de la conjecture de Goldbach, Hardy et Little-
wood [37, p. 38] notent que la fonction

g(n) =
n−1∑

k=1

Λ(k)Λ(n− k)

est celle qui s’impose le plus naturellement. En raison de la dépendance en n du sommande,
la méthode fonctionnelle de Golomb ne peut pas être utilisée de la même manière que pour
la conjecture de Bateman-Horn. De plus, pour appliquer l’identité de Golomb, il faut
restreindre la sommation aux seuls entiers k tels (k, n) = 1 et étudier

G (n) =
n−1∑
k=1

(k,n)=1

Λ(k)Λ(n− k) =
1

2

∞∑

d=1

µ(d) log2(d)
n−1∑
k=1

(k,n)=1, d|k(n−k)

1. (6.7)

Je donne maintenant un argument analytique permettant d’estimer G (n) d’une manière
certes moins élégante que dans le cas de Bateman-Horn mais que j’espére assez plausible.

Notons A(n, d) la somme finie tout à droite de (6.7) : on a évidemment A(n, d) = 0 si
(d, n) > 1 ou si d > maxk k(n − k) = n2/4. De plus, si d = p est premier et si (n, p) = 1,
on a

A(n, p) = 2
∑

r|n
µ(r)

[
n

rp

]
=

2ϕ(n)

p
+ R(n, p) =

N(p) ϕ(n)

p
+ R(n, p).

avec R(n, p) = 2
∑

r|n µ(r)
([

n
rp

] − n
rp

) ¿ τ(n) (= le nombre de diviseurs de n) et N(d) =

NX(n−X)(d). On peut espérer que pour d quelconque, la fonction R(n, d) définie par

A(n, d) =
N(d) ϕ(n)

d
+ R(n, d) (6.8)
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soit petite (21) en un certain sens. Notons que l’écriture (6.8) est typique des méthodes de
crible, où l’on cherche à approcher une fonction arithmétique compliquée par des fonctions
plus simples, multiplicatives par exemple : ici, cela revient à quantifier le fait que les
conditions (k, n) = 1 et d | k(n− k) sont plus ou moins « indépendantes » pour un entier
générique k lorsque (d, n) = 1.

Si l’on pouvait négliger la contribution due à R(n, d), on obtiendrait alors l’approxima-
tion

G (n)
?∼ ϕ(n)

2

∑

d≤n2/4
(d,n)=1

µ(d) log2(d)N(d)

d
=

ϕ(n)

2

∞∑
d=1

(d,n)=1

µ(d) log2(d)N(d)

d
+ o(ϕ(n)),

puisque la série est convergente. Or on montre que

∞∑
d=1

(d,n)=1

µ(d) log2(d)N(d)

d
=

n

ϕ(n)

∏
p

((
1− 1

p

)−2 (
1− N(p)

p

))

et N(p) = 1 si p | n tandis que N(p) = 2 si p - n. Si n est impair, on a donc N(2) = 2 et
le produit est nul, ce qui va dans le bon sens. Si n est pair, des manipulations immédiates
donnent alors

G (n)
?∼ 2

∏
p≥3

(
1− 1

(p− 1)2

)
·
∏
p|n
p≥3

p− 1

p− 2
· n + o(n), (6.9)

en utilisant le fait que o(ϕ(n)) = o(n).
Estimons maintenant g(n) − G (n) lorsque n est pair. Puisque (k, n) > 1, pour que

Λ(k)Λ(n − k) 6= 0, le nombre k doit être une puissance d’un diviseur premier de n, donc
doit lui-même diviser n. En majorant simplement Λ(k)Λ(n− k) par log2(n), on a donc

0 ≤ g(n)− G (n) =
n−1∑
k=1

(k,n)>1

Λ(k)Λ(n− k) ≤
∑

k|n
Λ(k)Λ(n− k) ≤ log2(n) τ(n) ¿ nε (6.10)

pour tout ε > 0 (par la majoration classique τ(n) ¿ nε). Comme (6.9) suggère que

G (n)
?À n, on déduit donc de (6.9) et (6.10) que

n−1∑

k=1

Λ(k)Λ(n− k)
?∼ 2

∏
p≥3

(
1− 1

(p− 1)2

)
·
∏
p|n
p≥3

p− 1

p− 2
· n,

qui est une forme de l’estimation usuelle prédite dans [37].

21C’est évidemment le cœur du problème : prouver que l’effet de R(n, d) se dilue finalement dans un terme
d’erreur correspond au problème de l’inversion limite-série dans le cas de la conjecture de Bateman-Horn.
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Conjecture 6 (Hardy-Littlewood). Lorsque n pair tend vers l’infini, on a

#{(p, q) : p + q = n et p, q premiers} ∼ 2
∏
p≥3

(
1− 1

(p− 1)2

)
·
∏
p|n
p≥3

p− 1

p− 2
· n

log2(n)
.

Il serait intéressant, me semble-t’il, d’adapter cette technique au cas d’autres conjectures
célèbres prédisant le comportement asymptotique de familles notables de nombres premiers,
comme celles de Lang-Trotter et d’Artin sur les racines primitives (même si HRG suffit
dans ce cas).
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Disponible sur http://front.math.ucdavis.edu/math.CA/0312148.

[49] C. Krattenthaler et T. Rivoal, Approximants de Padé des q-polylogarithmes, soumis
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Riemann, J. Théorie des Nombres de Bordeaux 15.1 (2003), 351–365. Survol pour les
Actes des Journées Arithmétiques de Lille (juillet 2001).
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