NOMBRES D’EULER, APPROXIMANTS DE PADE ET CONSTANTE
DE CATALAN

TANGUY RIVOAL

RESUME. Au moyen d’une méthode d’approximation de Padé introduite par Prévost dans
[13], nous construisons des familles d’approximations rationnelles rapidement convergentes
vers la constante de Catalan G. Bien que cela ne suffise pas a prouver l'irrationalité de G,
nous montrons le lien inattendu avec la méthode hypergéométrique récemment mise en
avant dans I’étude diophantienne des fonctions zéta de Riemann et beta de Dirichlet, ce
qui nous permet de prouver la « conjecture des dénominateurs » de [17].

1. INTRODUCTION

1.1. Une méthode d’approximation diophantienne. La démonstration d’Apéry de
'irrationalité de ((3) revient a prouver l'existence d’une suite de rationnels b, tels que

2() ()

et d3b, € Z avec d,, = ppem{1,2,...,n}. Il existe de nombreuses démonstrations de ce
résultat (voir [10] pour un exposé exhaustif), dont une due a Prévost [13] : sa méthode
consiste & déterminer pour n > 0 les approximants de Padé diagonaux® [2n/2n](z) de la

(1) 0< <((B)(V2-1)",

oo 3
fonction zéta d’Hurwitz R(z) = ((3,1/z) = ; (jzzfl)fi’ de sorte que
~ 1 1
B3)=Y_ =t R(1/n) =Y =+ [2n/2n](1/n).
i=1 j=1

Prévost conclut en montrant que l'on retrouve (1) et applique aussi sa méthode pour
prouver lirrationalité de ((2) et de log(1l — z), pour certains rationnels z. Récemment,
(~1)"
(2n+1)2
ont été construites dans [17] au moyen de séries hypergéométriques. Dans le cas le plus
simple, 'équivalent du dénominateur d> pour ((3) est 2'*d3 et conjecturalement 24"d3,
(cf. [17], p. 16). Cette conjecture est presque prouvée par Zudilin dans [23] : il montre
en effet que 'on peut prendre 24" d2 = ce qui suffit pour les applications mais reste

malheureusement trop gros pour en déduire l'irrationalité de G.

oo
diverses suites d’approximations rationnelles de la constante de Catalan G = Z
n=0

La notation [-/-] est & distinguer de | - |, qui désigne la partie entiere.
1
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1.2. Les résultats. En nous basant sur certaines formules explicites données par Carlitz
[7] et Wilson [21], nous appliquons dans cet article la méthode de Prévost en produisant
simultanément des familles d’approximations rationnelles de 72 et G :

Théoreme 1. Soit r > 0 un rationnel et n > 1 un entier tels que rn soit entier. On pose
p =max(l,r).

i) Il existe deuz suites de rationnels (un(r))nso0 €t (Vn(1))nso telles que 24", (r) et
24d5 v, () soient entiers et
1
(2rn)2 u,(r)
i) Il eziste deuz suites de rationnels (U (r))n>0 et (Va(r))nzo telles que Uy (r) et d2, Vi (r)
sotent entiers et

(2) [un(r)G — vn(r)] <

2 1
U"(T)E —Valr)] < (2rn+1)2U,(r)
iii) On a
ngrfoo |un (1) [V = ngffoo U, (r) [V = (1— i?;)?ﬁr_));(r))r > 1

ot o(r) = 31t + 4r2 — 2r2. Ces limites sont des fonctions croissantes de r > 1.

Ce théoreme sera démontré au §4, ou l'on explicitera les diverses suites impliquées; par
exemple pour tout rationnel r tel que rn soit entier, on a

n 1 C 1
n\/frm—s\[/rm+j—;
w0 \J J J
On construit ainsi des suites d’approximations de G et 72 qui convergent géométrique-
ment aussi rapidement que voulu, mais au prix d’un accroissement des dénominateurs.

Malheureusement, aucune valeur de r ne semble prouver l'irrationalité de G. En revanche,
le choix r = 1 fournit I’approximation diophantienne de 72 donnée par Apéry, puisque dans

ce cas,
"\ (n+ J
050 (0)
J=0 J "
Des calculs numériques suggerent que la meilleure mesure d’irrationalité de 72 que 1'on
puisse obtenir en faisant varier le parametre rationnel r dans |0, +oo[ est celle, bien connue,
atteinte en r = 1 (voir [20]).

Pour démontrer le Théoreme 1, nous construirons dans un premier temps des approxi-
mants de Padé d’une certaine fonction ® et dont le développement de Taylor a ’origine ne
converge qu’en 0. Cette construction constitue la Proposition 2 au §3. Elle fait appel a
certains endroits au calcul symbolique (voir [18]).

Nous reviendrons au §5 sur le cas = 1 du Théoreme 1 en faisant le lien avec la méthode
hypergéométrique, développée dans [4, 12, 15, 17|, entre autres. Dans le cas de G, ce lien
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nous permet de prouver complétement la conjecture des dénominateurs de [17], rappelée
au §1.1, en éliminant le o(n) en trop dans le résultat de Zudilin (Théoréme 2 au §5.1).

1.3. Notations. Les fonctions hypergéométriques sont définies par le développement en
série :

Qo ..., Qp o = (a1)k(a2)k"'(04p)k k
Eal g g L B, Z} _§ OB B

Ici, p et ¢ sont des entiers positifs, z, a; et 3; sont des nombres complexes tels que |z| <1,
B & Z<o, et (), = x(x+1)---(z +n — 1) est le symbole de Pochhammer. Pour plus
de détails, on se reportera a [3] ou [19]. Nous ferons un usage important de 1’algorithme
Ekhad développé par Zeilberger : cet algorithme calcule les récurrences vérifiées par des
suites de type hypergéométrique et est programmé sous de nombreux systemes de calcul
formel (voir le lien vers ces programmes dans [9])

Pour construire des approximations de 72 et G, nous utilisons les deux fonctions suivantes

avec s = 2 :
@ -0 =X G @ =Y g

k=1

L’équivalent de la fonction R citée en introduction sera ici

lc 2

(3) Z 2k+12—|—1)

k=0

Cette série définit une fonction méromorphe sur C \ {0, —1,—1/3,—1/5,...} et pour tout
entier n > 0, on a

2 1 "L (—1)k . 1
- Y%= 2 o DY <2n+ 1)

k=1

et

n—1 _1\k
(4) G=p2)=> (z(k:Tl)l)? + (=1)" (%) .

Selon la parité de l'entier m, ¥(1/m) est donc le reste de la série produisant —72/12 ou
G. Nous allons déterminer certains approximants de Padé d’une fonction ®, définie en (6)
et liée a ¥ (Proposition 1 ci-dessous), et en déduire des approximations rationnelles de ces
deux nombres.
Nous aurons besoin de la suite (E,),>o des nombre d’Euler, définis par la série génératrice
paire (donc Eoggyq =0) :
o0

Z .:€2Z—|—1

k=
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Ces nombres se représentent? pour tout entier & > 0 par :

+o00 k +i00 k
Ej, = i*2* / v du = —1 / (2u) du.
cosh(mu) J  cos(mu)

En intégrant par parties, on en déduit que pour tout entier k > 0,

+i00

(5) (h+1)By = i /(2u)

—100

L, um sin(mu) d
————=du.

cos?(mu)

Définissons maintenant, pour tout z ¢ iR, la fonction

+i00

22 1 sin(mu)
6 D(z) =1— . du.
(6) (2) =i 2 / 1— 20 " cos?(mu) "

—100

La droite iR est une coupure pour la fonction ® qui est donc holomorphe sur deux demi-
plans ouverts disjoints. La proposition suivante établit le lien annoncé entre ® et .

Proposition 1. Pour tout z compleze tel que Re(z) > 0, on a ®(z) = ¥(2).

Remarque. L’expression (6) montre que ®(—z) = ®(z) pour tout z ¢ iR. Compte-tenu
des singularités de W, on n’a donc pas ®(z) = ¥(z) dans le demi-plan Re(z) < 0.

Démonstration. Soit Ry le contour rectangulaire, orienté dans le sens direct, de sommets
+iT, =T +iT, T > 0 entier. Fixons z tel que Re(z) > 0, de sorte que les seules singularités

Th T
en —1/2,-3/2,...,—T + 1/2. Le théoreme des résidus (et leur calcul) montre que

1 T-1 )

T-1
1
— [ F(zu)du= Res, , 1(F(z,u)) = —=
ir J,, Few)du Z ey (F(2 wkz_% 2k+lz—|—1)

en u de la fonction F(z,u) =

a l'intérieur de Ry sont des poles doubles

En suivant la démarche de [16], p.8, on montre que

, 1
TEI—‘,I-IOO % - F(z,u)du = P F(z,u)du,

et la proposition en découle.

2Cette identité est incorrectement écrite sans le facteur 2F dans [7], p. 12, (7.6).
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1.4. Rappels sur approximation de Padé. Nous reprenons ici essentiellement 1'ex-
position de [13], dans un cas particulier. Soit F'(z) = >~ ¢;27 une série formelle de C[[2]].
L’approximant de Padé [m/n]r = [m/n] de F(2) est une fraction rationnelle B(2)/An(2)
otl A, et B, sont des polynémes de degré n, resp. m tels que An(2)F(z) — Bm(z) =
O(z™™ 1) Tl n’y a pas forcément unicité des polynomes A, et B,, mais la fraction B,, / A,
est unique. Nous décrivons maintenant une facon de construire des approximants de Padé
[n — 1/n], via les polynomes orthogonaux formels associés a c¢. On se référera a [8] a ce
sujet. A la suite des coefficients (c;);>0, on associe la fonctionnelle linéaire ¢ : C[[t]] — C
telle que ¢(t/) = ¢;. Pour P € C[[t]], on notera souvent P(c) pour {(c, P), quand il n’y aura
pas de confusion possible.
En posant A,(z) = 2"A,(1/z), le dénominateur A, vérifie la relation d’orthogonalité

(7) (c,t'A,(t)) =0 pour tout j=0,1,...,n—1.
1
En remarquant que F'(1/2) = z ¢ <t—>’ on vérifie que le numérateur est donné par
z

) An(2) = An(t)> 7

z—1

Boi(2) = c (

ol By_1(2) = 2" 'B,_1(1/2). Cette formule est fréquemment utilisée dans les applications
diophantiennes des approximants de Padé (voir par exemple [2]). On montre que 1'on a
I'estimation suivante du terme d’erreur :

F(z)—[n—1/n](z) = AQ(ll/z) c (fi(tz)t) :

On peut avoir des expressions moins formelles dans le cas ou les ¢; sont les moments d'une
mesure, c’est-a-dire admettent une représentation intégrale de la forme ¢; = [ I tho(t)dt
avec v intégrable, de signe constant sur une droite L de C, par exemple. La relation d’ortho-
gonalité (7) prend la forme plus habituelle [, #/ A, (t) v(t)dt = 0 pour tout j = 0,1,...,n—1,
et toutes les racines des polynomes A, sont situées sur L. Le reste de I'approximant devient
pour sa part

F) == 1nl() = g7 [ 725 oo

Enfin, remarquons que si ¢y = ¢; = 0, alors [m/n]p = 2%[m — 2/n]p.2.

2. APPROXIMANTS DE PADE DE ®

L’intégrale (6) est en fait bien définie en z = 0, et on peut méme dériver indéfiniment
sous le signe [ en considérant ® comme fonction de la variable réelle z. Compte-tenu de
(5), on peut ainsi calculer le développement de Taylor de ® :

Zk+1 k+2,

k
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qui ne converge que pour z = (. En utilisant une suite de polynémes orthogonaux introduits
par Wilson [21], nous allons maintenant déterminer 1'approximant de Padé [2n + 1/2n](z)
de ®(z). Soit E la fonctionnelle définie pour tout entier k& > 0 par (E,t*) = (k + 1)E}.
Comme

sin(mu) 5 T(u+ 3)°

cos?(mu)  ~ |D(2u)]2
on peut réécrire (6) sous la forme

+ioo

1 I (u 4+ 1)[8 2 1
@ — 9 2 . 2 d = — E .
(2) =iz / 1—2zu  |T'(2u)[? YT "1—zu

—100

Pour tout polynome P, on a également

+i00o 16 Tico . s
P@D=2Q/P@@-%%%ﬁ?du:@/fwol%ﬁ%%LmL

Introduisons la suite des polynomes de degré 2n :

_ —241 241 " /n z—1 izl
= | T T a =X ()(3)077)

j=0
Clairement, P, est un polynome pair et le coefficient de z*" est pay, 9, = T Définissons
nl<4n
également la suite des polynomes de degré 2n — 1 :
n J z—1 - z—1 k—1
z n 240\ (5 -k (-]
6= (X ()N S
YN E N TRk ()
Posons Qg (2) = 22" 1Qan(1/2) et Pop(2) = 22" Py (1/2).
oy . . 2’2@2”(2) ) . ,
Proposition 2. La fraction rationnelle B () est approzimant de Padé [2n + 1/2n)]
o\ %
de ®(z). De plus pour tout z ¢ iR,
2Qon(2) |2
(8) ’(I)(Z) o = — P, (1 27
2Py, (2) |~ 20(2)| Pan(1/2)]

ot p(z) = min{|1 — 2zul,u € iR} > 0.
Remarque. La majoration (8) reste vraie en z = 0 en prolongeant par continuité, puisque
®(0) = 0.

La démonstration nécessite deux lemmes.

Lemme 1. i) Les polynomes m,(z) = Pa,(2) vérifient la récurrence

(9) 4(n + 1m0 (2) = (22 + 8n* + 8n + 3)m,(2) — 4n’m,_1(2).



ii) Pour tous entiers k,n tels que 0 < k < 2n, on a les relations d’orthogonalité
+i00
. (5 +3)° K
(10) i / uF Py, (u) - ——2—2"du = E*P,,(E) = 0.
T (w)[?

i) Pout tout entier n >0, P3 (E) = 1.

—100

iv) Pour tout entier n > 0, les racines du polynome Py, sont sur iR.

Démonstration. i) 11 suffit d’appliquer Ialgorithme de Zeilberger.

i) La relation d’orthogonalité (10) est un cas particulier d'une construction tres générale
due a Wilson [21], auquel nous renvoyons pour plus de détails.

2n—2

iii) En multipliant la relation de récurrence (9) par z**~2, on déduit de la relation

d’orthogonalité (10) que
E* Py, (E) = 4n*E*" 2Py, (E) = --- = 4"n*Py(E) = 4"n!%.

Comme P (E) = panon E*" Py, (E) avec popon = I'assertion en découle.

1
n|24n )

iv) C’est une conséquence de la théorie générale des polyndémes orthogonaux, comme
rappelée au §2.3.

Définissons maintenant des polynomes de degré 2n — 1 par
P, (2) — Pop(t
an(z):<E, on (2) 2()>.

z—t
La fraction o, (2)/Pan(2) est donc I'approximant de Padé [2n — 1/2n] de 2®(z2)/2?, avec
Gon(2) = 22" L qon(1/2) et Pan(2) = 22" Pay(1/2).

Lemme 2. Pour tout entier n >0, on a ga,(2) = Qan(2).

Démonstration. Posons

o= (B, s=(2) (5,

w)-3 () <E’ )

=0
et la formule (55) de [13] donne ici

)

On a

Noj(z) — Noj(t) ZNzg z) Np_i(t)
z—1 Ni(2) L%J ’
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Pour aller plus avant, on a besoin des deux identités suivantes, que nous démontrerons un
peu plus loin : pour tout entier k£ > 0,
o — 1

(11) Nop—o(E) = (=11 et Ny_1(E) = (=1)* k?

Apres quelques manipulations simples, on en déduit que

4n(2) = %Z (Z) > () (zv%ll(z) ) kljv;k(éa) |

j=1 k=1

Comme Noi,_1(2) = —= 1+kN2k( z), on a donc

wt = 535 ()8 g (-

- ()RS
- 202 GG e

j=1 k=1 k

Démonstration de (11). Partons de l'identité combinatoire générale ([14], p. 44, (1b)) liant
deux suites A = (a,)n>0 et B = (by)n>0 :

(12) Vn >0, an:zn: (77)@ = VYn>0, bn:i (7)(—1)”‘?'@]-.

=0 \J =0 \J

On peut démontrer (12) formellement en remarquant qu’en terme de séries génératrices,

on a
(I 1 1 1
-4z 1-(1+B32z — 1-Bu 1+(0-Au
via le changement de variable u = z/(1 — z). (Prévost m’a fait remarquer que cela revient
aussi formellement a noter que A =1 + B <= B = A — [ avec [ défini par (/,t") = 1.)
k
Comme pour tout entier k > 0, on a Po(z Z ( )N2J , on déduit de (12) que pour

Jj=

tout entier £ > 0,

Now(z i( ) )T Py (2).

=0
Par linéarité de E et orthogonalité de Ps,, on a donc

No(E) =3 (’“) (—1) I Py(E) = (~1)FBy(B) = (-1

=0 M



z—1

De plus, Noyi1(2) = %Ngk(z), d’ot, toujours par linéarité et orthogonalité,

(—D)F U k41

Nopi1(E) = =+~ EPy(E) + (-1 —2Py(E) = (1) —2

2k+1(E) 20k + 1) o(E) + (—1) o o(E) = (-1) P

en notant que EFRy(F) = (E, z) = 2E; = 0.
, ] ., y . 22Q2n<z) JEEN , ’ .
Démonstration de la Proposition 2. L’assertion sur 216—() est déja démontrée puisque
an\<

¢2n(2) = Q2,(2). Pour démontrer (8), on utilise le fait que, étant orthogonaux sur iR, les
polynomes P, ont tous leurs zéros sur iR. Donc P2 (u) est de signe constant sur iR, et
pour tout z € iR, on a

+ioc0

+i0c0o
9 P (2u) [P(u+ 3)° 1 Pu+3)® | PR (E)] 1
g ’ 2 du TN P2n : 2 du| = = .
o 1=2zu D(2u) ) ) IT'(2u)| 1(z) (z)
Donc
22Qan(2) ElS

du| <

“+100
i22 / P} (2u) |D(u+g 6
P22n(1/z) 1—22u IT'(2u)|?

—1300

2u(2)| Pon (1/2)1*

3. APPROXIMATIONS RATIONNELLES DE (G ET 72 : PREUVE DU THEOREME 1

On peut maintenant déduire de la Proposition 2 les approximations envisagées. La
démonstration du Théoreme 1 utilise le lemme suivant.

Lemme 3. i) Pour tout réel r > 0,

im rn 4+ )|V = (r+ or))
dim [Py (2rn + v)| 1 — o)) —o(r)

avecv =0 ou 1.

ii) Si on suppose de plus que r est un rationnel tel que rn soit entier, alors les nombres

. 4nd§ d2
Py (2rn + 1), 247 Py, (2 n 0, (2rn) el
on (21 + 1) on(2rM), - Qg(Tn>62n+

1Q2n(2rn + 1) sont entiers.

Démonstration du Lemme 3. i) En appliquant la formule de Stirling a

n v=1\ /5 v=1
Pn(Q’T"I’L + y) — Z <n) (Tn + D) ) (.7 + 7°n‘+ 2 )’
—=\J J J
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on montre que

+ t)’r+t

lim [Py, (2 U = r

L | Pon(2rn + ) R (1 — )t (r — t)rt
(r+o(r)"

(1 =o(r)(r—o(r))"

ol o(r) = 33/r* +4r2 — 1r? est racine de I'équation ¢* — (r? — 2)(1 —t) = 0.

it) Pour tous entiers 1 < i < n, il est facile de voir que i(7) divise d,, (cf. [13]) et 2% (k?%)
est entier pour tous entiers j, k. Les assertions en découlent, compte-tenu des expressions
explicites de Py, (2) et Qa,(2).

Démonstration du Théoréme 1. i) L’équation (4) et la Proposition 1 en z = 1/(2rn) > 0
nous donnent

G = %%H_W ( > _ 2k:+1 _1)%)(#)

k=1 k=1

M

-l (—1)* m 1 Qan(2rn) .
;m+(—l) %W‘f‘(_l) E,(2rn),

en notant F,(2rn) le membre de gauche de (8) évalué en z = 1/(2rn). Donc

(=1)™ Py, (2rn) E,(2rn) = Py, (2rn)G — Py, (2rn) z_: (2(]{;_71)1)2 — (—1)7’"%@2”(27%).
k=1

rn—1
-1 k —1)™m
On pose alors u,(r) = Psp(2rn) et v,(r) = Py, (2rn) ; (2(k +)1)2 + ( 47"32 Q2n,(2rn), qui ont
le bon dénominateur par le Lemme 3, 7). On applique ensuite la majoration (8) et Lemme

3, 1) avec v = 0 pour obtenir (2).

ii) On omet les détails puisque c’est la méme démarche avec z = 1/(2rn+ 1) : on a
Un(r) = Py, (2rn + 1), etc.

Remarque. Rien n’oblige a choisir z de la forme an + b avec a et b constants dans la
Proposition 2 : on peut aussi choisir une autre fonction z = g(n) € 2N pour obtenir
une convergence encore plus rapide vers G. Les dénominateurs des approximations ont
évidemment un comportement différent et, de nouveau, aucun choix ne semble contrer leur
influence.
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4. LIEN AVEC LA « METHODE HYPERGEOMETRIQUE »

4.1. Preuve de la conjecture de dénominateurs de [17]. On peut obtenir les approxi-
mations de 72 pour r» = 1 de trés nombreuses facons, en particulier au moyen de séries de
type hypergéométrique :

(13) )"n! Z Un(1)¢(2) — 2V, (1).

n+1
De telles séries ont été a la base des récents progres concernant l'irrationalité des valeurs
des fonctions zéta et beta. En particulier, des approximations rationnelles® de G ont été
construites dans [17], au moyen de la série hypergéométrique

. > ok n—1\ (k- )(k‘—l—n)n:a B
(14) S, = !;( 1) (k+ 5 ) (1) .G — by,

avec a, et b, des rationnels vérifiant 2*"dy,a, € Z et 2"d3 b, € Z. Les suites (a,)n>0,
(bp)n>0 €t (Sn)n>o vérifient toutes les trois la récurrence

(15) 4(2n + 1)*(n + 1)2(20n* — 8n + 1)y,
= (3520n° 4 5632n° 4 2064n" — 384n® — 1560 + 161 + 7)y,
+4(2n — 1)*n*(20n° + 32n + 13)y, 1,

avec ag = 4, a; = 7, bg = 0 et by = 13/2 (voir [22] pour plus de détails). Le calcul d'un
grand nombre de valeurs de a, et b, a l'aide de (15) a suggéré I'amélioration suivante :
2ira, € Z et 2'd2, b, € 7. Cette conjecture a été presque prouvée (avec 247"+ 3 la place
de 2%") dans [23] et nous la prouvons completement ici. Nous aurons besoin de I'identité
suivante, démontrée dans |

(16) / / A Gt ) SO k) LS

1 _ uv)n—i—l

Par commodité, notons

Ro(2) = AP (2)2(1/2) = 2Qun()

le reste de 'approximant de Padé de ®(z) obtenu a la Proposition 2 : R,, est holomorphe
dans C \ ‘R. En prenant z = 2n entier positif, le Théoreme 1 (avec r = 1) fournit deux
suites de rationnels u,, = 4P»,(2n) et v, pour n > 0, telles que R,(2n) = u,,G — v,,. On
a 2*"u,, € Z et comme®

S~ (=)

VvV, = 4P2n(2n) W

(1) @ (20),

B
I

0

3conduisant & des fractions continues de G comme celles d’Apéry pour ¢(2) et ¢(3)
4L’expression de v, est aussi valable pour n = 0 puisque le polynéme Q2,(z) s’annule en z = 0.
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le dénominateur de v,, est, comme on 'a vu, 2*"d3 . La conjecture des dénominateurs de
[17] résulte donc du théoreme suivant, dont la démonstration est assez indirecte et nécessite
I'utilisation de deux identités hypergéométriques.

Théoreme 2. Pour tout entier n > 0, on a a,, = u, et b, =v,.

Démonstration. Rappelons que

w00

expression dont on déduit que up =4 = ag, u; = 7 = a; et que la suite (u,),>o vérifie la
récurrence (15) d’ordre 2 (de nouveau par application de I’algorithme de Zeilberger). Pour
tout n > 0, on a donc bien u,, = a,,. Nous montrons l'identité b,, = v,, de fagon indirecte :
la proposition suivante et 'identité (16) prouvent que S,, = R, (2n) pour tout entier n > 0,
ce qui suffit.

Proposition 3. Pour tout z tel que Re( z) > 0 et tout entier n >0, on a

1

(18) / / 1_%)&; D udv.

Démonstration. Montrons tout d’abord que R, (z) satisfait la méme récurrence linéaire (9)
que les polynémes m,(2) = Pon(2) :

A4n+1)2°Roy1(2) = (22 + 8n% + 8n + 3) R (2) — 4n° R, (2).

En effet, on a

+i00
i [ Pnlu) [T(5+3)°
R,(2) = - : du,
() z / u—z 1T (w)|? "

d’ou pour tout entier n > 1,
4n+ 1Ry (2) — (22 + 8n% + 8n + 3) R, (2) + 4n° R, 1 (2)
=4(n+1)m,11(2) — (2% + 80 + 8n + 3)m,(2) + 4n’m,_1(2)

+i00

+é /(u—i—z)Pzn(u)-

—100

TG+

du.
T (w)[?

On conclut en remarquant que l'intégrale est nulle par orthogonalité (car n > 1). Définissons
maintenant la fonction hypergéométrique, convergente pour Re(z) > —1 (¢f. [19], p. 45 pour
le critere de convergence d'une telle série) :

n+1, n+1, =
2 z+1 z+1 ;1
<z+1) = +n+1, Z=+n+1
2 /n+1
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Pour tout z tel que Re(z) > —1, on a également

T (1—u)"o"(1 — o)z
/ / i —uv)"“ dudv.

On doit donc montrer que R, (z) = 34,(z), pour tout entier n > 0 et tout complexe z
tel que Re(z) > 0. Une nouvelle utilisation de ’algorithme de Zeilberger prouve que A,,(2)
satisfait elle aussi la récurrence

A4n+1)24,11(2) = (22 +8n® +8n + 3)A,(2) — 4n*A, _1(2).

Les trois suites (Pan(2))n>0, (Rn(2))n>0 €t (An(2))n>0 vérifiant toutes les trois la méme
récurrence linéaire, il existe des fonctions ¢ (z) et ¢a(z) indépendantes de n tels que R, (2) =
c1(2)An(2) + c2(2) Pan(2) lorsque Re(z) > 0. Quand n tend vers Uinfini, Py, (z) tend vers
+o00 alors que R, (z) et A,(z) tendent vers 0 : on a donc cy(z) = 0. Il nous reste a prouver
que ¢1(z) = 1/2. En faisant n = 0, on a Ry(z) = 4®(1/z) = 4¥(1/z) (puisque Re(z) > 0)
et il suffit donc de prouver que 4¥(1/z) = 1 A4y(z) pour® Re(z) > 0. Pour cela, remarquons
que

4 17 %17 zJer
\Ij(l/Z): (Z+1)23F2 z+1+1 z+1_|_1 7_1
2 ’ 2
et que
4

Ao(Z) =

1 1 z+1
F 9 I 2 . 1 .
On conclut donc en appliquant I'identité suivante avec o = (z + 1)/2.
Proposition 4. Pour tout nombre complexe o pour lequel les deux membres ont un sens,
c’est-a-dire tel que Re(a) > 0, on a
1, o« a 1 1, 1, a
(19> 3F2|: a—l—l, Oé+1 7_1:|_23F2|: O[+17 a+1 71:|

Démonstration. On utilise deux identités, respectivement dues a Whipple et Thomae, que
'on trouve dans [3], page 33, (3) et page 14, (1). On applique tout d’abord

a, b, c
3F2[ k—b, K—c’ 1}

I'(k —b)I(k—c) b, ¢ i(k—a), Y14+Kk—0a)

= 4F; 2V 2y ;
T'(k)D(k—b—c) K — a, 5K, 5(14+ k)

aveca=1,b=c=aet Kk =2a+ 1. La 4F3 devient alors une 3F; a laquelle on applique

ensuite

F a, b7 c 1] = F(e)r(f)r(8> F €—a, f —-a S -1
e e, f | T(@I(s+bl(s+c) 7 s+b, s+c’
ou s=e+f—a—-b—ec,
aveca =b=c=a,e=a+1, f=2a Lidentité¢ 3F[—1] = 1 3F5[1] qui en résulte est

exactement (19).

SCette égalité est en fait valable pour z tel que Re(z) > —1, comme le montre la Proposition 4.
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4.2. Quelques remarques pour conclure. e L’expression intégrale (18) de R, (z) peut
se développer en série :

Ro(z) =% (k+ 1n(n+k)!

o (B 55) 0 (3 )

Lorsque z = 2n + 1, on vérifie par de simples transformations qu'’il s’agit au facteur 1/2
pres de la série (13). L’intégrale pour R, (2n + 1) correspond alors a l'intégrale utilisée par
Beukers [5] pour prouver l'irrationalité de ((2).

e Il existe beaucoup d’autres séries hypergéométriques donnant des formes linéaires en 1

et GG, par exemple
(2n)! & L d (b —n)?
() () = anG - B,
12 k=1 dk (k_%)2n+1

2 om\ [n +45—1 2
avec o, = 42 <j ) < - 2) € 277 et B3, € 27%d, 7. Ces suites vérifient une
récurrence linéaire d’ordre 3 et ne semblent pas liées aux approximations précédemment
construites.

e La série (14) donne une expression totalement différente des a,, qui, jointe & I'expression
(17) des u,, prouve I'identité combinatoire

SO0 oS (O HETHE)

e La forme linéaire S,, = R,,(2n) = u,,G—v,, peut étre obtenue par un autre type d’approxi-
mation de Padé, plus générale que I'approximation usuelle considérée au §2. Introduisons
les fonctions Ay(z) =Y oo, ¥/ (k; — %)s ; on désire déterminer des polynomes A,,, B, C,,
D,, et E,, de degré au plus n tels que A,(—1) =0 et

An(Z)A3(1/2)+Bn(Z)Az(1/2)+C ()M (1 /Z)+D () =0("")
An(2)As3(2) = Ba(2)Ma(2) + Cu(2 ) 1(2) + En(2) = O(z*")
An(2)310g(2) = Ba(2)log(2) + Cu(2) = O((1 — 2)"*).

En reprenant les méthodes de [11], on montre que la solution de ce probléme est unique a
une constante muliplicative pres et qu’alors B,(—1) = a,, et D,(—1) = b,,.

e Enfin, les suites (u,,),>0 et (Vy)n>0 semblent étre pour G les analogues des suites d’Apéry
pour ((2) et ¢(3), puisqu’elles apparaissent naturellement de deux facons tres différentes.
Il serait donc intéressant de les faire aussi apparaitre par I'intermédiaire de formes modu-
laires, comme !’a fait Beukers [6] pour les suites d’Apéry.

Je remercie chaleureusement Marc Prévost et Christian Krattenthaler pour I'intérét qu’ils
ont manifesté pour ce travail, que leurs commentaires ont permis d’améliorer.
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