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1. INTRODUCTION

Le but de cet article est de présenter des suites récurrentes linéaires a coefficients poly-
nomiaux dont certaines solutions produisent des approximations polynomiales en « et x
qui convergent rapidement vers I'(1 4+ «) /x®, ceci pour n’importe quel nombre complexe «
tel que Re(a) > —1 et n’importe quel réel = > 0. En spécialisant en z = 1 et a = a/b ra-
tionnel, on obtient des suites d’approximations rationnelles du nombre I'(a/b) qui semblent

nouvelles. A la fin de I'introduction, on explique plus en détail la place de ces résultats
dans la littérature.

Pour tout réel x > 0 et tout nombre complexe «, considérons les suites (U, ),>o qui
satisfont a la récurrence linéaire d’ordre 3

C3(”? Q, Z')Un+3 + CQ(na Q, x)Un+2 + Ol(na «, aj)UTH—l + CO(”? a, $)Un = 07 (1)

ot les coefficients C;(n, o, ), j =0, 1,2, 3, sont des polynémes en n, o, z, de degré 16 en n
et dont les expressions explicites sont les suivantes :
C3(n,o,z) = —(n + 3)°(n + 4)%(8n? + 4an — 3zn + 38n — 62 — ax + 10a + 44)
(n + 2)(8n? + 22n + 4an — 3zn + 6o — 3z — ax + 14)?
(8n? + 38n 4 4an — 3zn + 10« — 61 — ax + 44),

Co(n,a,x) =
(24n° + 7ent + 28ant + 3300t — 62203 4 91an® + 179413 + 310an® + Taxn® 4 70xan? + 13za’n?
— 5z%an® — 4a’n® + 4824n* — 6a’n® — 452°n* + 418zn? + 1272an” + 576z — 252z°an + 218azn
+ 79za’n — 26030 + 5a’zn — 4a*a’n + 816zn + 2296an + 6420n — 1112°n — 30a°n + 3384
+ 1540 + 576z + 2160z — o®z* + 160°z — 102%a® — 312%a + 116za* — 400> — 9022 — 3602)
(n + 3)*(n + 2)(—8n%ax — 4dan — 38n + 3znbz — 44 — 10a)
(—8n? — 22n — 4an + 3zn — 14 — 6a + 3z + ax)?,
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Ci(n,a,z) =
— (24n* — 57203 + 20an® + 186n° — 38zan? + 518n% + 4a’n? + 262°n? — 315202 + 120an?
+ 132%an — 148axn — 5xa’n — 543zn + 232amn + 610n + 85z°n + 14a’n — 32°n
+ 254 + 144a — 2852 — 138ax — 22 + 2%a? + 2422 a — 9za? + 592% 4 1002 — 32°)
(n + 3)%(8n% + 22n + 4an — 3zn + 14 + 6o — 3z — ax)
(8n? + dan + 54n — 3zn — ax + 14a — 9z + 90)(n — a + 2)(n + 2 + a)?
(8n? — 3zn + 38axn + 4an + 10a — 6z + 44)(n + 2)
et
Co(n,o,z) = (n — a+ 1)(n + 14 a)*(8n% — 3zn + 4an + 38nazx + 10a — 6z + 44)?
(n +3)%(8n® + 22n + 4na — 3zn + 14 4 6a — 3z — ax)(n —a +2)(n + 2 + a)?
(8n? — 3zn + 54n + dan + 14a — azx + 90 — 9z).

On s’intéressera plus particulierement aux deux solutions (P, (z, &)),>0 €t (Qn(z, @))n>0
dont les valeurs initiales sont

1
Pya,z) =z —a—-2, P(a,x)= 1((1—04)3:2—1—(2a2+6a—4)m—a3—6a2—9a—4)

1
Py(a,x) = 36 ((a2 —3a+ 2)2 — (30 + 9a% — 30)2?

+ (3a* 4 2402 4 3302 — 60a — 108)x — a® — 12a* — 490 — 90a? — 760 — 24)

Qo(o,z)=2—-2, Qi(a,z)= i((a +1)%2? — (6% + 100 + 4)x + 40° — 4)

1
Q2(a, x) = = ((a4 + 603 + 1302 + 12a + 4)2® — (12a* + 600> + 9602 + 48a)z>

+ (30a* + 8403 — 6602 — 336 — 216)z — 12a* + 60a? — 48)

Le résultat principal de D'article est le suivant.
Théoreme 1. (i) P,(«a, ) et Q,(«, x) sont des polynomes de Q[a, x]. Lorsque o = u/v € Q
etx=a/beQ, ona
n?(n 4+ D)2 P (1, a) € Z,  nl*(n 4 )22 Q, (2, 0) € Z.

(i1) Pour tout réel x > 0 et tout complexe a tel que Re(o) > —1, il existe deux constantes
s(a,x) # 0 et q(a,z) # 0 telles que l'on ait

s(a, x)

‘QH(OJ,Q?)F(OJ + 1) - Pn(Oé, x)xa‘ < n2—2Re(a)/3

exp (—3/2- 23n3 4 1/2. x2/3n1/3)
et

q(a, @
Qn(a,x) ~ n22a/)i’> exp (3:131/3n2/3 _ x2/3n1/3).




Remarques. Si o =0, on a P,(a,z) = Qn(a, ) et le point (i7) est sans intérét.

Les estimations des dénominateurs données en (i) ne sont probablement pas les meilleures
possibles mais il semble que le dénominateur commun doit croitre au moins comme une
puissance de n!. En conséquence, on ne peut probablement pas démontrer 'irrationalité
de I'(a/b) (quand a/b ¢ 7Z) a l'aide de ces approximations. (Pour cela, il faudrait aussi
montrer que les formes linéaires ne sont pas nulles.) Il est toutefois notable que celles-ci
convergent assez vite (ici z = 1) :

() .

Dans le corollaire suivant, on explicite lescas z =1, a =1/2 etz =1, a =1/3.

_ 3?3 (1o(1))

<

=750 qn
3/2
qn/

Corollaire 1. (i) Définissons les suites de rationnels (pp)n>o0 €t (¢n)n>0 comme les solutions
de la récurrence

64(8n + 17)(n + 4)*(8n + 9)(n + 3)*(n + 2)U,13
—16(8n + 9)(n + 2)(24n* + 123n + 155)(2n + 7)*(n + 3)*U,, 12
+4(2n 4+ 7)(n + 2)(8n + 25)(48n° + 158n* + 147n + 32)(2n + 5)°U, 4

— (8n+25)(8n + 17)(2n + 1)(2n + 7)(2n + 5)*(2n + 3)*U,, = 0

_ 3 __ 81 __ 2185 _ __ 45 __ 825
QVEC Po = 5, P1 = 35, P2 = 3g4» 90 = 1) a1 = 15, 92 = 133- Alors

lim ]ﬁ:r(g’) _ VT

2

5

n—+00 g,

(17) Définissons les suites de rationnels (pn)n>o0 €t (Gn)n>0 comme les solutions de la
récurrence

729(n + 2)(n + 3)*(24n? + 61n + 38)(n + 4)*(24n* + 109n + 123)U,,,3
—81(3n+10)(n+2)(24n*+61n+38) (216n* +2397n+9872n* +17883n+12020) (n+3)*U,., »
+9(3n+5)(n+2)(24n* +157Tn+256) (216n* +1221n° +2311n* +1641n+314) (3n+7)°U,,

— (3n+2)(3n + 4)%(24n* + 1090 + 123)(3n + 5)(3n + 7)%(24n* + 157n + 256)U,, = 0

_ 4 _ 119 _ 21227 _ _ 22 __ 3976
avecpo =3, P1= 51, P2 =G =1, 1 =%, @2 = =55 Alors
. P 4
lim == =T(=).
n—+00 (p, 3

Il existe de nombreux algorithmes pour calculer des approximations rationnelles des
nombres I' () mais ils ne sont pas forcément adaptés a approximation diophantienne ().

1. Les seuls résultats connus sont la transcendance de I'(1/2) = /m, I'(1/3) et I'(1/4). Les deux der-
niers sont dus a Chudnovski et sont maintenant contenu dans le théoréeme de Nesterenko affirmant que

les nombres m,e™,I'(1/3), respectivement W,e”\/g,I‘(l /4), sont algébriquement indépendants sur Q. Les
méthodes n’utilisent ces nombres que de maniere indirecte.
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Depuis la preuve d’Apéry de l'irrationalité de ((3), il est apparu que les approximations
rationnelles d'un nombre donné issues d'une récurrence linéaire d’ordre fini a coefficients
polynomiaux sont souvent de bons candidats pour prouver l'irrationalité de ce nombre,
méme si I'on ne sait pas le faire pour ((5), la constante de Catalan G ou la constante
d’Euler ~, par exemple.

Récemment, l'auteur a présenté dans [10] une méthode permettant de construire des
approximations rationnelles “récurrentes” u, /v, de n’importe lequel des nombres I'(a/b)"
ayant le méme type de propriétés asymptotiques et arithmétiques (i.e., comportement
géométrique) que les approximations d’Apéry pour ((3), méme si elles sont insuffisantes
pour prouver l'irrationalité de I'(a/b)?. Ces approximations semblent d’une nature différente
de celles présentées ici pour I'(a/b) : les séries génératices ). u,z" et D v,2" sont
des G-fonctions, ce qui n’est probablement (?) pas le cas des séries Y. Qn(a,z)2" et
>, Pu(a,)z". L'exposant b est important : les nombres I'(a/b)" sont des périodes au
sens géométrique du terme tandis que les nombres I'(a/b) n’en sont conjecturalement pas
lorsque a/b n’est pas entier (voir [1, 6]). De ce point de vue, les résultats de ce papier
sont naturellement liés a ceux d’Aptekarev [3] concernant «y et de [9] concernant «y + log(x)
(x > 0 rationnel), ces nombres n’étant conjecturalement pas des périodes non plus. On
renvoie le lecteur a I'introduction de [10] pour une discussion plus détaillée, ainsi que pour
une bibliographie étendue. La question de 'existence d’approximations “récurrentes” de
I'(a/b) telles que P,(a/b,1)/Q,(a/b,1) était d’ailleurs posée dans [10].

Obtenir un bon contréle du dénominateur de formes linéaires d’approximation dun
nombre donné est un probleme important. Il peut arriver que des combinaisons linéaires
spécifiques de telles approximations aient un dénominateur beaucoup plus petit que celui
des approximations prises séparément, au point d’obtenir de nouveaux résultats diophan-
tiens. C’est par exemple le cas dans [4] ou Aptekarev a déduit des formes d’approximations
de 7 construites dans [3] de nouvelles formes d’approximations simultanées pour 7y et

0= fol e‘tld—th a coefficients entiers et suffisamment bonnes pour impliquer l'irrationalité
de I'un de ces deux nombres. Ce résultat est cependant aussi conséquence d’un théoreme
antérieur plus général de Mahler [7] (voir les cing dernieres lignes de cet article page 173)
qui implique que le degré de transcendance sur QQ du corps engendré par e,y et § est > 2.
Il serait intéressant de savoir si les méthodes d’Aptekarev et de Mahler, qui semblent a
priori différentes, peuvent s’appliquer d’'une fagon ou d’une autre aux approximations de

['(a/b) construites ici.

2. Sil’on considere « et x comme des variables, le dénominateur commun des coefficients des polynoémes
Qn(a,z) et P,(a, ) croit comme une puissance de n! mais on ne peut pas exclure a priori qu’il soit plus
petit pour des choix spécifiques de a et x.



2. POLYNOMES ORTHOGONAUX DE TYPE LAGUERRE

Dans toute la suite de cet article, on utilisera le symbole de Pochhammer (z),, :=
z(z+1)--- (x+m—1). Pour tout entier n > 0 et tout complexe «, définissons le polynome

Apolr) = % e (" (e~ gm ) ) @
_ % ; ;(—W (?) (Z) (+a+t Dy +k+ g™ (3)

qui a été étudié en détail dans [2]. Le développement (3) s’obtient immédiatement en
utilisant deux fois la formule de Leibniz. Si @ = 0, il s’agit de la suite de polynomes
(notés Ay, (z)) étudiés dans [9]. Beaucoup des résultats obtenus dans le présent article
s’obtiennent en adaptant légerement ceux de [9] et de ce fait on renvoie souvent aux preuves
correspondantes dans ce papier.

On se servira des propriétés suivantes. La premiere n’est pas essentielle mais permet de
mieux comprendre le principe de la construction. Si a = 0, le point (¢) est incomplet car il
montre seulement que A, o(t) est orthogonal sur [0, +o0c[ pour le poids e, alors qu’il 'est
aussi pour le poids log(t)e™*

Lemme 1. (i) (Multi-orthogonalité) Fixons des nombres complexes o et (3 tel que Re(3) >
—1. Pour tout n > 0 et tout k > 0, on a

/ B9 A (et = — (k14 B = ma(k+ 1= a+ B —n) T (k+ B+ 1).
0 n!

En particulier, lorsque B € {0,a}, Uintégrale vaut 0 pour 0 <k <mn —1.

(i) (Dénominateur) On a n!*A, (z) € Zla, z], et les degrés de A, () sont 2n en z et
n en «.

111) (Récurrence) La suite (A, o(x))n>0 véTifie la récurrence linéaire d’ordre 3 suivante :
(222) ( , >

(n—a+1)(n+1+a)?8n® — 3zn + 4an + 38n + 10a — ax — 61 + 44)U,,
— (24n5 + 28an* + 210n* + Tzn* + Tran® + 198an® — 62°n® + 714n° + 632n°
— 4a®n? + 510an? + 187xn® + 13za’n? — 5x*an® + 49xan® — 272°n* + 1182n* — 60°n?
Sxa’n+954n— 1522 an+53za’*n—18an—392*n— 180 n+99axn +225xn—4x?a*n+570an
94142340 —a’x? +50z0” — 1827 — 112 — 62° 0’ + 110’ r — 120° + 61az — 18a¢° +300) U,y 4y
(n+2)(24n*+20an® 4 186n® —57xn’ + 4a*n® +120an® — 315zn* — 38zan® 4+ 262°n* + 518n*
+ 132%an — 32°n + 610n — 5xa’n + 14a’n + 852°n — 148awn — 543wn + 232an

+ 5927 — 138ax — 9za® + 242°c + 2°a” + 100” — 2857 + 144a — 32° — 2’ + 254) U,
— (n+2)(n+3)*(8n* 4+ 22n + 4an — 3zn + 6a — 3v — az + 14)U,,5 = 0. (4)

Démonstration. (i) Cela se démontre en intégrant 2n fois par parties.



(i7) C’est évident avec 'expression (2).

(71) Fixons la détermination de la fonction z +— 2z telle que —z appartienne a la coupure
issue de l'origine. On traduit I'expression différentielle de A, o(z) au moyen de la formule
de Cauchy pour obtenir I'identité

1 n+ao n—o
Aol = iy [ EEEIE DS e
) (2271-)2 %OX%% ZnJrlwnJrl

Ici, 6 et 6, sont des cercles centrés en 0, de rayon < |x/2| afin que les fonctions (z +w +
)" et (w + x)"“ soient holomorphes a l'intérieur du tore et continues sur son bord. A
cette intégrale double, on peut appliquer 'algorithme Ekhad de Zeilberger, sous la forme
Multint programmée dans [11] : on obtient la récurrence voulue en quelques secondes. La
suite de la preuve est tres similaire a celle de la Proposition 10 de [9] dans le cas a = 0 et
on y renvoie pour plus de détails. ]

3. APPROXIMANTS DE PADE SIMULTANES DE DEUX FONCTIONS EULERIENNES

Pour tout z € C\ [0, 400 et tout 5 > —1, posons

<%@=/ ",
0

z—1

ce qui définit une fonction analytique de z dans C\ [0, +oo[. En particulier, .%; coincide avec
la fonction &) utilisée dans [9]. Ces fonctions admettent un développement asymptotique
pour z — oo dans tout secteur angulaire ouvert ne contenant pas [0, +oo] :

Fy(z) ~ Zw.

Ce développement asymptotique joue le role de développement de Taylor formel a I'infini
lorsqu’on interpréte en terme d’approximants de Padé le lemme suivant (qui n’est pas
fondamental mais éclaire la suite de la construction).

Lemme 2. Pour € {0,a} et tout z € C\ [0,400[, on a

At . o
Runale)i= [ 220t at = 2,700~ Bunal
(k=B —n)pk—a+p—-n), T(B+k) 1
~ n!? gk B O(z"“)’

k=1

B as(z) = /0 " Anal®) = Anall) 45t 4y ¢ 1 (1 4 B)Q[0, 2],

r—t
est de degré au plus 2n — 1 en x. Le développement asymptotique a lieu dans tout secteur
angulaire ouvert ne contenant pas [0, 4+o0|.

Le polynome A, , est donc le dénominateur de 'approximant de Padé simultané [n —
1,n — 1;n] a linfini des deux fonctions %, et .Z,.



Démonstration. La preuve de
z—1

> Ana t —
/ Anall) 4,1 41 _ Apa(2)Fp(2) — Bnap(z)
0

découle de la réécriture

/ Anal) a1 gy / Anal2) oot gy / Anel?) = Anall) g5 -1 oy
0 0 0

Z— Z— z—1

et de la définition de B, 4 (z) (dont le degré est au plus égal a celui de A, ,, moins 1).
L’expression du développement asymptotique est conséquence de 1'identité intégrale (1).
Voir la preuve de la Proposition 4 de [9] pour plus de détails. O

On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique des composants de cette ap-
proximation.

Lemme 3. Les suites (Ana(2))n: (Bnoo(®))n, (Braa(®))n, (Rnao(@))n et (Ryaa())n
vérifient la récurrence (4). N’importe quelle solution (u,), de cette récurrence vérifie

[, | < ?(g—’(a))/gexp(?)ﬂ a3 —1/2. 2¥3p1/3),
nt— el

ot la constante u(x, ) > 0 dépend de la suite choisie.

Démonstration. On sait déja que (A, ), vérifie la récurrence (4). On est dans les conditions
d’application de la Proposition 7 de [9], qui implique que les suites (Ry.a.0)n €t (Rna.a)n
en sont également solutions. Par linéarité, c’est donc aussi le cas de (B a.0)n €t (Bna.a)n-

Pour obtenir le comportement asymptotique de ces suites, on invoque la théorie de
Birkhoff-Trjitzinsky [5] dont on trouve un vade mecum dans [9, Section 5.3]. Il découle
de cette théorie que la récurrence (4) possede trois solutions linéairement indépendantes
fi(n,z, &), 7 =1,2,3, dont les développements asymptotiques respectifs lorsque n — +o00
sont donnés par

. 1 1
_ _a.1/3.2/3 | 2/3 1/3 -
fi(n,z, ) = exp(=3x/°n*" + x*°n )<n1*°‘/3 +O(n4/3*a/3)>

. . 1 1
_ ir/3,.1/3,2/3 | 2m/3.2/3 1/3
fo(n,z,a) = exp(3e"™°x/°n"" 4+ =2 "n )<n1—a/3 + O(n4/3_a/3)>

—iT —2iT 1 1
f3(n,z, ) = exp(3e PatBnl? 4 e /3x2/3n1/3) (nl_a/3 ™ O(n4/3—a/3)>'

Il en découle qu'une solution quelconque (u,), de (4) vérifie
|un‘ < U(Iv Oé) max (|f1(n7 Z, O‘)‘v |f2(n7 Z, Oé)l, |f3(n7 T, a)l)

< ?—(ij(a))/s exp(3/2 /3203 1/2 . x2/3n1/3),
n ela

ou u(z,a) # 0. O



4. CONSTRUCTION D’APPROXIMATIONS DE I'(1 + a) ET 2* ET PREUVE DU
THEOREME 1

On décompose la preuve du théoreme 1 en plusieurs étapes. Dans toute la suite, on
suppose que « est tel que Re(a) > —1.

Pour tout 3 € C\ {0}, on définit la fonction z — z° par sa détermination principale
avec —m < arg(z) < m. Pour tout « tel que Re(a) > —1, les fonctions

F(2) = 2 Fo(2) — Fu(2) = /OOO LY

z—t
et % o _
Rua(2) i= " Rao(2) ~ Buaal?) = | S Auat)e" dt
o

sont alors définies et analytiques sur C\] — 0o, 0]. Remarquons qu’elles sont toutes les
deux identiquement nulles si @ = 0, cas sans intérét mais néanmoins couvert par les
considérations suivantes.

Lemme 4. (i) On an!?By,o0(2) € Z|, 2] et Bpoo(z) = T(14+a)C, 0 (2) avec n*C o (2) €
Zla, 7].

(17) Pour tout z € C\] — 00,0], on a
Rya(2) = Apa(2)Z(2) + T(1 + a)Cra(2) — 2% Bpao(2). (5)

(1ii) Pour tout réel x > 0,

(1 =a)(1+a), ut" o 4
Ryo(7) = i A w)e(e 1 at) 1o te~" dtdu.

(iv) Pour tout réel x > 0, il existe une constante r(x,a) # 0 telle que

R, o(z) ~ —:ﬁ’;g exp(—3x1/3n2/3 + x2/3n1/3).

Le point (7ii) est intéressant en lui-méme mais ne sert qu’a prouver le point (iv).
Démonstration. (i) Notons

2n
z) = E apz®
k=0

avec n!%a; € Z. On a alors

2n
‘tdt Z%ka a= 1]'E—Z[a z].

De méme,
2n

Broa(2) = / Pt gty — Zakzxk 10+ 4 1) = T(1+ a)Cha(2),
Jj=

z —
k=0 0




ou

2n
Zakak IHa+1); € : Z[a,z].

(i7) C’est immédiat.
(¢73) On part de I'identité

— o /oo 1 4
=« v
r—t o (z4vt)l-o(l+4ov)lte

qui vaut pour tout a € C et tout z > 0 (au moins). Donc

et Ay at)
na = dodt.
a// (x 4+ vt)=2(1 + v)tte v

En intégrant n fois par parties en t, il vient

P 1 —ttn-l—oz (n)
R, o(z) = (—-1)" / / ) dodt.

.fE+Ut n+1 a(1+v)1+a

On fait maintenant le changement de variable u = x/(vt), suivi de nouveau de n intégrations
par parties en t, de telle sorte que 1’on ait

R a(7) = (—1)” / / w (e dudt

(14 u) ”+1 —o(x 4 ut)tt

(1—a), (1 + a), / / ut" i
— dudt,
nl? ar (1 +u)tl—o(x 4+ ut)"+1+0‘ Y

ce qui est I'identité annoncée.

u"t"

1
o)™ T < - pour tous

(iv) Observons tout d’abord qu’il découle de (i7i) que 0 <
u,t > 0 et x > 0, si bien que

(1 — a)u(l + a)ul
n!2

tRe(a)eft 1
Re(a) _ =
|Oz|l’ / / 1 + U n+1 —Re(a) (iL‘ + ut)Re(oc) dudt = O<n> '

De plus, la suite (R, o(x)), est solution de la récurrence linéaire (4) donc son comporte-
ment asymptotique est gouverné par les f;(n,z,«), j = 1,2, 3, apparu au cours de la preuve
du lemme 3. Comme = > 0, fo(n,x,a) et f3(n,z, «) tendent vers +o0o quand n — +o0 et
comme R, ,(z) — 0, on s’attend a ce que le comportement de R, ,(x) soit dicté seulement
par fi(n,z, ), qui tend vers 0. C’est effectivement le cas bien que la preuve en soit un peu
compliquée. On ne donne pas de détail et on renvoie le lecteur a la preuve de la Proposi-
tion 13 de [9] dans le cas « = 0 il n’y a essentiellement rien a changer car la dépendance
en « intervient peu. g

|Rn,a(37)| <
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La stratégie pour obtenir des approximations simultanées de T'(1 4+ «) et 2* et finir la
démonstration du théoréme 1 est maintenant claire : on va “éliminer” le terme A,, ,(2).% (2)
dans (5), tout en espérant que la bonne qualité formelle de 'approximation de Padé soit
numériquement bien conservée. Définissons maintenant les trois déterminants

_ Ama(z) By, a, (2)

Pn(a’ Z) N An—l—l,a(z) Bn—i—l[,)oc,()(z) < @[a’ Z]
_ An,a(z) On,a(z)

Qn(a, Z) = An—i—l,a(z) Cn+1,a(z) € Q[a7 Z];

et
_ An,a(z) R”’a(z)
Sn(a7 Z) - An+1’a(2> Rn+1,a(z)

Le lemme suivant permet de prouver une bonne partie du théoréme 1 (récurrence et (i)).

Lemme 5. (i) Pour tout z € C\] — 00,0], on a
Sn(a, z) = Qu(a, 2)I'(1 + ) — 2%P,(a, 2) (6)
avee n'?(n + 1)12P,(a, 2) € Z|a, 2] et n'?(n + 1)?Q,(a, 2) € Z[a, z].

(17) Les degrés de Q,, et P, en z sont au plus 4n — 1, et ceuzx en o sont au plus 3n + 2
et 2n + 1 respectivement.

(1ii) Les suites (Py(a, 2))n, (Qn(a, 2))n et (Sp(a, 2)), sont toutes les trois solutions de
la récurrence linéaire (1).

Démonstration. (i) Pour obtenir (6), il suffit d’'utiliser 'expression de R, ,(z) donnée au
lemme 4(iz) et de développer le déterminant

Sp(a, z) = An,a(z) Ana(2)F(2) +T(1+ O‘)C a(2) — ZaBn,a,O(Z)
B An+1,a(z) An+1 a( ) (Z) ( )Cn+1 a(z) - ZaBnJrl «a O<Z>
L’assertion sur le dénominateur de (P, (c, 2))n, (Qn(a, 2)), découle des lemmes 1(ii) et 4(7).

(i7) C’est immédiat.
(i49) On va utiliser le fait suivant (cas particulier de la Proposition 5 de [9]) : étant
données deux suites (a,), et (b,), solutions d’'une méme récurrence linéaire
Unts = puUni2 + ¢uUni1 + rnUn,
la suite de déterminants (a,b,11 — @ni1bn)n est solution de la récurrence linéaire
Un+3 = —Gn+1Unt2 — Purns1Uni1 + rorni1Un.

Comme les suites (A, 4(2)), Cha(x) et R, vérifient la récurrence (4), les trois suites de
déterminants (P, (a, 2))n, (Qn(a, 2))n et (Su(a, 2)), sont solutions de la récurrence (1) (ce
que 'on voit apres un calcul purement mécanique.) [

Il nous reste donc a prouver le point (i7) du théoreme 1, que le lemme suivant paraphrase.
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Lemme 6. Pour tout réel x > 0 et « tel que Re(a) > —1, il eziste deux constantes
s(a,x) #0 et g(a, ) # 0 telles que

1S, (a, 7)| < ;(ST,?;))/:; exp(—3/2 - 2302/ 4 1/2 . 2313
n - el

et

Qn(a,x) ~ —Zg(ngg exp(3z'/3n?? — £?/3p1/3),

Démonstration. De nouveau, la preuve est une adaptation d’une preuve de [9], plus précisé-
ment celle de la Proposition 16. On ne donne donc pas tous les détails.

Tout d’abord, on voit que, pour tout x € C et tout o € C, la théorie de Birkhoftf-
Trjitzinsky nous apprend que la récurrence (1) possede trois solutions linéairement indépen-
dantes dont les développements asymptotiques respectifs lorsque n — 400 sont donnés par

~ 1 1

filn,z,a) = exp(3a'/3n??® — 2*/3p1/3) <n2_2°‘/3 + O(—n7/3—2a/3))

rs i —2im 1 1
fo(n, x,a) = exp(3e? /3,1/3,2/3 _ =2 /3;52/3”1/3) <—n2_2a/3 + O(n7/3—2a/3)>

r3 -2 —2im 1 1 _
f3(n7$7 a) = eXp(3e 2 /3x1/3n2/3 —e2 /3552/3711/3) <n272a/3 + O(n7/372a/3)>‘

Bn,a,0<5€> On,a<x)
Byi1,00(®) Cpt1a(2)
montre que les suites (P, (a, z))n, (Qn(a, z)), et (M, (a, x)), sont C-linéairement indépen-
dantes et qu’elles forment une base de la récurrence (1). On a aussi besoin de la suite de
déterminants

En posant M, («a,z) := et en imitant la preuve de [9], on

T, (o, 7) ;:‘ana(l’) Cra() ‘

Rn+1,a (1}) On—&—l,a(x)

qui satisfont a T, (z) = Q, (o, z).Z (z) — x*M, (o, x).
Il s’agit maintenant de montrer que le comportement de @, (v, ) est dicté par fi(n, x, «).

Comume la seule solution de (1) qui tend vers 'infini avec n est fi(n, z, @), au moins l'une des
trois suites (P, (a, z))n, (Qn(a, x)), et (M, («a, z)), doit étre équivalente a ¢, x) f1(n, z, a).
Observons ici que S,,(«, x) et T,,(«, z) tendent vers 0. En effet, en développant ces détermi-
nants, on voit grace aux lemmes 3 et 4(iv) que les modules de ces deux suites sont trivia-
lement bornés pour n > 1 par

U(Oé, LL') 3/2~x1/3n2/3—1/2~m2/3n1/3 v(a, JZ) —3x1/3n2/3 4 22/31/3

A SatRav/ _U\M ) —c(:zc)nQ/3
1-Re(a)/3 X T Re(a)/3

Le ,

ou u(a, z),v(a, x) et ¢(x) sont des constantes > 0. Il en découle que si @, (a, x) — 0, alors
P,(a,z) et M, (a, ) également, ce qui contredit le fait que ces trois suites forment une
base de 'espace des solutions de (1).
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Donc @, (a, x) ~ q(a,x)fl(n,x,a). De plus, comme dit ci-dessus, S, («, x) tend vers 0
donc il existe des constantes so(cv, x) > 0 et s(a,x) > 0 telle que

|Sn (v, )| < so(a,x)‘f;(n,a:, a) + ﬁ,(n,x,a)‘

s(a, z) 1/3,,2/3 2/3,.1/3
Smexp(—B/Qx/n/ +1/2x/n/)

BIBLIOGRAPHIE

[1] Y. André, Une introduction auz motifs (motifs purs, motifs miztes, périodes), Panoramas et Syntheses
17, Société Mathématique de France, Paris, 2004. xii4+261 pp.

[2] A. 1. Aptekarev, A. Branquinho and W. van Assche, Multiple orthogonal polynomials for classical
weights, Trans. Amer. Math. Soc. 355 (2003), 3887-3914.

[3] A. 1. Aptekarev (éditeur), Rational approxzimants for Euler constant and recurrence relations, Sovre-
mennye Problemy Matematiki (” Current Problems in Mathematics”), vol. 9, MIAN (Steklov Institute),
Moscow, 2007.

[4] A. I Aptekarev, On linear forms containing the Euler constant, prépublication (2009), disponible ici :
http://arxiv.org/abs/0902.1768

[5] G. D. Birkhoff and W. J. Trjitzinsky, Analytic theory of singular difference equations, Acta Math. 60
(1932), 1-89.

[6] M. Kontsevich et D. Zagier, Periods, in Mathematics Unlimited — 2001 and Beyond, Springer, Berlin,
2001, 771-808.

[7] K. Mahler, Applications of a theorem by A. B. Shidlovski, Philos. Trans. Roy. Soc. London Ser. A 305
(1968), 149-173.

[8] Yu. V. Nesterenko, Modular functions and transcendence questions, (en russe) Mat. Sb. 187 (1996),
no. 9, 65-96 ; traduction en anglais dans Sb. Math. 187 (1996), no. 9, 1319-1348.

[9] T. Rivoal, Rational approximations for values of derivatives of the Gamma function, Trans. Amer.
Math. Soc. 361 (2009), 6115-6149.

[10] T. Rivoal, Approzimations rationnelles des valeurs de la fonction Gamma aux rationnels : le cas des
puissances, prépublication 2009, 18 pages.

[11] A. Tefara, Multint, a Maple Package for Multiple Integration by the WZ Method, J. Symb. Comp.
34.5 (2002), 329-353. Le programme maple est disponible ici :
http://faculty.gvsu.edu/teferaa/html/MultInt.mpl.

T. Rivoal, Institut Fourier, CNRS UMR 5582, Université Grenoble 1, 100 rue des Maths,
BP 74, 38402 Saint-Martin d’Heres cedex, France.

email : tanguy.rivoal@Qujf-grenoble.fr



