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hypergéométriques équilibrées
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Résumé. Dans cet article, nous énoncons et résolvons des problemes
d’approximation de Padé nouveaux et tres généraux dont les solutions s’ex-
priment a 'aide de séries hypergéométriques : par spécialisation, ces séries
permettent de retrouver l'irrationalité de ((3), d’une infinité de {(2n+ 1), n
entier > 1, et essentiellement tous les résultats de cette nature déja présents
dans la littérature. Nous présentons également deux nouvelles applications
diophantiennes de notre méthode.

Mots clés. Approximants de Padé, séries hypergéométriques, approxi-
mation diophantienne, fonction ¢ de Riemann.

Abstract. In this article, we present and solve some very general new
Padé approximant problems, whose solutions can be expressed with hyperge-
ometric series. These series appear in the proofs of the irrationality of ((3),
of infinitely many ((2n + 1), and in essentially all results of this kind in the
literature. We also prove two new diophantine results with this method.

Key words. Padé approximants, hypergeometric series, diophantine
approximation, Riemann { function.

1 Introduction

Les démonstrations données par Apéry en 1978 [Ap] de l'irrationalité de ((2)
et ((3) sont apparues initialement comme trés mystérieuses. Néanmoins,
dans [Be2| et [Be3], Beukers est parvenu a les replacer dans le cadre plus
connu des approximants de Padé des polylogarithmes, définis (pour s > 1 et



|z] < 1) par le développement en série entiere

Lig(z) = Z -
k=1

De facon précise, il considere les deux problemes suivants : déterminer pour
tout entier n > 0 des polynomes a, b, ¢ de degré au plus n tels que

{S(z) = a(2)Lis(1/2) 4+ b(2)Li1(1/2) + ¢(z) = O(z~"1)
R(z) = a(2)log(z) — b(z) = O((l — z)"“)

2

(1)

et des polynomes A, B, C et D de degré au plus n tels que (1)

U(z) = A(2)Liy(1/2) + B(2)Liy(1/2) + C(2) = O(z™1)
V(z) = 2A(2)Li3(1/2) + B(2)Liz(1/2) + D(z) = O(z~"1) (2)
W(z) = A(z)log(z) — B(z2) = 0O(1 — 2) .

Remarque : étant donnée une fonction F'(w) développable en série de Laurent
F(w) =3 a,w" au voisinage de w = 0 (avec w = z, 1/z ou 1 — z dans
la suite), on note F(w) = O(wN ™) sia_, = a_my1 = - =axy = 0. Il sagit
d’une majoration quand z tend vers 0, I'infini ou 1 (suivant la valeur de w).

Les solutions de ces deux problemes et de ceux qui suivent font intervenir

les séries hypergéométriques ,41F, définies (pour ¢ > 1) par :

a0, o ooy | g (@o)r(en)e e (@) 4
qHFq( B ey By ) ; Wr(Br)e--- Be

ol les oy, B; et z sont des complexes convenables, et (o), = a(a+1)--- (a+
k — 1) est le symbole de Pochhammer. Dans les ouvrages traitant de ces
fonctions (par exemple [AAR]), on trouve les définitions suivantes :

o .1 F, est quasi équilibrée si oy + B = -+ = g + B,
o 1Ly est bien équilibrée si g +1 =1+ 01 = - = a4 + [,

o .1 F, est trés bien équilibrée si elle est bien équilibrée et a; = %ao + 1.

!Beukers n’énonce pas la condition sur W (z) mais la condition équivalente B(1) = 0.



Dans [Be2], Beukers indique que la solution de (1) est unique (& une constante
multiplicative pres), donnée par une certaine intégrale que 'on transforme
facilement en la série quasi équilibrée suivante (?) :

zZ) = n 3 7(k_n)nz_k
56 = 2 T, )

4
o onl n+l, n+l1 , n+1 1
- c (2n +1)12 3F2< m+2 , m+2 |° - )

Remarque : la série (3) n’est pas sous forme hypergéométrique. On passe a la
forme (4) en appliquant des formules telles que (a), = ﬁ(k +1)a—1 (pour
a>1et k>0). Cette remarque s’applique a toutes les séries ci-dessous.

Beukers montre aussi [Be3| que (2) a une solution unique (& une constante
multiplicative pres) et son argument donne immédiatement :

2 (k—n)?2 _
k=1 n+1
a1 nl? n+1l, n+1 , n+1 , n+1 1
Cnt+ e+ 1, 242 , 2m+2 |”
(6)
et )
—~d [(k—=n)2\ _,
Viz)=— — | . 7
=Y () g
k=1 n+

Armé de ces solutions explicites, on peut déduire les théoremes d’Apéry (voir
par exemple [Bel] et [Ne|). Plus récemment, en cherchant une démonstration
élémentaire de l'irrationalité de ¢(3), K. Ball a introduit la série

B, = n!Qi(kJrZ) (k—n)u(k+n+1),
k=1

(B)n i

n!7(3n + 2)!

3n + 2, %n+2, n+1 ,..., n+1 1
22n+ 1)

sn+1, 2n+2 ..., 2n+2

qui vérifie B, = a,,((3) + 3, pour certains rationnels «, et 3,, alors que I'on
s’attend aussi a voir apparaitre ((2) et ((4). Ce remarquable phénomene est
di & la nature tres (?) bien équilibrée de B,,.

2Bien que cela soit un cas particulier du Théoreme 1 ci-dessous, nous donnons une
démonstration alternative de (4) au §5, en adaptant une technique due & Sorokin [So].

3La disparition de la moitié des valeurs de ¢ attendues est en fait liée seulement &
I’aspect bien équilibré de la série.



Généralisant cette construction, le second auteur de cet article a introduit
([Ri2], chapitre 3) la série bien équilibrée suivante, pour 1 <r < a/2:

o]
_ (k—mn)pn(k+n+1)m _4
Spar(z) =nlo?r z
frn71n|a72r (TTL)!GH—I((QT + 1)” + 1)'
' ((r+1)n+ 1)lett
(2r+1)n+ 2, rn+1 ) e rn+1 1
(r+1)n+2 ,..., (r+1)n+2

= Z

Xa+2Fa+1

qui se décompose elle aussi en polylogarithmes et permet de prouver qu’une
infinité des nombres ((2j+ 1) sont irrationnels (voir également [Ril] et [BR]).

Pour montrer des résultats d’'indépendance linéaire de valeurs de polylog-
arithmes aux rationnels, la série quasi équilibrée suivante (avec 1 < r < a),
qui généralise a la fois (4) et une construction de Nikishin [Ni], est également
introduite dans [Ri2], chapitre 2 :

o0
- (k—rn)em 4 —rn—1, ja— (rn)tot!
N, z)=nl""" L T =T Tl
nar(2) ; (k)24 (r+)n+ 1)l
« r rn+1, rn+1 s e rn+1 1
atlta r+1mn+2 ,..., (r+1)n+2 '

A la page 53 de [Ri2], est posée la question d’expliciter si possible des
problemes de Padé tels que (1) et (2) dont la solution ferait intervenir ces
trois types de séries hypergéométriques. Dans cet article, nous répondons
positivement a cette question en construisant et résolvant des problemes de
Padé tres généraux, sur lesquels se lisent en outre les propriétés de réciprocité
des solutions dans le cas bien équilibré. Commencons par décrire le cas des
séries quasi et bien équilibrées.

Considérons des entiers n > 0, a > 1 et p,o > 0 vérifiant p + 0 <
a(n + 1) — 1 et que nous supposons fixés. Nous voulons déterminer des
polynomes P, Py et P; (pour 1 < j < a) de degré au plus n et des fonctions



S, S, R (qui dépendent de n, a, p, o) tels que
(

S(z) = Bo(2) + Z Pi(2)Lij(1/2) = O(z""7)

3(2) = FU(Z) + Z(_l)ij(Z)Lij(z) _ O<Zn+a+1) (8)
R(z) = 3~ (o) 28 ) _ o1 - pyemrioey

G- 1)

(Ici et dans toute la suite, la fonction log(z) est définie avec sa détermination
principale.)

En fait le probleme est de trouver les polynomes Pi,...,P,. En effet,
quand ceux-ci sont fixés, il existe au plus un choix pour Py, Py, S, S et
R. De plus, comme Li;(0) = 0 pour tout j > 1, on aura automatiquement
deg(Py) < n—1et Py(0) = 0.

\ Jj=1

Remarque : tous les problemes de Padé de cet article se traduisent par
un systeme d’équations linéaires dont les inconnues sont les coefficients des
polynomes. Il y aura toujours une inconnue de plus que d’équations, ce qui
implique l'existence d’au moins une solution non identiquement nulle. Nous
montrerons que la matrice du systeme est de rang maximal, c’est-a-dire que
la solution du probleme est unique a une constante multiplicative pres, ce
qui sera le sens de I'expression “unicité” dans ce texte.

Théoreme 1. A constante multiplicative prés, le probléme de Padé (8) a
une unique solution, et elle vérifie pour tout z € C tel que |z| > 1,

e}

st =3 e, &

Pa(z) _ Z(_l)ka<_k — p)P(” —k+ 1)02k (1())

p kle(n — k)le
et, si z ¢| — 00,0,
1 — 1)s
R(z) = _/ (5= pplstnt Vo ey, (11)
2 Je ()i
ou C est un lacet entourant les points —n,—n + 1,...,0 dans le sens direct.



Ce résultat concerne des séries quasi équilibrées ; dans le cas particulier p = o
elles sont bien équilibrées. En effet, on peut écrire (9) sous la forme :

. P pto+n+1)
(p+mn+1)latl
pto+n+2, p+1 s s p+1 -1
p+n+2 ..., p+n+2 '

S(z) =

X a+2Fa+1

Remarque : On peut démontrer [Hu] ce théoréme en calculant les exposants
de I’équation différentielle associée. Mais dans la suite on utilise une méthode
completement différente.

Proposition 1. Pour chaque couple (p, o), notons (P; ,,(2))1<j<a la solution
du probléme (8) associé a (n,a,p,0) qui vérifie la normalisation (10), et

S,0(2), Spo(2), Ryo(2) les quantités correspondantes. On a alors :
2"Pigp(1/2) = (1) EVIRHIP L (2) pour j € {1,...,a}
2"Sop(1)2) = (—1)1 TS, ()

Zanp(l/Z) ( )a(nJrl +p+a+1R ( )
En particulier quand o = p, on a pour j € {1,...,a} :

z”PM’p(l/z) (— 1)a(n+1)ﬂpjpp( ) et anp,p(l/z) = (_1)a(n+1)5p,p(z)-

Remarque :  Cette proposition affirme que si a(n + 1) 4 j est impair alors
P; , (1) est nul. Donc quand a(n + 1) est impair, resp. pair, S, ,(1) est
une forme linéaire a coefficients rationnels en 1, ((3), ¢(5), ..., ((a), resp.
1, €(2), C(4), ..., ¢(2[a/2]) : c’est ce qui apparait dans [Ril] et [BR]. Le
cas le plus simple, dont nous n’avons pas trouvé mention dans la littérature,
présentant une telle dichotomie correspond a p =0 :

Soo(1 Z

k:l k)

Démonstration de la Proposition 1. En changeant z en 1/z on voit que
((=1)2"Pj4,(1/2))1<j<a est solution du probleme (8) associé & (n, a, p, 7), et
les fonctions associées sont 2"S, ,(1/2), 2™S, ,(1/2) et =2"R, ,(1/2). D’apres
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le Théoreme 1, cette solution est proportionnelle & (P}, ,(2))1<j<q. Le coef-

ficient de proportionnalité s’obtient a 'aide de (10) et de l'identité triviale
(@) = (=1)(—a =k + 1)

Une conséquence de ces considérations est donnée par les deux théoremes
suivants.

Théoréme 2. Soient A\, i deux réels et ov un rationnel tels que (A, u) # (0,0)
et 0 < a < 1. L’ensemble

log®(a)
(s — 1)V

contient une infinité de nombres linéairement indépendants sur Q.

{ ALis(a) + p

SGN*}

Quand X # 0, on peut supposer A = 1 dans I’énoncé de ce théoreme. Lorsque
i = 0, on retrouve le théoreme démontré au chapitre 2 de [Ri2]. Pour
A =0, on en déduit la transcendance de log(a) et dans ce cas, la méthode
est essentiellement celle utilisée par Reyssat [Re] pour obtenir une mesure de
transcendance de log(a). Notre résultat n’apporte malheureusement aucun
éclairage sur I’éventuelle indépendance linéaire de Lis(«) et log®(«) pour tout
entier s > 2. En effet, la conclusion reste vraie si pour tout entier s > 2 et
tout rationnel 0 < « < 1, il existe des rationnels cs(a) et dg(a) tels que
Lis(a) = ¢s(a)log®(a) + ds().

Remarque : Le Théoreme 2 reste valable pour —1 < a < 0, en choisissant
une détermination convenable du logarithme (voir la remarque qui suit la
Proposition 2). En utilisant des séries bien équilibrées, et & = —1, on obtient

(ir)*
(s — 1)V

un résultat analogue pour l'ensemble des ALig(—1) + ip s entier

impair.
Théoréme 3. Au moins l'un des trois nombres

Lis(1/2) +log®(2), Lis(1/2) — %10g3(2), Lig(1/2) + %log4(2)
est irrationnel.

Remarque : En appliquant la méthode de Hata [Hal|, on pourrait peut-étre
éliminer Liy(1/2) + log"(2) du résultat précédent. Remarquons par ailleurs
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((1116 LF(l];Q) 3C(2) =3 log?(2) et Liz(1/2) = £¢(3) —3¢(2) log(2) +§ log*(2)
voir |Lel).

La démonstration du Théoreme 1 est donnée au § 2. Elle se décompose
en trois lemmes, chacun traduisant I'une des équations du probleme (8). Au
§3, nous énongons et résolvons (Théoreme 4) un autre probleme de Padé
permettant de traiter le cas de séries tres bien équilibrées. Au § 4, nous
généralisons les Théoremes 1 et 4 de maniere a englober les problemes du
type (2) : on obtient ainsi les Théorémes 5 et 6. Au § 5, nous donnons une
solution alternative au probleme de Padé (1), sans passer par le Théoréme 1.
Enfin, aux § 6 et § 7, nous démontrons les Théoremes 2 et 3.

2 Séries quasi et bien équilibrées
Démonstration du Théoréme 1. 1l est plus commode de chercher a résoudre
le probleme équivalent

p

S(z +ZP 2)Lij(1/2) = O(z~"1)

L §(2) = 2"Py(1/2) +Z 1" Py(1/2)Lij(1/2) = O(z71) (12)

R(z) = Z( 1)] lp. ( )% - O((l _ Z)a(n+1)—p—a—1)

avec S(z) = 2"S(1/z).

Fixons les notations suivantes, dans lesquelles on ne présage pas du fait
que les P; forment une solution. Pour j € {1,...,a} on écrit :

n

¢

z) = E Pite.
=0



S Pi(2)Lig(1/2) = Zzpﬂz —

j=1 j=1 t=0 m>1
— —k Dt
= - 13
YDEED DD S TR
k=1-n Jj=1 t=max(0,1—k)

Pour k£ > 1, le coefficient de z=* dans cette série est donné par la fraction

rationnelle
_ Djt
14
I L (14

7j=1 t=0

Q(k)
(k)na
Q(k) est de degré strictement inférieur & a(n + 1), car il n’y a pas de partie
principale dans ’équation (14). D’apres 'unicité de la décomposition en
éléments simples, la donnée de Pi,..., P, est équivalente a la donnée du
polynome (). Les Lemmes 1 a 3 ci-dessous montrent que le seul polynome )
qui donne une solution de (12) est (& constante multiplicative pres)

Q(k) = (k - P)p(k +n+ 1)p~

Cela démontre “I'unicité” de la solution et la relation (9). On en déduit
facilement (10) en calculant les coefficients p, grace a (14). L’expression de
R(z) découle du théoreme des résidus appliqué a U'intégrale de (11).

en la variable k, qu’on peut aussi écrire sous la forme ou le polynome

Lemme 1. Les polynomes Py, ..., P, satisfont a la premiere condition du
systéme (12) (avec Py bien choisi) si, et seulement si, le polynome

[[k—i)=(k—-p), divise Q(k).

i=1
Démonstration. Le coefficient de 2% dans 1'équation (13) est nul pour tout
ke {l,...,p} si, et seulement si, A s’annule aux points 1,.. ., p.
Lemme 2. Les polynomes Py, ..., P, satisfont a la deuziéme condition du
systéme (12) (avec Py bien choisi) si, et seulement si, le polynome

n+o

I[[ k+i)=(Fk+n+1), divise Q(k).

1=n+1



Démonstration. On a :

Z(—l)jznﬂ(l/Z)Lij(l/Z)
a (m—1)

SiD VDI PE

j=1 m>1
+oo a n
o —k Y Djn—t
S ey Y e
k=1-n j=1 t=max(0,1—k)
+o00 a min(n,n+k—1) Dig
_k j ]’
= 1)) . 15
DD DD DTS TR
k=1-n j=1 =0

Pour k > 1, le coefficient de z~* dans la série S (2) est donné par I’équation
(15), et vaut A(—k —n). Donc Pexistence de P, vérifiant la deuxiéme con-
dition du systeme (12) équivaut a 'annulation de Aen —n—1,...,—n — o,
ce qui termine la preuve du Lemme 2.

Lemme 3. Soit D un entier inférieur ou égal a a(n+1)—1. Alors deg(Q) <
D si, et seulement si, quand z tend vers 1, on a :

R(z) =0((1 - z)“("ﬂ)’D’l)

En particulier si D = a(n+ 1) — 1 alors les deux assertions sont trivialement
vraies. Si D = a(n + 1) — 2 on retrouve une observation qui apparait dans
[Be3] : A est sans résidu a linfini si, et seulement si, Pi(1) = 0. Pour
démontrer le Théoreme 1 on utilise ce Lemme avec D = p + 0.

Démonstration du Lemme 3. Dans un premier temps, on traduit la condition

deg(Q) < D. On a:

(kiz’)j =2 (H;_l) (];2%

>0
d’ot, en posant d = ¢+ j, le développement asymptotique de A(k) a U'infini :

Ak) = %‘j (16)

d>1
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en notant
n min(a,d) 1
Ay = (—1)¢ i 17
SIS P(G20) (1

La condition deg(Q) < D se traduit par :
Ay =0 pour tout d € {1,...,a(n+1)—D —1}.
On déduit alors immédiatement le Lemme 3 de la proposition suivante :

Proposition 2. On a, pour tout z € C\] — 00,0] :

o log?7h(z
R(z) = ;(—md— A, (jff)!).

Remarque : la série du membre de droite converge uniformément en z, sur
tout compact de C\] — 00,0]. En outre, on peut remplacer C\] — oo, 0]
par n’importe quel ouvert simplement connexe qui contient 1 et pas 0, en
prenant sur cet ouvert la détermination du logarithme qui s’annule en 1.
Bien entendu, il faut effectuer ce changement a la fois dans (12) (qui définit
R(z)) et dans la Proposition 2.

Premieére démonstration de la Proposition 2. Posons z = log(z). On a :

R(e") = Z Pj(ex)(_l)j_l (jxj__l)!

=D, ij,te“”(—wj‘lm

j=1 t=0

té l+5—1

- XSSl

j=1 t=0 £>0
d

CL‘d—l ( n min(e.d) (d— 1> d—i .
- (S ()
a>1 (d—1)! = =1 M 1
d—1
= —1)¢-1 o
> (=1t =1

d>1

en utilisant la formule (17).
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Deuzxieme démonstration de la Proposition 2. Un calcul de résidus montre

qu'on a :
1
- /C A(s)=—*ds, (18)

ou C désigne le cercle de centre 0 et de rayon 2n, parcouru dans le sens
positif. En posant u = 1/s on obtient :

R(:) = g [ AG/wexs(-

20T

lg(2), du

u u

en notant C” le cercle de centre 0 et de rayon -, parcouru dans le sens direct.
Grace au développement A(1/u) =3 o, QIdu valable quand u parcourt C,

on a :
zm Z Z @log W2 du.

d>1 >0 ¢

Or l'intégrale est nulle sauf quand d = £+ 1, et dans ce cas elle vaut 2iw. On
a donc démontré la Proposition 2.

Remarque : de larelation (18) on déduit immédiatement que 'ordre d’annulation
de R(z) en z = 1 est égal a l'ordre d’annulation de A(k) en Uinfini, diminué
de 1. Ceci démontre le Lemme 3, sans passer par la proposition 2.

3 Séries tres bien équilibrées

Considérons des entiers n > 0, a > 1 et p > 0 vérifiant 2p < a(n + 1) — 2
et que nous supposons fixés. Nous désirons maintenant résoudre le probleme
d’approximation de Padé suivant : déterminer des polynomes Py, P, et P;
(pour 1 < j < a) de degré au plus n (dépendant aussi de a et p) et des
fonctions S, S, R tels que

¢

S(z —|—ZP 2)Li;j(1/2) = O(z~"1)

S(2) +Z (2)Lij(z) = O(z"7+1)

R(z) = Z( 1)] IP( )% = O((l _ Z)a(n+1)72p72)

(19)
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Théoréme 4. A une constante multiplicative pres, le probléme de Padé (19)
a une solution unique, et elle vérifie

S(Z) _ Z (k‘ + E) (kl - p)ﬂ<k’ +n+ 1>pz—l~c (20)

—~ 2 (K)o
et
2 n (—k—p)p(n—Fk+1)
P(s) — _qyka( p Lok 21
2(:) =2 (=) (2 k) Ka(n—k)le (21)
k=0
De plus, pour tout j =1,...,a, on a

2"Py(1/2) = (1) VP (z) et 2"S(1/2) = (-1)""IHS(2) L (22)

Remarque : on peut écrire (20) comme une série hypergéométrique tres bien
équilibrée :

L,y Pl (2p +n +2)!

S(z) =

(2) =37 (p+n+ L)la+T

w p o ((2EnE2 gntpd2 pkl L pHl |
a+3Fa+2 %n—l—p—l—l, p+n—+2 ..., p+n+2

Démonstration. Reprenons les notations du § 2. Les Lemmes 1, 2 et 3
montrent que les solutions sont données par

Q)

z )
= ()i

S(z) =

avec un polynome Q(k) de degré inférieur ou égal a 2p + 1 et divisible par
(k—p),(k+n+1), Pour toute solution il existe donc un polynome (k) de
degré au plus 1 tel que

Qk) =m(k)(k —p)p(k+n—+1),.
En développant en éléments simples la fraction rationnelle

(k— p)p(k +n+ 1)0

S T
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on voit que

Pz) = S (- 1)en(—k) ;;fzﬁ(ﬁ;;ff Dy i

" E+1),(n—k+1),
= (=) (-1 (=)’ +k!2(;_k)!a Jo i

Sur cette formule, il est clair que si 7(k) = 1 pour tout k alors P,((—1)%) # 0
(car c’est une somme de termes non nuls du méme signe), et que si w(k) =
k+ 7% alors P,((—1)*) = 0 (car le changement de k en n—k change P,((—1)%)
en son opposé). Dans le cas général, on peut écrire (k) = a + B(k + ).
La condition P,((—1)*) = 0 se traduit alors par & = 0 : on a démontré que
le probleme (19) a une solution unique (a constante multiplicative pres), et
qu’elle vérifie (20) et (21). On en déduit (22) comme dans la preuve de la
Proposition 1.

4 Généralisations

Nous considérons maintenant deux problemes de Padé qui englobent le probleme
(2) et font intervenir des séries “dérivées” telles que (7). Considérons des en-
tiersn >0,a>1, L,M > 0et p,o > 0 vérifiant Lp + Mo < a(n+1) —1
et que nous supposons fixés. Nous voulons déterminer des polynomes F,
ﬁo,m,Pj (pour 0 < /< L—-1,0<m<M-—1etl<j<a)dedegré au
plus n et des fonctions Sy, S,, et R (qui dépendent aussi de p, o, L, M, a, n)
tels que l'on ait les M + L + 1 conditions simultanées pour { =0,..., L — 1
etm=0,...,.M—1:

)Pj(z)LiM(l/z) =0(z " h

Sm(2) = Pom(2) + Z(—w‘(

j=1

m+j—1
j—1
a logjfl(z) _ O((l _ Z)a(n+1)—Lp—Mcr—1) )

R(:) = Y P

J=1

)P Linss() = OE")

Les entiers a et n étant fixés, on note Sy(2) = Sy (Lp](\f) (2), etc.
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Théoréme 5. A une constante multiplicative pres, le probléme de Padé (23)
a une unique solution, et elle vérifie pour tout ¢ =0,..., L —1 :

L M 1) A (k- p)E(k+n+1 ~
s )<z>=(€!);w<( e >)zk

p,o
et
LM . (—k—p)y(n—k+1);
Pa ) — -1 ka P ok )
(5@ 2V R e
De plus, pour tout j =1,...,a, on a

(1) 1z) = capsrensiesp (M) )

o, p

et ZHEE(L’]K)(UZ) — (—1)atn Lotz g, (M L) (2)

: o, p

I

On peut également généraliser le Théoreme 4. On garde les mémes nota-
tions que précédemment, et on suppose M = L, 0 = pet 2Lp < a(n+1)—2.
On cherche des polynomes Py, Poy, P; (pour 1 <j<aet0< (< L—1)
de degré au plus n et des fonctions Sy, Sy et R (qui dépendent aussi de p, L,
a et n) tels que 'on ait simultanément les 2L + 2 conditions suivantes (pour
(=0,...,L—1):

\

Se(z) = Pog(z) + > (-1) (é +J - 1) Py()Ligs (2) = O(z7++)
j=1

Su(2) = Pos(z Z(fjil) () Ligs;(1/2) = O(1)

7=1
J—1 (24)

- og/ 1z
RE) = 311 P = 0((1 - opin ) -2be)

Théoréme 6. A une constante multiplicative pres, le probléme de Padé (24)
a une unique solution, et elle vérifie pour tout ¢ =0,..., L —1 :

1) df (k=p)i(k+n+1)5\
Si(z) = ¢ g!) ;@ (<k+§) & oo )z ¢
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et

- ka [T (_k_ )pLz(n_k—i_l),j; k
Pa() = > (-1 (5 —) k:!i(n ke

k=0

De plus, pour tous j=1,...,a etl{=0,...,L—1, ona
2Py(1/z) = (1)1 HIHEP () et 2"Sp(1/2) = (1) TVHLS,(2) .

Nous omettons les démonstrations des Théoremes 5 et 6 car elles sont tout a
fait similaires a celles des Théoremes 1 et 4 : les conditions a l'infini, resp. en
Q(k)
(k)i
que (k— p)&, resp. (k+n+ 1)), divise Q(k), et la condition en 1 implique

0, se traduisent par I'existence d’une fraction rationnelle A(k) = telle

e dans le cas du Théoréme 5, que deg(Q) < Lp+ Mo, ce qui suffit.

e dans le cas du Théoreme 6, que deg(Q)) < 2Lp+ 1 ; on adapte alors la
démonstration du Théoreme 4 .

Remarque : Si dans le probleme (24), on remplace la condition P,((—1)%) =0
par P,((—=1)™') = 0, on trouve que ce nouveau probleme a également une
solution “unique”, qui est la méme que celle du probleme (23) (avec M = L
et 0 = p). C’est un exemple ou plusieurs problemes de Padé admettent une
série donnée comme solution unique.

Avec L =3,a =20, p=n et { =2, le Théoreme 6 donne la série utilisée
dans [Ri3] pour prouver l'irrationalité d’au moins un des neuf nombres ((5),

¢(7), ..., C(21):

midd? (CHLELES

n+1

= Ozom + a57n((5) -+ O£7,nC(7) + -4 CYQLTLC(21) s
pour certains rationnels ;.

Remarque : On pourrait aussi considérer des problemes de Padé “non di-
agonaux”, c’est-a-dire dans lesquels on demande deg(P;) < n;, sans avoir
forcément n; = -+ = n, = n. Ceci permettrait peut-étre d’englober les
séries considérées par Zudilin [Zu] pour démontrer qu’il y a au moins un
irrationnel parmi les nombres ((5), ((7), ¢(9) et ((11) (voir aussi [Fi], §3.3).

16



5 Résolution du probleme de Padé pour ((2)

Nous donnons ici une solution alternative au probleme de Padé (1) : déter-
miner pour tout entier n > 0 des polynomes a, b et ¢ de degré au plus n et
des fonctions S et R tels que

{S(z) = a(2)Lis(1/2) + b(2)Lis(1/2) + ¢(2) = O(z—"1)
R(z) = a(z)log(z) — b(z) = O((1 — 2)"*!) .

En adaptant une méthode utilisée par Sorokin [So| (et qui se rapproche d’une
méthode exposée par Siegel [Si] pour déterminer les approximants de Padé
usuels de la fonction exponentielle), nous allons montrer la

Proposition 3. A une constante multiplicative prés, le probleme (1) admet
une solution unique qui vérifie :

/ / z—:cy)gl_ 9" dady (25)

En développant I'intégrale comme série entiere en 1/z, on retrouve la série (4).
Pour z = 1, on obtient l'intégrale introduite par Beukers dans [Bel].

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants, dont nous omettons les
démonstrations car ils sont classiques (voir par exemple [AR] pour le Lemme 4
et [Sh] (page 60) pour le Lemme 5).

Lemme 4. Le probleme de Padé consistant a déterminer des polynomes P
et Q de degré au plus n tels que V(z) = Q(2)Li1(1/2) + P(z) = O(z="1)
admet une solution unique (4 une constante multiplicative prés) et on a

1
(1 —x)"
V(z) = ——dz

0= T
Lemme 5. Soit P, l'opérateur intégral défini, pour toute fonction f ana-
lytique dans un voisinage de ["infini, par
(_1)n+1

n!

Pun(f)(2) = | @

z

Soit g une fonction analytique dans un voisinage de l’infini et telle que
lim, . g(2) = 0. Alors

g(nH) = f équivaut a g = Pn+1(f) . (26>
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Démonstration de la Proposition 3. 1l existe au moins une solution non
triviale, qui donne des fonctions S(z) et R(z). Nous allons montrer que S(z)
est un multiple de l'intégrale (25). Remarquons tout d’abord que (*)

Lip(1/2) 4+ log(z)Liy(1/2) = 72/6 — Lig(1 — 1/2) .
On en déduit que la fonction T'(z) définie par

T(z) = S(z) + Liy(1/2)R(z) = a(z)(Liz(1/2) + log(2z)Li1(1/2)) + ¢(2)

est analytique au voisinage de 1. De plus, la condition en 1 sur R(z) im-
plique que (Li;(1/2)R(2))™*Y a, au plus, une singularité logarithmique en 1.
Donc S+ (2) = T (2) — (Liy (1/2)R(2))™*Y a, au plus, une singularité
logarithmique en 1. Comme par ailleurs,

Q(2)
sn+tl (1 _ Z)TL+1

P(z)
on+l (1 _ Z)n+1

S (2) = Liy(1/2) +

ott P et Q sont des polynémes de degré au plus 2n + 1, on en déduit que
(1 — ) divise P et Q.

En résumé, on a montré 'existence de polynomes P et () de degré au plus
n tels que z"+1S(”+1)( ) = Q(2)Liy(1/2) + P(z) = O(z™!) : le Lemme 4
assure qu’il existe une constante c telle que :

(1 —ax)"

1
(n+1) _ (_1\n+l,.,—n—1
S (2) = (=1)"""cz /0 oo dz

Il suffit alors d’appliquer le Lemme 5 & g(z) = S(z) (qui tend vers 0 & l'infini)
et f(z) = SH(2) .

S(z) = (5("+1 (2))
B ( z>" / "(1—x)” du
B u (u—x) ”“ u
- ( Z/y — 1) "“ )
1 —
_ / / yrt=y)" dy
Z _ xy)n+1
4Cela se vérifie en dérivant les deux membres, avec z-ELis(2z) = Li; (z) = — log(1 — 2).
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6 Démonstration du Théoreme 2

6.1 Structure de la preuve

Considérons les fonctions S, (2) et R,(z) de la variable réelle z > 1 définies
par :

o0

_ (k—rn)m 4 nl*" [ (s—=1n)pm _
Sp(2) =nl"" ) ————2"et Ry(2) = — - 2z %ds ,
; (k)n+1 2w C (3>n+1
ou C est un lacet direct entourant les points —n, —n+1,...,0, et r un entier

tel que 1 <r < a. On déduit du Théoreéme 1 I'existence de polynomes F;,,
de degré au plus n tels que :

Sn(2) = Pon(2) + Z Pja(2)Lij(1/2) = O(z""7")

Z logj (i)/z) _ O((l o Z)(a*T)Tlri’afl) )

Soient A et p deux réels et z un rationnel tels que (A, i) # (0,0) et z > 1. La
démontration du Théoreme 2 consiste a appliquer le critere d’indépendance
linéaire ci-dessous a l’expression

AS,(2) + plog(1/2) R, (2)

= APy,(z +ZPM (ALlj 1/2) + M).

(=1

Proposition 4 (Critére de Nesterenko). Soit 91, ¥, ...,y des nombres
réels. Supposons qu’il existe N suites d’entiers (pin)n>o0 €t des réels o, 3 > 0
tels que :

i) ‘le\; pl,nﬁl‘ — qnto(n) :

i) Vl=1,....N, |pin| < prrom.

Dans ces conditions, on a

log(f) — log(a)

dimg(Q 1 + QU +--- +Qy) > og ()
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Nous devrons donc déterminer un dénominateur commun aux P, (2), ainsi
que le comportement asymptotique de |AS,(z) + plog(1/2)R,(2)|'/" et de
|P;n(2)]*/™. Pour cela, nous estimerons le comportement asymptotique de
|R,,(2)|"/™ en utilisant la Proposition 2. On note d,, le p.p.c.m. des entiers 1,
2, ..., n: le théoreme des nombres premiers implique que d,, = €"T°™. Nous
ne donnons pas les démonstrations des Lemmes 6 et 7 ci-dessous. En effet,
la série S, (%) coincide avec la série N, ,,(z) mentionnée dans I'introduction
et ces lemmes sont démontrés au chapitre 2 de [Ri2].

6.2 Estimations arithmétiques et asymptotiques

Lemme 6. Pour tout entier j € {0,1,...,a}, on a d*7P;,(z) € Z][z].
De plus, les coefficients pj;, des polynomes P;,(z) vérifient, pour tout j €
{0,...,a} et tout i € {0,...,n} :

llm Sup |pj7i’n | 1/7’1 S 2a+7’+1TT .
n—-+o00

En particulier, pour tout réel z > 1 et pour tout j on a :

1/n < 2a+r+1 r

limsup | P} ,,(2)] r'z.

n—-+o0o

Lemme 7. Pour tout réel z > 1, on a

a

(rn)! ITj= #5(1 — ) )n dzidzg - - - dz,
Sn(z) = . 27
) /[o,lw << 20

nlr Z— T Ty Ty)" | z— Ty Ty

On en déduit que pour tout réel z > 1, la limite @, de la suite |S,(z)[*/™

existe et vérifie
—a
— < < 28
T S e S 2
Remarque. Montrons la minoration de ¢, ., puisque le reste est démontré
dans [Ri2]. La formule de Stirling donne limn_,oo(%)l/ " =17 et pu. est
H?:1 x?(lij)
(z—z12220)" |
z > 1, on peut majorer son dénominateur par z". En considérant le point

Ty =+ =1, = 7 et en remarquant que (r/(r 4+ 1))" > e~', on obtient

STpa—T '

égal au maximum sur [0, 1]* de la fonction z — r" Comme

S 7,7“ 7,,’!" a S efa
Parz = 2\ (r+ 1)t ) T or(r+ 1)
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Lemme 8. Pour tout réel z > 1, si a >r > 1, alors

62a+17,7’

Yqr. = limsup |Rn(z)\1/” <

n—to0 St log®™"(z) . (29)

Démonstration. Les diverses suites c¢(n) qui apparaissent ci-dessous sont
explicitables ; elles dépendent éventuellement de a et de r, mais pas de z, et
vérifient lim,,_, o c¢(n)"/™ = 1. D’apres la Proposition 2, dont on reprend les
notations, on a

_ = -1 IOgdil(Z)
Ro(2) = gw(_l)d T

d=(a—

—1
avec Qld ZZ ]+d( ) -d— ]p],zn Comme ‘pjzn’ < Cl( )2(a+r+1)nrrn

=0 j=1
d’apres le Lemme 6, on en déduit pour d > 2a — 1 :

|Qld| < ( (a+r+1 ng.rn Z Z ( )

=0 j5=1

< ey(n)2latrHngrn (d B 1)nd_1 )

d—a
Donc
(a+r+1)n,.rn - (d z—&—l)
[Ru(2)] < ea(mp2etr im0 ~=on log! (2)
d=(a—r)n+a—1
o0 d
S Cg(n)Q(a+T+1)n7“rn log(z)a_l Z (nlogl(z)) ‘
d=(a—r)n ’
: N th1 ¢ o ,
En appliquant I'identité Z Tl (t — z)"e"dz, on obtient
. . 0

d=/+1

ZOO (nlog(z))? <o (0 log(z))(@=""
—_— Z . .
| - — — |
Ml d! ((a —r)n—1)!
Par la formule de Stirling, on en déduit que
(a—r)n
e

(a+r+1)n,rn
R € eafm2em e

. log(z)(a—r)n—i—a—l )
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Finalement

2a+1 r
lim sup | R, (2)|"/" <

m s S o -zlog" " (2) .

6.3 Fin de la démonstration du Théoreme 2

Fixons les réels A et u et le rationnel z = ¢/p > 1. Si A = 0, le Théoreme 2
est démontré (essentiellement par cette méthode, avec r = 0) dans [Re]. On
peut donc supposer que A = 1. Définissons les entiers m ,(2) = d'p" Py ()
et min(2) = dp"P;,(2) pour j € {1,...,a}, ainsi que la combinaison linéaire
a coefficients entiers

la(2) = dpp" (Sn(2) + plog(1/2) Ru(2 ))

= Ton(2 —I—ZWM LIJ 1/2) 4+ M) )

(j—1)!

Notons 6, ,(a) la dimension de I'espace vectoriel engendré sur Q par 1 et les

Llj(l/z)+ulogj(llgz) pour j € {1,...,a}. Le Théoreme 2 découle immédiatement

de la proposition plus précise suivante.
Proposition 5. Si a > r = [a/log*(a)] >. 0, la limite de |(,(2)|"/" eziste
et vérifie

lim [,(2)|Y" = e"ParsD - (30)

n—-—+00
Pour tout j € {0,1,...,a}, on a

1/n < ea2a+r+17,r

lim sup |7, (2)| q . (31)

n—-+o0o

Enfin, pour tout e > 0 il existe un entier ag(e, z), qui dépend de € et de z,
tel que pour tout a > ag(e, z) on ait :

1—¢

> _ - =
O:ula) 2 1 +log(2)

log(a) .

Démonstration de la Proposition 5. Montrons tout d’abord que si a > r =
[a/ 10g2(a)] >, 0, alors

VYa . = limsup |Rn(z)|1/" < lim ]Sn(z)|1/” = Qarz -

n—+o0 n—+00
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On vérifie en effet que, avec r = [a/log?(a)], on a :

Pa,r,z > 1 (CL B T)a_T

. n 4 |
Yoy e3tzrtllog(z)e" rr(r 4 1) — +00 quand  a — +00

On a donc
lim[60(2)]"" = T [dip" S, (2)]M"

n—+o0o
ce qui prouve (30). L’assertion (31) se déduit immédiatement du Lemme 6.

—T.r—a

On peut appliquer le critere de Nesterenko avec a = e%pq,.p < ez~ "r""p

et B = e®2¢t 7 ¢ il vient alors

(a+r+1)log(2) + (r + 1) log(z) + alog(r)
a+ (a+r+1)log(2) + log(q) + rlog(r)

0.pu(a) > (32)
Un développement limité du membre de droite de (32) lorsque a — +o0,
avec r = [a/log®(a)], conclut la démonstration de la Proposition 5.

Remarque : lorsque a et r sont fixés, on montre que lim, .| @q,. = 0
alors que lim,_,| o ¥, = +00. Il semble donc difficile de montrer avec nos
méthodes que les nombres ALi, (1/2) +u1°g:£11§f) sont irrationnels pour z >, 0
quand A et p sont non nuls, bien que ce%a soit vrai quand A = 0 ou pu = 0.
C’est pourquoi nous avons adopté le point de vue inverse en fixant z et en

faisant varier a et r.

7 Démonstration du Théoréme 3

On utilise maintenant les deux fonctions

8. (2) = (2n)1* i (k — n)nsz ot Ry (2) = (2n)! /c (s _zln)nzfsds ’

n! k—1 (k>§n+1 a n! 24 (S)2n+1

ol C est un lacet direct entourant les points —2n, —2n+1,...,0. Le Théoréme 1
(en changeant n en 2n) montre qu’il existe des polynomes P;,, de degré au
plus 2n tels que :

4

Su(2) = Pou(2) + Y Pia(2)Lij(1/2) = O(z""")

J=1



Posons ¢,, = S,,(2) — log(2)R,,(2). Comme Li;(1/2) = log(2), on a :
gn = P07n(2) + P2,n(2>>\2 + P3,n(2>/\3 + P4,n(2)/\4

avec \; = Li;j(1/2) + % . cette combinaison linéaire ne fait pas inter-
venir log(2) puisque A\; = 0. Pour conclure, il suffit donc de déterminer
un dénominateur commun D,, aux rationnels P;,(2) et de montrer qu’on a

0 < liminf | D, 0,|"" < 1.

n—-+o00

Proposition 6. i) Pour tout j € {0, ...4}, on a d3, Pin(2) € Z[2].
ii) On a lirf 15,0 (2)]H/™ s o= B:325073064,

iii) On a lim |R,(2)|Y" as e=%799017432

n—-+o0o
On déduit de cette proposition que dj, est le dénominateur D,, recherché et
que

im |, GV =l |d, ()] R e 08T € 0,1

ce qui prouve le Théoreme 3.

Démonstration de la Proposition 6. i) On écrit

o e (B ()

et on adapte ensuite la technique utilisée au Lemme 5 de [BR], par exemple.
ii) On pourrait utiliser la représentation intégrale de S,,(z) mais nous donnons
ici une démonstration alternative basée sur la seconde démonstration du

2n)* (k —n),
Lemme 3 de [BR]. En appliquant la formule de Stirling a n) : ( 4n) :
nl 25(k)3n41
avec k = xn, x > 1, on montre que
2—$x5$
lim [S,(2)["/" = 28
nilfw| (2)] zell oo (z — 1)* 1z + 2)i@+2)
_ s ~ —8:325073064
(a+2)° ’

olt @ & 1,006316912 est I'unique solution > 1 de s® — 2(s — 1)(s + 2)* = 0,
iii) Par le changement de variables s — —s, on voit que

R.(2) = (—1 ) /C( (5+Dn gy

n!2im Jo (s —2n)3, .4
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ou C est un lacet direct entourant les points 0,1, ...,2n. En suivant [Re], on
peut déformer ce contour de telle sorte que pour tout réel ¢ > 2, on ait

cn—+ioco

Ro(2) — (-1)43’22 / %2%8
(2n)14 C7OOF((3 + i+ DI((s — 2)n)"
n! 2im [(sn+1)°

c—100

= (=1)"n 2"ds .

La formule de Stirling s’étend aux nombres complexes :

I(2) = (2/e)” V2r/z (14 O(1/]2]))
lorsque |arg(z)| < m et on en déduit que

c+100

Ra(2) = 2 a(n) / g(5)m™9ds - (1+ O(1/n))

avec ¢ > 2 quelconque, g(s) = ,/ﬁ, w(s) = (s + 1)log(s + 1) + 4(s —
2)log(s — 2) + slog(2) — 5slog(s) et a(n) telle que lim,,_, o |a(n)|¥/™ = 1.
Nous sommes maintenant en position d’appliquer la méthode du col, dont
nous rappelons le principe ci-dessous. Comme w'(s) = log(s + 1) + 4 log(s —
2) + log(2) — 5log(s), les solutions de 1'équation w'(s) = 0 sont parmi les
solutions de s° — 2(s + 1)(s — 2)* = 0. Cette derniere équation admet une
unique solution réelle § > 2, qui vérifie de facto w'(f) = 0. On a [ =~
11, 31757856 et le réel w”(3) est non nul. L’étude des variations de la fonction
y — Re(w)(S + iy) (& la maniere de [Ri3], page 165) montre que la droite
Re(s) = [ est admissible. On peut donc appliquer la Proposition 7 ci-dessous
et en déduire que

lim |R,(2)|Y" = QBE s @ 9:799017432
n—-+4o0o n (ﬁ _ 2)8 .

Pour conclure ce paragraphe, nous donnons maintenant un des énoncés
possibles de la méthode du col : on se réferera a [Col, pp. 91-94 ou [Di], pp.
279-285 pour plus de détails. Soit w une fonction analytique au voisinage d'un
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point zq et telle que w'(zy) = 0 et w”(20) = |w”(z0)]e"* # 0. Au voisinage de
20, on a w(z) = w(z) + sw"(20)(z — 20)% + O((z — 29)®). Soit L un chemin
passant par zg, et admettant une tangente A en ce point. Notons 6 ’argument
de z — zp, défini modulo 7, pour z € A. Supposons que cos(ag + 26) < 0.
Alors Re(3w”(20)(z — 20)?) < 0 quand z parcourt L, au voisinage de z. La
fonction Re(w(z)) admet donc un maximum local en 2, le long de L. On
dit qu’un chemin L est admissible en z; si les conditions précédentes sont
remplies, et que Re(w(zp)) est le maximum global de Re(w(z)) le long de L.

Proposition 7. Soient g et w deux fonctions analytiques dans un ouvert sim-
plement connexe D du plan. Supposons qu’il existe zy € D tel que w'(zy) =0
et w”(z0) = |w"(z)]e" #£ 0. Si L est un chemin inclus dans D et admissible
en 2y, alors

2T

—iag/2 jnw(zo) | 1 O(1
njw”(z)| c ‘ ( +0( /n)) ’

[ @)z = ig(z0)
L

ou le signe + dépend de lorientation de L. De plus, cette estimation est
encore valable si L est un chemin que l'on peut déformer en un chemin ad-
missible en zy.

8 Représentation intégrale réelle de R,(z2)

Lorsqu’on prend p = 0 = 0 dans le Théoreme 1, on a pour tous réels c et z
tels que c >net 2> 0:

c+100

_ 1)a(n+1) nle
R.(z) = (=1) / ( ' 2%ds .

um s—n)t,

c—100

Aux notations pres®, cette représentation complexe apparait dans [Re] ou
Reyssat montre que pour tout réel w > 0, R,(e") se représente comme la
puissance de convolution R,(e") = ¢:*(w) avec g,(w) = (e — 1)". Dans
[Am], Amoroso remarque qu’au moyen de changements de variables simples

5Nous avons corrigé dans ce paragraphe deux légeres imprécisions dans la version parue
au Journal de mathématiques pures et appliquées, 'une dans I’expression du dénominateur
de l'intégrale complexe et ’autre dans la majoration de la limite de 'intégrale réelle.
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on peut transformer ce produit de convolution en l'intégrale suivante :

Rn(l . Z) _ Za(nJrl)l/ H J

_ S n+1
0,1+~ 3 (1—zxj - 24-1)

d.’L‘j .

En particulier, on en déduit que pour tout z < 1,

a—1 J “
lim [Rp(1 — 2)|/" = |2[0 e =
== e (M2 ) < (B2)'

Jj=1

ou N(z) = |z|/min(1,1 — z). Il serait intéressant de généraliser cette repré-
sentation intégrale au cas ou p et o sont quelconques.

Remerciements : Nous tenons a remercier F. Amoroso, D. Bertrand, P. Grin-
span, S. Khemira et M. Waldschmidt pour leurs commentaires qui ont permis
d’améliorer une précédente version de ce texte.
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