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Polylogarithmes

Pour s € N,
oo o0
LIS(Z) = - F

Liy(z) = —log(1 — 2)

(0 [

Lis(1) = ¢(s)
Li (;) % ~ Liogloy?

24 Li (%) = 4log(2)? — 22 log(2) + 21((3).



Un probléme de Padé général

Soit des entiers n >0, A>1et po >0telsque p+0 < A(n+1)—1.

On veut déterminer des polyndmes Py(z), Po(z) et Pi(z) (1 < k < A) de
degré < n et des fonctions S(z), S(z), R(z) tels que

+Zpk L.k( ) o(zplﬂ>
5(z) = +Z( 1)¥Pi(z) Lix(z) = O(z"T7HY) (1)

2 Jt Iog(z) 1 A(n+1)—p—o—1
=> (1) P( W:0((1_2) ety
k=1 :



Un probleme de Padé général, suite

Théoreme 1 (Fischler-R, 2003)

A constante multiplicative prés, le probléme (1) a une unique solution, et
elle vérifie pour tout z € C tel que |z| > 1,

= (k=p)plk+n+1)s _4
S5(z) = z7",
=2 o,

et, siz ¢]—00,0],

1 [ pstntD), .
RE) = 55z || i, -~

ol C est un lacet entourant les points —n,—n+1,...,0 dans le sens
direct.

La fonction S(z) et les polyndmes se déduisent facilement de S(z).



Cas particuliers

e A=1 p=neto=0: Approximants de Padé diagonaux (usuels) de
Lll(l/Z)

S(z) = Pu(z) Lip (%) + Py(z) = O<zn1+1>-

(k—"n Lk Fx"(1—x)
Z ) /0(27X)n+1dx.

n+

e A=2,p=neto=0: Probleme de Beukers pour ((2).

S(2) = Pa(2) Ly (%) +Pi(z )Lu( )+ Po(z) = 0<Zn1+1)
R(z) = Pr(2)log(z) — P(2) = O((1 — 2)"*Y).
S(1) = P5(1)¢(2) + Po(1).

oo 1
_ nl_Xnnl_y)
k
5(2) _nIE / / T dxdy.
k=1

n —
n+1

On retrouve les suites d'Apéry pour ((2).



Cas particuliers, suite

ep=0c=r-n r=][A/log(A)?], Aimpair, n pair : Infinité d'irrationnels
parmi les {(2k + 1).

S(2) = Pol2) + 3 Pula) L ()= O(ﬂ)

k=1

Pe(z) = (—1)A Dk p(1/2), k> 1.

SA)=Po(1)+ > Pu(1)¢(k), Pa(1)=0, Py(1)=0.
k=3, k impair
S(z) = niA=2r ; (k — rn)E,;(()/;‘j—1 n+ 1)mz—k

C(@rt a1y T (1= x) \" - dxare
/[0,1]A+1<( ) (

nl2r+1 Z*XI"'XA+1)2r+1 Z*Xl"'XA+1)2



Généralisations

e Certains probléemes de Padé admettent une solution explicite et
d’autres (apparemment) pas. Par exemple, personne ne sait résoudre
explicitement le probléeme de Padé (pour un entier s > 2 donné) :

P2 L (1) + Po(z) = 0<znl+1)~

o Nous avons résolu explicitement des généralisations du probléme (1)
qui interpolent entre les problemes de type | et ceux de type Il pour les
polylogarithmes. Elles contiennent le probléme de Beukers pour ¢(3) :
pour tout n > 0,

preti (2) + Aot (1) + o) o )

Ps(z)2Lis G) + Py(2) Lis G) + Po(z) = S(z2) = o(znlﬂ)
P(z) log(z) — P1(z) = O(1 — 2).

5@ =3 5 (TG )e . s)=2pa01) + A

k=1 n+1
On retrouve les suites d'Apéry pour ((3).



Polyzétas

1
C(s1,%2,.--,54) = Z PRV Ek 5122,>1,...,5¢ > 1.
kai>ko>->kg>1 1 2 d

o Il y a 2°=2 polyzétas de poids p =5, + 5o + -+ - + 54.
Z, = le Q-espace vectoriel engendré par les polyzétas de poids p > 2.

Conjecture 1

(7) Pour tout entier p > 2, on a dimg(Z,) = ¢p, otl (cp)n>0 est définie
parcpyz3 =¢cpy1+cp, co=1,ca=0,00=1.

(i) Les espaces Q et Z,, p > 2, sont en somme directe sur Q.

o dimg(Z,) < ¢, = 1,327 (Goncharov, Terasoma, = 2000).

Il'y a ¢, polyzétas de poids p avec s; € {2,3}. lls forment un systeme
générateur de Z, (conjecture d'Hoffman, prouvée par Brown en 2010).

e Conséquence : les nombres 7, ((3),¢(5),¢(7), ..., sont algébriquement
indépendants sur Q. On ne sait méme pas prouver que ¢(3) € Q(v/2).

o dimg(Zs) = 2 équivaut a % ZQ.



Peut-on se dispenser de construire des problemes de Padé 7

o A une dimension, une série 377, Q(k)/(k)2.1, Q € Q[X], se
décompose facilement en Py(1) + ZZ\ZQ Pr(1)¢(k). L'annulation de
certains des Pi(1) est (relativement) facile a démontrer.

o Avec Cresson et Fischler (2008), nous avons montré que toute série

ki, ko, ... k
AC:( ! /§1 a) A Q € Q[X1, X2, ..., Xd]
ki >ky>- - >kyg>1 (kl)n+1(k2)n+1 T (kd)n+1

est une Q—combinai.son linéaire de polyzétas de poids < 27:1 A;. Les
annulations de coefficients sont quasi impossibles a démontrer.

e Nous avons construit avec difficulté des séries multiples s'exprimant
avec peu de polyzétas. Par exemple, pour tout n > 0,

1 1\ (k=€ = n)any1(k 4 £)2n11
2 ) ) 0 o

€ Q+ Q¢(3) + Q¢(5) + Q¢(7) + Q(¢(5,3) — ¢(3,5)).

e Les problemes de Padé permettent le contrble a priori de I'ensemble
des polyzétas et de I'annulation de certains coefficients.



Polylogarithmes multiples
e bj>1,aj€{s,(}. Entre kj et ki1 : 2 est > sia;j =s, et >sia;j =/

Lipops (D)= D d

biybe . yba’
kaZ ko Zka>1 kaky kg

ki
Li@(Z) =1.

s zh 1 5
Lllﬁl(Z) = Z o =5 log(1 — z)

ki>ko>1

. zh . 1
Llfl(z) = Z = Lix(2) + = log(1 — 2)?
k1ko 2
k> ko>1
a1az---ad— 1 S5+
Cobobs = D T Chubnenbs = C(br b2, ba).

b B b
kiZ ko2 2 ka>1 kl k2 kd

e |l existe une fonction poids wf(x) continue sur ]0, 1[, a singularité une
puissance de log(x) en x = 0 et de log(1 — x) en x = 1, et telle que

()= [ 2



Probléme de Sorokin pour ijl

e Pour tout n > 0, il s'agit de résoudre le probleme de Padé :

S(z) = Ps(z) Lis, ( ) + Pa(z) Lit, (%) + Pi(z) Liy (é) + Po(z) = O(Zn1+1>
P3(z) Lir(1 — 2) 4+ P2(z) = O((1 — 2)"™)
P3(z)Li2(1 — z) + P1(z) = O((1 — z)"+1).

Théoreme 2 (Sorokin, 1996)

Pour tout entier n > 0, ce probléme a une solution non-triviale, unique a
constante multiplicative preés.

"1 —x)"y"(1—y)"w"(1—w)"
_ _n+1
=z / / / (2= %) (7 — xyw)" T dxdydw.

S(1) = P3(1)¢z1 + Po(1).

e Conséquence : Irrationalité de Cﬁl = 2¢(3). On retrouve les suites
d'Apéry.




Probléme de Sorokin pour 72
e Pour tous n,r > 0, il s'agit de résoudre le probleme de Padé :

s =3 [, (2) + iy, (3)] + ce

H{2he \ »
k=0

1
= O(m)

S (-1 [Ak(z) Lilsed (1—2)+ Bu(2) Lify 1~ z)}

{1}ok—2j41 {1}ok—2j
k=j

=0(1-2)""), j=

e La condition en z = 1 implique que
B(1)=0, k=0,...,r.

(she 71_2k+2

C{2}k+1 - (2k +3)1°

0,...
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Probleme de Sorokin pour 7, suite

Théoreme 3 (Sorokin, 1996)

Pour tous entiers n,r > 0, ce probléme a une solution non-triviale, unique
a constante multiplicative prés.

r+1

S(z) = /
[0, 1]2r+2 ;

e Conséquence en z =1 : Transcendance de 7.

F(1—=x)"y7(1—y)"
n+1
X1}’1 XJ 1Yj— XJyJ)

dx;dy;.

e La preuve du théoréeme 3 se fait par récurrence sur r > 0. Pour r =0,
ce probléme est exactement le probléme de Beukers sur ((2). On sait
relever les identités intégrales de r a r + 1.



Probleme en poids impair
e Fischler-R (2013) : Pour tous entiers n,r > 0, on veut résoudre le
probleme

RN {esyee (1 fesree (1
5(2) = 3 [ AL, (3) + 8@l (3)
k=0
st} 1 _ 1
+ G2 Liny,, (;)} +0(2) = O( Sy )
ZAk z) Llfgi “(1-2)+Bi(z)=0((1— z)"+1), Jj=0,...,r
Z Ad2)Lif " (1=2)+ G(z2)=0(1—-2)""), j=0,....r

e Pour r =0, c'est le probléme de Sorokin pour ¢(3).
e Les conditions en z = 1 donnent By(1) = C,(1) =0, k=0,...,r

{ts}t
<2{1}12<k+1 - 2<(2k + 3)

S(1) = D(1) + 22Ak(1)§(2k +3).



Probleme en poids impair, suite

Théoreme 4 (Fischler-R, 2013)

Pour tous entiers n,r > 0, ce probleme a une solution non-triviale, unique
a constante multiplicative prés.

S(z) = 2\

r+1
u(()r+1)(n+1)71(1 _ Uo)n H ((Uj\/j)(’71+2)(n+1)71(1 _ Uj)n(l _ Vj)n)
/ I dudv
papr+s T nt1 n+1 .
H((zfuoulvlu-uj,lvj,luj) (z— wounvi---ujv)"™)

j=1

e On dérive n + 1 fois S(z). A I'aide des conditions en z = 1 puis grace
au changement de variable z — 1 — z, on tombe sur le probleme de Padé
de Sorokin pour 72 de niveau r.

e Conséquences : Irrationalité de ¢(3) (r = 0). Ce probleme ne permet
pas de montrer qu'il y a une infinité de ((2k + 1) irrationnels. On obtient
cependant une nouvelle preuve de la conjecture de Vasilyev (1996).



Démonstration du théoreme 4 pour r =0
e On résout le probleme de Sorokin pour C£,1 grace a celui de Beukers
pour ¢(2).
. 1 . 1 1
S(z) = An(z) Lis, (;) + Bo(2) Li 4 (Z) + Go(2) Liy ( ) + Dy(z) = o(ﬁ)
U(z) = Ba(z) + An(2) L (1 — 2) = O((1 — 2)"™)
V(z) = Ci(z) + An(2) Lio(1 — 2) = O((1 — z)"“).
e Les fonctions poids
wg’l(x) = Lip(1 — x) + Liy(x) Liz (1 — x), wfl(x) = Lii(x), wi(x)=1
sont holomorphes en x = 0. Noter que wj ;(x) = ¢(2) — Liz(x).
e Conséquences :
V(2) + U(2) Lir(2) = An(2)w3 1(2) + Ba(2)wy 1(2) + Ca(2)wn(2)
est holomorphe en z =0 et

S(2) = /0 V(x) + U(x) Lii(x) dx.

zZ—X




e Une fonction poids se dérive comme le polylogarithme multiple qu’elle
représente. Ici

St --htio, 2(us (3)) -Luta ()

) = a0 (W (5)) = 750 ()

e Conséquences :
Aonir(z) 4 /1 Boniai(2) . 1
(1) () — _ "2nt1le) .0 (2 _ Pentif) -
s (2) = L 1(z)+ — z)ntl Liz (z)

zn+1(1 _ z)n+1 1,
Con 1
+ 2+—1(Z) _ O()
Zn+1(1 _ Z)n+1 Z2n+2

et

‘§2n+1(z)
Z01(1 = Z)mt

’ZZn—O—l(Z)

(V(2) + U ()" = s

Lil(Z) —|—

o U(z) et V(z) = O((1 — 2)"*1) donc (1 — z)™*! divise Agpy1(2) et
Bant1(2).



e Donc

zn+15(n+1)(z) — A o(z )|_|11 (1)+B (z) Liy (i)Jr(fz_"Jj)(,,er)l = O<Zn1+1)

et

2"(V(z2) + U(z) Lin(2)) ™) = An(2) Lis(2) + Ba(z) = O(z"1).

e Ona

S (z) = ¢, /1 V(x) + U(x) Liz(x) d.
0

(z — x)rt2

Les conditions en z = 1 assurent que S("1)(z) a au plus une singularité
du type log(1 — z)? en z = 1. Donc (1 — z)"*! divise aussi Copi1(2).

e Finalement z"*1S("1)(z) et 2"+ (V(z2) + U(z) Lil(z))("H) donnent le
probleme de Padé suivant

An(z)LiE (é) + Bo(2)Lix G) +Co(z) = o<2n1+1>
An(2) Lir(2) 4+ Bn(z) = O(z").



e Remarquons que

()= () () )

Li1(1 — z) = —log(2).

e En changeant z en 1 — z, le probleme précédent devient donc

A(2) Lis (;) + By(2) Lin (%) +Colz) = o<zn1+1)
A (2)log(2) — Bu(2) = O((1 — 2)"™).

e C'est le probléme de Beukers pour ¢(2), donc

_ n n _ n+1
S(n+1)(1 _ Z) _ \—n— 1/ / 1 X (1 }/) dxdy.

(z— xy)”+1

e Un opérateur de primitivation itérée, de type Riemann-Liouville, montre

(1= x)"y"(1— y)"w"(1— w)"
_ _n+1
— [ [ D e




Une nouvelle preuve de la conjecture de Vasilyev
e En 1996, Vasilyev a conjecturé que, pour d > 3 impair,

B I (1 —x)"
Y= /[0,1]d Qa(x1, - - ,Xd)”+1dXJ € Q+Q¢(3) +Q¢(5) + -+ +Qc(d)

ol Qi(x1) =1—xp et
Qd(le"'aXd):]-_Qd—l(xlv"'vxd—l)x(h d22
=1-(1-(--1—-(1Q—x1)x2 " )Xd—1)Xd-

e En faisant z =1 dans le théoreme 4, on obtient une nouvelle preuve de
cette conjecture, la premiere étant due a Zudilin en 2001. Pour cela, on
utilise des changements de variables obtenus en 2001 par Fischler.

e Lorsque d = 3, il s'agit de démontrer que J3 = Sp(1), c'est-a-dire

X)n n(l y)n n(l _ z)
/ / / (1 (1—x)y)z )n+1 dxdydz
1 pl Xn 1-— (1 _ }/)"Z"(l . Z)”
o Jo Jo (1= xy)™ (1 — xyz)"1 dxdydz.




