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E et G -fonctions

On fixe un plongement de Q dans C. On note O l’anneau des entiers
de Q.

Définition 1
Une E-fonction est une série entière F (z) =

∑∞
n=0

An

n! z
n ∈ Q[[z ]] telle

qu’il existe C > 0 vérifiant :

(i) F (z) vérifie une équation différentielle linéaire à coefficients dans
Q(z).

(ii) Pour tout σ ∈ Gal(Q/Q) et tout n ≥ 0, |σ(An)| ≤ C n+1.

(iii) Il existe une suite d’entiers rationnels Dn 6= 0, avec |Dn| ≤ C n+1, tels
que DnAm ∈ O pour tout m ≤ n.

Une série entière
∑∞

n=0 Anz
n est une G -fonction ssi

∑∞
n=0

An

n! z
n est une

E -fonction.



Propriétés des E et G -fonctions
• Une G -fonction est holomorphe en z = 0 mais est non entière (sauf si
polynomiale).

L’ensemble des G -fonctions forme un anneau stable par d
dz et

∫ z

0
. Il

contient les fonctions algébriques / Q(z) holomorphes en z = 0,

∞∑
n=0

( n∑
k=0

(
n

k

)(
k + n

k

))
zn

et les polylogarithmes
∑∞

n=1
zn

ns .

• Une E -fonction est une fonction entière, transcendante sur / C(z)
(sauf si polynomiale).

L’ensemble des E -fonctions est un anneau stable par d
dz et

∫ z

0
. Il contient

les fonctions exponentielle et de Bessel,

∞∑
n=0

( n∑
k=0

(
n

k

)(
k + n

k

))zn
n!

L’intersection de ces deux ensembles est réduite à Q[z ].



Le théorème d’André-Chudnovsky-Katz, G -opérateurs

Étant donnée une G -fonction F (z), soit un opérateur différentiel
M ∈ Q[z , d

dz ] \ {0} tel que MF = 0 et dont l’ordre η est minimal pour F .

Notons ξ1, . . . , ξp les singularités finies de M.

• M est fuchsien, avec des exposants rationnels en tout ξj et à ∞.

• Dans C privé de coupures d’origines les ξj , en tout z = ξ ∈ Q, M a une
base locale de solutions F`(z) de la forme

F`(z) =

η∑
j=1

(∑
s∈S

∑
k∈K

αj,s,k,` log(z−ξ)s(z−ξ)k
)
Gj,ξ(z−ξ), ` = 1, . . . , η

où S ⊂ N et K ⊂ Q sont finis, αj,s,k,` ∈ Q.

Les Gj,ξ(z) ∈ Q[[z ]] sont des G -fonctions.

• Si ξ =∞, le même résultat a lieu en remplaçant z − ξ par 1/z .

M est un G -opérateur.



E -opérateurs

Définition 2 (André, 2000)
Un opérateur différentiel L ∈ Q[x , d

dx ] est un E-opérateur si l’opérateur

L̂ ∈ Q[z , d
dz ] obtenu à partir de L en changeant formellement

x → − d

dz
,

d

dx
→ z

est un G-opérateur. L̂ est le transformé de Fourier-Laplace de L.

Motivation. Étant donnée une E -fonction F (x) =
∑∞

n=0
An

n! x
n, il existe

un E -opérateur L (d’ordre µ) tel que LF (x) = 0. Posons

g(z) =

∫ ∞
0

F (x)e−xzdx =
∞∑
n=0

An

zn+1
(Transformée de Laplace de E ).

Alors (( d

dz

)µ
◦ L̂
)
g(z) = 0.



Exemple
Soit L = x( d

dx )2 − (6x − 1) d
dx + (x − 3).

L̂ = − d

dz
z2 −

(
− 6

d

dz
− 1
)
z +

(
− d

dz
− 3
)

La G -fonction u(z) = 1√
1−6z+z2

est solution de L̂ = 0.

L̂ est minimal pour u, donc L̂ est un G -opérateur et L est un E -opérateur.

Une solution de L = 0 est la E -fonction

F (x) =
∞∑
k=0

1

k!

( k∑
j=0

(
k

j

)(
k + j

j

))
xk .

∫ ∞
0

F (x)e−zxdx =
∞∑
k=0

( k∑
j=0

(
k

j

)(
k + j

j

)) 1

zk+1
=

1

z
u
(1

z

)
.

L̂

(
1

z
u
(1

z

))
= 0.



Base de solutions d’un E -opérateur en z = 0

Théorème 1 (André, 2000)

(i) Un E-opérateur a au plus 0 et ∞ comme singularités : 0 est régulier
et ∞ irrégulier.

(ii) Un E-opérateur L d’ordre µ a une base de solutions F`(z) en z = 0
de la forme

F`(z) =

µ∑
j=1

(∑
s∈S

∑
k∈K

ψj,s,k,`z
s log(z)k

)
Ej(z), ` = 1, . . . , µ

où S ⊂ Q,K ⊂ N sont finis, ψj,s,k,` ∈ Q et les Ej(z) sont des
E-fonctions.



Solutions holomorphes des E -opérateurs

Théorème 2 (R-Roques, 2016)
Soit L ∈ Q[z , d

dz ] un E-opérateur d’ordre µ avec une base sur C de
solutions holomorphes en z = 0.

Alors L a une base sur C de solutions de la forme

P1(z)eβ1z + · · ·+ P`(z)eβ`z

pour un entier ` ≤ µ, des βj dans Q∗, et des Pj(z) dans Q[z ].

Bertrand a donné deux preuves du théorème de Siegel-Shidlovsky au
moyen de la méthode des déterminants d’interpolation de Laurent.

Une des deux preuves fonctionne sous l’hypothèse que les solutions du
E -opérateur sous-jacent sont holomorphes en z = 0.

Il a alors observé que “cette hypothèse n’est en pratique vérifiée que dans
le cas du théorème de Lindemann-Weierstrass”, i.e. de l’indépendance
algébrique sur Q des exponentielles de nombres algbriques indépendants
sur Q.



Preuve du théorème 2

O est l’anneau des entiers de Q.

Proposition 1
Soit L =

∑µ
j=0 Aj(z)

(
d
dz

)j ∈ Q[z , d
dz ] avec Aµ(z) 6= 0. Soit

F (z − α) =
∞∑
n=0

un
n!

(z − α)n ∈ Q[[z − α]]

une solution locale de L = 0 en z = α ∈ Q tel que Aµ(α) 6= 0.

Soit Dn ≥ 1 le plus petit entier tel que Dnu0,Dnu1, . . . ,Dnun ∈ O.

Alors il existe un entier ∆ ≥ 1 tel que Dn divise ∆n+1.

En multipliant L par un entier rationnel convenable, on suppose sans
perte de généralité que

A0(z),A1(z), . . . ,Aµ(z) ∈ O[z ].



Soit α ∈ Q tel que Aµ(α) 6= 0. Le vecteur

Y (z) = t
(
F (z − α),F ′(z − α), . . . ,F (µ−1)(z − α)

)
vérifie Y ′(z) = C (z)Y (z) où

C (z) =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1

− A0

Aµ
− A1

Aµ
· · · · · · −Aµ−1

Aµ

 ∈ Mµ(Q(z)).

Définissons C0(z) = Iµ et Cn+1(z) = Cn(z)C (z) + d
dzCn(z).

Cn(z) = 1
Aµ(z)n

C̃n(z) avec C̃n(z) ∈ Mµ(O[z ]).

Les degrés des coefficients de C̃n(z) sont ≤ Bn pour un certain entier B.

Soit u et v ∈ N∗ tel que uα ∈ O et v
Aµ(α)

∈ O.



Alors

uBnvnCn(α) =
uBnvnC̃n(α)

Aµ(α)n
∈ Mµ(O).

Par ailleurs

Y (z) =

( ∞∑
n=0

Cn(α)

n!
(z − α)n

)
Y (α).

Soit w ∈ N∗ tel que les composantes de wY (α) soient dans O. Alors le
n-ième coefficient de Taylor de chaque composante de Y (z), dont
F (z − α), est dans

1

n!w(uBv)n
O.

On peut prendre Dn = w(uBv)n et ∆ = ppcm(w , uBv).

Conséquence. En tout α ∈ Q∗, notre E -opérateur L “spécial” a une
base de solutions F1(z −α), . . . ,Fµ(z −α) telle que chaque Fj(z) est une
E -fonction.

Posons F1(z) =
∑∞

n=0
An

n! z
n. Alors G (z) :=

∑∞
n=0

An

zn+1 est une G -fonction
(en 1/z).

Il suffit de montrer que G (z) ∈ Q(z).



De L
(
F (z − α)

)
= 0, on déduit que

L̂
(
e−αzG (z)

)
= e−αzP(z), P(z) ∈ Q[z ].

Notons S l’ensemble des singularités de G dans P1(C).

Soit [γ] ∈ π1(P1(C) \ S , z0) et [γ]G le prolongement analytique de G le
long de [γ]. Alors

[γ]G (z)− G (z) = eαzϕ(z)

où ϕ est solution de L̂ = 0.

Supposons que ϕ 6= 0.

L̂ est un G -opérateur, donc fuchsien. Ainsi ϕ a une croissance modérée à
∞. Comme α 6= 0, eαzϕ(z) a donc croissance exponentielle à ∞ dans
une certaine direction.

Mais G est une G -fonction donc elle a croissance modérée au voisinage
de chaque s ∈ S . Il en est de même pour [γ]G − G , en particulier à ∞.

Contradiction.

Donc [γ]G = G : la monodromie de G est triviale. G (z) ∈ Q(z).


