LE CRIBLE DE HAWKINS

MOHAMED AZIZ ZEROUAL

1. INTRODUCTION

On s’intéresse ici a 'étude de la stabilité des théoremes concernant la théorie des
nombres premiers. Cette stabilité concerne l'existence ou non de ces théoremes si on
perturbe la définition initiale des nombres premiers; Si on modifie la liste des nombres
premiers généré par le crible d’Eratosthéne, on obtient une nouvelle liste de nombres qui
partagent plusieurs propriétés avec ceux du crible. En 1958, David Hawkins a modélisé
cette perturbation par le processus stochastique suivant : On désigne par S; 1'ensemble
des nombres entiers strictement supérieurs a 1, soit :

Sy ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13,14, 15,16, 17, 18,19, 20, ...}.

Ly

On pose Si(1) = 2. S5 est formée a partir de S; en éliminant ses éléments avec une
probabilité de % Soit la possibilité suivante :
S =42,3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...}.
Chaque élément de S5 qui est strictement supérieur a 3, sera supprimé avec une probabilité
égale a 1/3. Un résultat possible est
S= 1281, 11,316,017, .. )
Pour former Sy, tout élément de Ss, qui est strictement supérieur a 7, sera supprimé avec
une probabilité égale a 1/7. S serait de la forme
Sy =1{2,3,7,11,17..}.
Généralement, si S, est I'ensemble des entiers a I'étape n du processus, avec S, (n) = k,

Sp4+1 est produite en supprimant les éléments de S, qui sont strictement supérieur a k
avec une probabilité égale a % L’ensemble S des nombres générée par ce processus vérifie

donc :
Si= U S;
=1

= {ha, ha, hg, hy, ...}

ou h; désigne le i-eme nombre premier aléatoire de Hawkins.

2. LA CONSTRUCTION DE WUNDERLICH

Wunderlich [1] a construit une suite P, d’espaces probabilistes qui émulent le processus
stochastique précédent. Il a proposé une autre facon de modéliser ce crible. On va
expliquer ceci dans cette partie. X dénote 'espace des suites d’entiers strictement
supérieurs a 1, soit X = {2,3,4,...}". On va définir un ensemble d’éléments, sur lequel
on pourra introduire une mesure de probabilité.

Définition 1. Un sous-ensemble E de X est dit un ensemble élémentaire de suites, ou
simplement un ensemble élémentaire s’il existe une suite finie d’éléments de X, notée
{{a1,as,....ax}}, et un entier n qui vérifie n > ay. tel que e € E si et seulement si :

ey i= 8MN{2, 3,1 — L} = {{u, 80, .0k } }-
On dit que n est 'ordre de E. Un élément e de l'ensemble E est noté :
e = (ay,ay, ...,ap;n) = (a;n).
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On désigne par ( ; n) l'ensemble des suites d’éléments strictement supérieurs an. On a
alors X = ( ;2). E désigne la classe des ensembles élémentaires.

On introduit d'une facon récursive une fonction sur E. Le fait de prouver que cette
fonction est bien une mesure va occuper le reste de la partie.

Définition 2. On note p une fonction a valeurs réelles sur E, vérifiant les propriélés
suivantes :

k
=1
£ 1
g""((al!a‘?? s Qg3 1)) = ru'((a'l'.'a'Z? "'101’6;??‘)) o= H (1 - _) )
i=1

ou ay # n.

Définition 3. On dit que w est un ensemble ultimement arbitraire si pour tout v de W
oty = {{r1,--.7Tx}} et =7 N {2,3,...,n—1}, Uensemble élémentaire (ry,...,Tx;n) est
contenu dans W. On dit que n est l'ordre de l'ensemble ultimement arbitraire. W est la
classe de tous les ensembles ultimement arbitraires.

Lemme 1. W est un clan de sous-ensembles de E.

L’ensemble X est ultimement arbitraire.
Soit w un élément de W, soit n 'ordre de w, ay, as...,a, sont les éléments de 'ensemble
de toutes les suites distinctes de la forme {{ai,...,ar}} ou (ai,...,ar;n) s’étend a tout

I'ensemble W, alors :
k

W= U(a,.!-_,-n,);
i=1

en d’autres termes, chaque w peut étre représenté par une union finie d’ensembles
élémentaires disjoints. D’apfrﬁc‘gs la définition 3, toute union finie d’ensembles élémentaires
est ultimement arbitraire. W est alors stable par union finie. Soit maintenant E; et FE;
deux éléments de Ej montrons que F; — F; est dans W. On distingue trois cas ; F; C Ej,
E; C E; ou E; N E; = (). Pour ceci on ne considére que le cas E; C E;. E; s’exprime
comme union de tous les ensembles élémentaires contenus dans F;, ayant le méme niveau
dans I'arbre binaire modélisant le crible que celui de F;. E; — E; est alors cette méme
union moins 'ensemble E;. Ceci termine alors la preuve du lemme 1.

Proposition 1. La fonction p est finiment additive sur W. Sion pose
k
A=Jm,
i=1

- N k
out A€ FetVi € [1,k],T; € E tel que (T; = 0.

i=1

k
On a alors : pu(A) = > u(T;).
i=1

Montrons la proposition par récurrence sur le nombre k de sous-ensembles élémentaires.
Pour k =1ona: A=T;. Donc, on a: pu(A) = pu(Ty). Soit k > 1, supposons que la
proposition est vraie pour tout ensemble élémentaire d’ordre k tel que & < p. Considérant
I’'ensemble A tel que :

p
A=\ )T
=1

==



Puisque le cardinal des ensembles T; est fini, et d’aprés la construction des ensembles
élémentaires, deux de ces ensembles sont des feuilles d'un méme nceud. Sans perte de
généralité, quitte a réordonner les T;, on peut supposer qu’il s’agit de 7}, 1 et 7,,. On
désigne par M le nceud. On a alors : M =T, ; UT,. Ou encore :

p
A= |G =Tl T U Ty 6T,
i=1

On conclut par récurrence la proposition 1. A partir de la définition 2, la valeur de la
mesure de I'ensemble élémentaire a I'étape n + 1 du crible dépend de l'existence ou non
de 'entier n dans cet ensemble élémentaire. Ainsi, p est définie de facon récursive pour
tout élément de E.

Pour une meilleure assimilation de la définition 2, on peut voir le déroulement du crible
de Hawkins comme un arbre binaire; la racine de cet arbre est 1’ensemble élémentaire
(2;3). Initialement, on a X = (2;3). p vaut alors 1. Cet ensemble est divisé en deux
sous-ensembles élémentaires, un premier ensemble contenant 3, (2,3;4), de mesure y =
1 (1 - %) = % Et un second ensemble qui ne contient pas 3, (2;4), de méme mesure %
Chaque ensemble élémentaire est divisé a son tour en deux ensembles, celui qui contient
4, (2, (13? 4, 5),1 de 111?5111‘0 p= %(1 — -12—)(1 — é)zé Et celui qui ne contient pas 4, de mesure
p = (1 —3) = 3. Et ainsi de suite. Généralement, chaque nceud de I'arbre binaire
est un ensemble élémentaire de la forme (ay,...,ax;n) qui est divisé en deux ensembles
élémentaires en fonction de l'existence ou non de I'entier n dans 'ensemble élémentaire
résultant. Les quatre premieres étapes du crible sont représentées par l'arbre binaire
suivant :

X=(2;3)
p=1
P
(2,34} 24)
p=12 =Lz
r’/
(2,34:5) (2,35) (2,45) (2;5)
p=16 p=13 p=v4 p=r4 _
2| | 38 %o | |28 o8| |Ca| (o3
] s nL o . ey “‘-q
R a4 |34 |t
AWANAYA AWAWA
AN LA S AW

Soit B un nceud de la forme (aq,...,ax;n): B est divisé en deux sous-ensembles
élémentaires By et Bs, I'un contient I'élément n, et I'autre non. On suppose sans perte
de généralité que By contient n.

L’entier n pourrait étre supprimer a chaque étape ¢ du processus avec une probabilité
égale a i C’est-a-dire que <la probabilité conditionnelles> pour que l'entier n reste a

I'étape k est égale a J], (1 - a%) '



On conclut par la suite que :

u(By) = u(B)}j (1 - ai) |

u(B) —u(8) (1-T] (1-3)

i=1

Proposition 2. La fonction p est une pré-mesure sur W. Elle s’étend en une mesure
unique sur la tribu engendrée par W.

On prouve initialement que la fonction g est une pré-mesure sur w puis on utilise le
théoreme d’extension de Carathéodory, dont on rappelle I'énoncé : Toute mesure sur un
clan admet au moins un prolongement a la tribu engendrée par ce clan. Si la mesure est
o ﬁme sur le clan, ce prolongement est unique, pour étendre p a la tribu engendrée par
W, Chaque élément w de w peut éetre représenté sous forme d’une réunion disjointe et
finie d’ensembles élémentaires, soit alors :

k
o=
=1

Le fait de considérer que

i=1
implique
k 00
Uewi =Ur
i=1 i=1

Le principe des tiroirs nous permet de dire qu'au moins ['un des ensembles w; contient
une réunion dénombrable d’ensembles élémentaires disjoints. Or, si E est un ensemble
élémentaire, Fy, Fs... est une suite infinie d’ensembles élémentaires disjoints contenu dans
E, alors il existe une suite o € E' qui n’est pas contenu dans |J i Ej;. Ceci nous permet de
dire que p est bien une pré-mesure sur W. Le théoreme de Carathéodory nous permet
d’étendre p a la tribu engendrée par W. Puisque p est o-finie car u(X) = 1, on a donc
bien construit une probabilité sur W et elle est unique.

Le but de la suite de 'article est d’utiliser la modélisation probabiliste précédente pour
montrer les théoremes suivants.

3. LES THEOREMES ASYMPTOTIQUES SUR LES NOMBRES DE HAWKINS

On définit deux suites de variables aléatoires sur 'ensemble X.

Définition 4. Soit n > 2, a € X tel que a := {{ay, ...ar}}, avec ap < n.
Définissons les variables aléatoires x,(av) et hy, () :



Pour chaque ensemble élémentaire A,,, z,(a) et h,(«) ont les mémes valeurs; en
considérant 3, et 7, deux éléments différents d'un ensemble élémentaire A, ils seront
constitués exactement des meémes éléments, la seule différence portera sur leurs ordres.
C’est pourquoi on va employer la notation x(A,,) et h(A,) pour désigner ces deux variables
aléatoires. On pose :

\_ ) zala) sin € a
a(a) = { 1 —x,(a) sinon.

Théoréme 1. Soit ¥»(n) une fonction qui tend vers +o0o quand n est assez grand, et qui
est de plus égale a o(In(n)). Alors on a :

" {a € X : |hn(a) — E[h]| < ”‘w(”)} >1-0 (%) =1+ o(n).

In(n)? (n)?

Le théoreme 1 prouve la convergence de h,(a) vers E[h, ()] au sens de la loi faible des
grands nombres. On va montrer au passage que :

Elh,] = ]11(:&) " In(n)? fi (W) ‘

Théoréme 2. Pour tout entier naturel n, f,(«) désigne une suite de variables
aléatoires définies sur X, d’espérance E[f,] et de variance V'[f,]. Soit a un élément d’'un
ensemble élémentaire quelconque. De plus, on pose : V(n) := O(V[f.]) R(n):= M‘;’((}f}

On suppose que ces fonctions vérifient les propriétés suivantes :

() Jm | o g =2

(b) R(n) est monotone non croissante, et vérifie :

k=1 k

(¢) La suite (fn(a))nen est monotone pour toute suite o de 'ensemble X, Alors f,(«)
converge presque surement vers E(f,) sur X.

Le théoréme 2 admet le corollaire suivant.

Corollaire 3. Presque toute suite o de l'ensemble X satisfait :

In

SL) hn(a) converge presque siirement vers 1.

In(n)z,(a) converge presque sirement vers 1.

Le corollaire 3 découle directement du théoreme 2. En posant f,(a) = z,(«) et en
utilisant la proposition 3, on trouve ’équivalent de z,,. De méme, pour h,(a) = f.(«@), et
en utilisant E[h,], on obtient ’équivalent de h,,.

Le premier résultat du corollaire 3 est un analogue probabiliste du théoreme des nombres
premiers et le second résultat est un analogue du théoreme de Mertens, ce dernier fournit
une constante différente, e au lieu de 1.

4. PROPRIETES DES VARIABLES ALEATOIRES x, ET h,

Lemme 2. Soit A,, un ensemble élémentaire de X d’ordre n > 3. Pour toute suite o de
A,, on a

Pour n =3, On a A3 = X. Avec la convention que le produit vaut 1 si n = 3, et le fait
que p(X) =1, on conclut que:

u(Asz) = {;-(X) = 1.



Soit n > 3, supposons que pour A, on a :

n—1

w(An) = [T 2(a),

=3

Et montrons que pour un ensemble élémentaire d’ordre n + 1 :
n
#(Anin) =[] zi(a).
=3

11 suffit de faire une simple disjonction des cas. Soit @ un élément de A, ;.
Sin € a, ce qui est équivalent a dire que
a = (ay,...,ag,m;n+ 1),

alors en utilisant la définition 2, on a :

) = (A TT (1= 1),

i=1

En exprimant ce produit avec une indexation qui utilise «, on obtient :

) = (a0 T (1= 1) = nlAu)on (@)

aeso
a<n

Soit alors :

n—1

w(Ane) =[] zi(@)za(@)
=3
T
= || z(e).
=3
Supposons désormais que n ¢ a. Ceci revient a dire que tout élément o de A,,1; est de
la forme :
a = (ag,...,ap;n~+1).

En utilisant la définition 2, on a alors :

w(An) = u(4a) [ 1-]] (1 - é)

= u(A,)(1 — ;B-,i(fi))

=TT @)zt
j=3

= Zj(a)-
j=3

Ce qui acheve la preuve du lemme 2.

Lemme 3. Soit C,, l'ensemble de tous les ensembles élémentaires contenant n. On a :

w(Cy) = Z: p(Bp)x(B,),

e

ou la sommation porte sur tous les ensembles élémentaires B,, d’ordre n. De plus, on a :

;{L(Cn) = E[Tn] = f Ty, dp.
X



En effet, soit o un élément d'un ensemble élémentaire A,,, on a :
1
P(n€a)= H (1 == a) =1, (o).
a<n, aco

On déduit alors que :
u(C,) = Elz,),
L’espérance de x, s’exprime en fonction des ensembles élémentaires d’ordre n de la
facon suivante :

Elzn] =) p(Ba)z(By).
B

On déduit alors le lemme 3.

4.1. Moments des variables aléatoires. On montre une expression récursive du k-eme
moment de la variable aléatoire x,.

Lemme 4. Pour tout k € Z, et tout n > 2, on a:

k
E[$ﬁ+1] = Z (,U..(Bn_)(l — ‘B(Bn))ib"k(Bﬂ) + ;.L(Bn).’r-k—'—l(Bn) (1 . 1) ) )

T
B-u
Soit 8 un élément quelconque d’un ensemble élémentaire B, .1 d'ordre n + 1, on a :
(1) Elzt l= Y w(Bur)?* (Bay) + D (Bus1)2*(Basr)-
Bn+l _.”-E,B B‘ra+'l. ,néﬁ

I1 faut donc trouver une relation entre les ensembles élémentaires d’ordre n + 1 et ceux
d’ordre n. Pour ceci, on utilise la définition 2 par disjonction des cas.
Supposons que n € 3, en d’autre termes

B = (b1,by,....;bp,n;m + 1).

On a alors :
ﬂ(Bn—l—l) = #‘(Bn)m(Bn)5

#(Ban) = [] (1_3

On a alors :

S M) (Brr) = S Ba)al) (a(5) (1- %D

Bhiines B,
1\ *

- Z w(By)z*(B,) (1 — H) :

B

Supposons désormais que n ¢ 3, ce qui revient a dire que :

8= (Gq, sy gy T 1)
D’une part, en utilisant la définition 2, on a :
P"(B'n+1) = ,L.*,(B.”,)(l - $(B.”)).
D’autre part, puisque n ¢ 3, alors :
I(Bn.-{—l) - x(BH)'

i



La deuxieme somme de I'expression (1) vaut alors :
Y i(Bus)2(Bur) = ) p(Ba)(1 — 2(Bn))z"(B).
Bn.+i ,-n-e.'ﬂ B??

Finalement, on regroupe les deux sommes pour en déduire 'expression générale de E[zF . ].
Ce qui termine la preuve du lemme 4.

Proposition 3. Pour tout entier k € N, le moment d’ordre k de la variable aléatoire x,,
vérifie :

" 1 1
(2) Elz;] = lnk(n) +0 (m) 5

(3) E[z;*] = In*(n) + O(In*}(n)).

T

On procede par récurrence sur 'entier k, on prouve les deux formules simultanément.
Pour k£ =1,
En développant le résultat du lemme 4, on a :

(4) Elzk, ] —E[zf] = ((1 _ %)k _ 1) E[z*H].

De plus E[z5] = 1. Dans la relation (4), on pose k = —1, on somme de 2 4 n — 1 et on
utilise le développement asymptotique de la somme partielle de la série harmonique pour
aboutir a :

n—2

(5) Bl =1+
k=1
(6) =In(n)+v+14+0 (%) ;

La relation (6) acheve la preuve de (3) pour k = 1.
On remplace maintenant & par 1 dans la relation (4), on a :

Elz,1] — Elz,] = —%E[:gi].

Done :

1 B 1 - 'R-EZ(-T?L) - i k&
(7) Elr,y1] Elz,] - [ E(z3) E(n)] .

On utilise ensuite 'inégalité de Cauchy-Schwarz, dont on rappelle 'énoncé : St X et Y
sont deux variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2, alors on a :

[E(XY)| < VE(X?)E(Y?).
k-1 k41
En appliquant cette inégalité aux variables aléatoires positives r,° et z,> . On a :

(8) Bz B, ™) > E*(xy).

T

Toujours en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
9) E[z2] > E*(z,).
En utilisant (8), 'égalité (7) permet de conclure que

1 1 1 1
Elzp] Elz,] " n—E(z, " n
En sommant les deux membres de I'inégalité (10) de 2 a n — 1, et en utilisant une seconde
fois le développement asymptotique de la somme partielle de la série harmonique, on a :

(11) E1(22) > In(n) +7+ O (1) .

(10)



Toujours d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a: E~(x,)E(x,) > 1. En utilisant (5):
1 1
E(z,) 2 =
(2n) E-Yz,) Inn)+~y+1+0 (%)
On obtient done un encadrement de E(x,). En effet,
1
In(n) +v+1+0 (%)

<E(z,) < :
< E(zn) In(n) +v+ O (3)

C’est a dire :
1 1
< C'n. < 3
Bwrrrico@ MYt em o

puisque u(C,) = E(z,).

: <In(n)u(C,) < 1

+1 '
L+ 1:1(?1} +0 (nln{ﬂ}) 1+ F;Y?) +0 (nln(n})

Ce qui acheve la preuve de (2) pour le cas k = 1.
Soit k& > 2 et supposons que :

{]E[x k) = In*- l(n)+O( h 2(n))

Nous allons montrer que :

{E[m-;ﬂ — In(n) + O(In*~ (n))

£ " 1 1
E[J:”] - ln:c'(n) + O In:'+1(n}

En utilisant (4), le fait que (1 4+ 2)" ~ 1+ rz + o(2?) ou encore
x—+0

k
i (141) s 1etvo(L).
T n—++40a n n

et les hypotheses de récurrence, on obtient :

Blent) - Bl = (5 +0 () ) Bl

n

) | (),

n n
En sommant cette expression de 2 a n—1 et en utilisant I’équivalent de la série harmonique,
on termine la preuve de (3) par récurrence.

En utilisant la relation (4) et le développement asymptotique (12), on obtient :

1 1 [ Elek,,[Elt] ]

T

Efck,.]  E@f  Ele}] - Efk,]
E%J—({HNﬂDMﬁﬂMﬁqq.

(% +0 () ElzkH]

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la positivité de 'espérance implique :

11 E+o(%)
Eer,,] E@f ~ E@hi]

Les hypotheses de récurrence entrainent :

1 1 k. . ;

_ > ZIn*n In*=2(n)).

Bt Ef =a> W TOTw)
9




En sommant de 2 & n — 1, on obtient donc :

E[i"‘] > In*(n) + O(In*~(n)).

T

(13)

Un raisonnement similaire & celui utilisé pour trouver la relation (3), I'inégalité (13), et
la relation E[z*|E[z;*] > 1, nous permet de déduire (2) par récurrence. Ceci termine la
preuve de la proposition 3.

On cherche maintenant a trouver une autre expression du moment d’ordre &k de la
variable aléatoire x,,.
Remarquons que pour deux réels non nuls M et z, on a :

1
()

or puisqu’on sait que : Pour tout réel x €] — 1, 1], on a:

Mz =

n—1
1 ; il
— pd
1—u —Zr +1—:1:'
i=1
Done :
-1 }
(™t =My oo(z7t — M)
14 R -1 -1 —_

En posant M = M, = E[z.'], * = z,, en utilisant E[z,] = Jx r, dy, et en intégrant
I'équation (14) sur X on obtient :

-2 j
1 Bl — M) (Blan(an! — M)
" . N . i T - T
(15) Elan] = 37+ JZ:;( V=7t M? .

Utilisons maintenant la formule du multinéme de Newton. En considérant m nombres

réels, on a
m ™ T
T o
E Ty = E HT‘
( ﬁ) (ki* "'vkm) : '
p=1 ' =1

ki+...km=n

On applique cette formule au second membre de I'égalité (14), et on integre sur X pour
conclure une expression du k-¢eme moment de la variable aléatoire z,,;

: 1 k+ 1\ E[(z;! — M,)?] E[zk (2! — M,)¥]
3 k n n kil At ]
L16) Elza) = 377 ( 2 ) MF+2 =) MM

i

Etudions maintenant la variable aléatoire h,(a), ot @ est un élément d'un éventuel
ensemble élémentaire d’ordre n.

Lemme 5. Pour tout k € N et tout entier n > 2, on a:

]E[h'i+1] = Z (,U‘,(B.,L)(l - :E(Bn))h'k(Bn) + p(Bn)z(By)(h(B,) + 1)k) i
By,

La démonstration est totalement similaire a celle du Lemme 5, en étudiant 1'apparten-
ance de l'entier n a I'ensemble élémentaire considéré.
En posant & = 1 dans le lemme 5, on obtient :

E[hn—i-l] - Z!‘-‘:(Bn)h(Bﬂ,) -+ Z#(B?L)I(Bn)

By By
= E[h,] + E[z,).
10



De meme, pour k=2, on a :

rr+l ZP:B )h2 +ZP5 By) +2Z# w)h(B B,)

Bn
= IE[h-ﬂ] + E[z,] + 2 E[z,hy)].

Lemme 6. Pour tout k € N et tout entier n > 2, on a:
ﬂ-i—i'r Z: ,U (1 - 17 n))h(Bn-)ﬂ:k(Bn)

1 k
+§)w&nw@wwg+nﬁw@(bhg_
Brn

n

En développant davantage 'expression du lemme 6, on obtient :

[Pns12k] = Z,u (B2 (B,) — u(By)h(By)x* 1 (B,)
+ 5" w(BIRB)T(B,) (1-2) + #+(B,) (1-1 i
S (1-3) +Swmartrim (1)

On obtient alors la relation récursive suivante :

k :
(17)  Elhnsizk, ] = E[h,zk] + (1 ~ %) E[z5H] + (1 = % +0 (%)) E[h,z5t]
e e ki K k+1 1 k+1
(18) =E[hpz ]+ (1 - = E[z, ] — - —Elhpz, ]+ O Bl =1 ]

4.2. Estimation de la variance de la variable aléatoire h,. Pour trouver une
expression explicite de la variance, on admet le lemme technique suivant (cité dans 'article
de Wunderlich [1] et Bui-Keating [3] sans preuve).

Lemme 7. Soit r,s et t trois entiers naturels avec r < t, soit

k—2 1
Me=1+3 %
j=1 J

on a:
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Le lemme précédent nous donne les développements asymptotiques suivants :
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On pose (lorsque cette limite & un sens) :

C:= lim E[(z;!— M,)?.

——00
(On montre que C' existe et elle est finie).L'espérance de la variable aléatoire x,h,, est

donnée par :

Wi e s DIy

wraE Tt T M3

En posant k£ = 2 dans la formule du lemme 5, on obtient que pour tout n > 2:

E[h2] =2 EE[:Ekhk] + ZE[M]
k k(3C’ +2) k T | 1
~Z Z(M” T M} +O(E)) +k . (Mk +O(Tf§))

n? . 2n® 3 (3C + 5)n? 40 n?
Mz M3 M; M3 ]

En posant £ = 1 dans la formule du lemme 5, on a :

Elh,] = gxﬁz[m]
no HEH,ln,

M, MR T M3

La variance de la variable aléatoire h,, est donnée alors par :

‘ s On® n’
2 2
V[h??.] = ]E[h’n] - (]E[h’"]) = ‘ﬁ,fé +0 (ﬂf—g) '
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On pose : Y, = E[(z;' — M,)?] = E[z;? — M2. Etudions maintenant I'existence de
I’éventuelle limite finie C' de la suite Y,,. On a pour tout p > 2 :

Yo — Y, =E[z; 2] — Elz, %] + M. — M7,

1 -2
=((1—5) —1) M, + M? — M2,

% —1 1 1
e g (pr+—1)

p-12"7" p-1 p-
(p—1p

En sommant I'équation précédente de 2 a n — 1, on obtient :

P—21
LT

n—1 n—1

(19) Y= Z - Myp—1

A partir de (19), on a :

Y, = nz_] (1np)+,«+1+o(p)).

. _In(p) S — - . ;
Or, on sait que pr -nz est une série convergente car pour p assez grand on a :

In(p) < p2, soit alors

=‘2

=

=

In(p)

<

p? p

et la série de terme générale (1/ p%) est convergente, alors la série de terme générale
p=2

(In(p)/(p — 1)?),,5,- Alors la suite Y, admet bien une limite finie. S.L.Segal a prouvé que

C' = lim Y, = ((3), ou ¢ désigne la fonction zéta de Riemann. Finalement, on conclut
TN—+00

que :

l-Jl-\.v

CB)n*

V[hn] n—:-oo (hl( ))4

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Il s’agit d'utiliser 'estimation de V'[h,] et d’appliquer I'inégalité de Chebyshev, dont on
rappelle I'énoncé : Soit X une variable aléatoire d’espérance E[X] et de variance V[X],
alors pour tout réel strictement positif v, on a : P(|X —E[X]| > v) < Vg]. D’une part,
la proposition 1 nous permet de dire que :

i {Q € X :|hy(a) — Elh,]| < -n-?:i’(ﬂ)} =1—p {a € X : |ha(a) — E[h,]| = n-t;"('n)} '

In(n)? In(n)?

D’autre part, d’apres I'inégalité de Chebyshev.

ni(n) V[hyn)In(n)*
J s X . 1 T il S =
R R e
Or, en utilisant la limite de la suite Y,,, on a :
V[h,] In(n)*

?’.!_.2'{,-'3(?.',)2 n—+oc
On conclut alors que :

i {a € X : |hn(a) — Efhn]] < ﬁfzfgg} —1-0 (¢ (i)‘ ) .
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Toujours d’apres l'expression de la suite Y,, et les hypotheses sur la fonction ¢)(n), on a :

0 (%}1)2) — .

Ceci acheve la démonstration du théoreme 1, et prouve que le théoreme des nombres
premiers est valide sur I'ensemble X au sens de la loi faible des grands nombres.

6. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

D’apres I'étude précédente sur les variables aléatoires x,(«) et h,(a), on a :

i 1
Vieal = 1y 79 (m) ’

1

Elzy] n—koo In(n)’
on pose :
. 1
R(n) = ———,
() In?(n)’

et on prolonge R sur l'ensemble R en considérant que pour tout z réel on a :
R(z) = R(|z]). Les suites x,, et h,, vérifient les hypotheses du théoréme 2, la fonction R
ainsi définie satisfait la condition (b) car ), ., WE(T) converge sur R.

Soit € > 0, on pose £ (n) = ¢(n) = |(1+¢)")]. On pose »(n) = o(n), et on utilise
I'inégalité de Chebyshev pour montrer que
R(t(n))
20 o € ffn ]Effn >("7£rn ]Ef?n = .
(20) :u{ | fony (0 [ ( )]l (£(n))E[ ( )]} V2(€(n))

En utilisant la propriété (b) et en posant a =14¢, on a :

S R = 3 R = S (2,

n=1 n=1 n=1

Soit ¢ une constante ( sa valeur n’a pas d'importance puisqu’on teste la convergence d'une
série)

Suw<f § Mg

n=1 n=1 kelan—1a"| k k=1 k
Ainsi, on choisissant une fonction u( ) = o(n), et pour laquelle la somme du second
membre de 'inégalité (20) est convergente. Le lemme de Borel-Cantelli, affirmant que si
on considére (X, A, p) un espace mesuré, si une suite A, d'un espace A, si Y o pu(An)
converge, alors p(limsup A,) = 0, nous permet de conclure que : -

s (lim sup {Oz €: | fomy (@) — E( fom))| > 'z,-")(f.’(n))E(f}g(n})}) = 0.
En d’autres termes, presque pour toute suite @ de X, on a :

(21) fim(@)  ~ E(fum))-

1—+00
On suppose qu’on a choisi E(f,,) comme étant une fonction croissante. Soit i un nombre
vérifiant f(n) <i<{(n+1),ona:
femy(@) < fila) £ femsny (@),
et la monotonie de E nous permet de dire que :
ff(n)(a) " jz(a) < ff[n-{-])(a)
E(t(n+1)) " E(fi) = E(l(n))
Or d’apres I'équivalent (21), la double inégalité précédente devient
(1+0(1))E(n)) _ file)  (1+0(1)Eln+1))
E(t(n+1)) E(fi) ~ E(t(n))
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La propriété (a) nous permet de choisir une suite ¢; qui tend vers 1 par valeur supérieure,
tel que ¢;(n) = [(1+¢;)"],on a:
E(¢;(n
lim M = Pi,
n—r+oc ]E(ﬂ(n -+ 1)) '

est une limite finie. En posant p; = p; + %, la derniere double inégalité implique qu'’il
existe un rang noté M, a partir duquel, presque tout élément de X vérifie :
~ _ fila) 1

1 E(fi) ~ p
Soit T; I'ensemble de toutes les suites qui vérifient (22). puisque p; tend vers 1 lorsque i
est assez grand, I'ensemble 1" définit par

T = ﬁfﬂ
i=1

est 'ensemble de toutes les suites qui vérifient f;(a) ~ E(f;). Puisque pour tout i on

(22) Vi > M,

a: u(T;) = 1, soit alors pu(7) = 1. Ceci acheve la démonstration dans le cas ou E[f]
est croissante. La preuve dans le cas ot E[f] est décroissante est totalement similaire.
La convergence au sens de la loi forte des grands nombres nous permet de conclure
directement le corollaire 3.

7. COMPLEMENTS

H.M.Bui et J.P.Keating [3] ont considéré une fonction analogue a celle de comptage de
la k-différence des nombres premiers jumeaux définie par :

Oy xsk(z;a) =card{j<z:j€a,j+kea}.

Ils ont prouvé que presque siirement, pour tout entier k, on a :
&
II X _\'_,_k(.’l',' ) b m—m——
' P (‘L)
Tanguy Rivoal [4] a généralisé ce résultat, tout en donnant un terme d’erreur non
mentionné dans le travail de Bui-Keating [3]. Il a prouvé que pour un entier t > 1
fixé et n assez grand, on a :

n nin(In(n
Gl & B TP =Bkl = In(n)t R ( ln((’n)t(ﬂ))) ?

ou p, désigne le n-i eme nombre premier aléatoire de Hawkins.
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