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On désigne sous le nom de crible d’Eratosthène, une méthode de recherche
des nombres premiers plus petits qu’un entier naturel n donné. Pour ceci, on
écrit la liste de tous les nombres jusqu’à n. On élimine 1, on souligne 2 et on
élimine tous les multiples de 2, puis on fait de même avec 3, on choisit alors
le plus petit nombre non éliminé (ici 5), et on élimine tous ses multiples. On
réitère le procédé jusqu’à la partie entière de la racine de n. Les nombres
non éliminés sont les nombres premiers jusqu’à n.
Les nombres chanceux constituent une alternative subtile, puisqu’ils par-
tagent de nombreuses propriétés avec les nombres premiers, notamment en
ce qui concerne leurs comportement asymptotique.

Les nombres chanceux sont définis à partir du crible suivant : si on désigne
par Sn la suite des nombres entiers naturels à l’étape n du crible, elle est
une suite infinie d’entiers (tn,m) où m ∈ N∗. On obtient Sn+1 à partir de Sn
en supprimant tout entier tn,m tel que tn,n divise m. La suite S des nombres
chanceux est donnée par :

S := lim
n→+∞

Sn = {t1,1, t2,2, t3,3, ...}.

Théorème 1. On désigne par sn le n-ième nombre chanceux. Lorsque n
tend vers +∞, sn vérifie :

sn ∼
n→+∞

n ln(n).

Le nombre entier sm vérifie :

(1) sm = tn,m, m < sn.

En effet, à l’étape n du crible, le plus grand nombre chanceux est sn, c’est
à dire que tout les entiers figurant dans la suite Sn qui sont inférieurs à
n, c’est à dire qui vérifient la relation (1) sont des nombres chanceux. A
partir de l’entier sn+1, on pourra retrouver des entiers qui ne sont pas for-
cément des nombres chanceux et qui seront éventuellement supprimés dans
les prochaines étapes du crible.

On introduit R(n, x) comme étant le cardinal des nombres constituant la
suite Sn à l’étape n du crible , qui sont inférieurs à x, on a alors :

(2) R(n, x) = R(n− 1, x)−
[
R(n− 1, x)

sn−1

]
.

Où [x] désigne la partie entière du réel x.
En effet, la suite s1, s2, ..., sn−1 est une suite de nombres chanceux, c’est-

à-dire qu’à partir du nombre sn−1, l’étape n du crible pourra supprimer
d’autres entiers.

Proposons un exemple pour mieux assimiler cette relation de récurrence.
Pour ceci on va considérer des suites écrites en extension. Soit :

S1 := 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13

S1 := t1,1, t1,2, t1,3, t1,4, t1,5, t1,6, t1,7, t1,8, t1,9, t1,10, t1,11, t1,12, t1,13.
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Avant de commencer le crible, pour un réel x fixé vérifiant x ≥ 13, on a :

R(1, x) = 13.

La première étape du crible correspond à supprimer tous les élements en
« deuxième position », soit alors :

S2 := 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13

S2 := t2,1, t2,2, t2,3, t2,4, t2,5, t2,6, t2,7

Nous avons supprimé de S1, tous éléments tn,p tel que 2 divise l’indice p. Le
nombre des éléments à supprimer de S1 est alors

[
R(1,x)
s1

]
. Il est clair alors

que, pour le réel x vérifiant x ≥ 13 :

R(2, x) = 7.

R(1, x)−
[
R(1, x)

s1

]
= 13−

[
13

2

]
= 7.

La prochaine étape du crible consiste à éliminer tous les entiers qui figurent
en « troisième position » (ce ne sont pas forcément les multiples de 3, d’où
la différence avec le crible d’Eratosthène). On obtient :

S3 := 1, 3, 7, 9, 13.

S3 := t3,1, t3,2, , t3,3 t3,4, t3,5.

Il s’agit maintenant de supprimer tout élément tn,p d’indice p tel que 3 divise
p. Le nombre d’éléments à supprimer est alors égal à

[
R(2,x)
s2

]
. Pour un réel

x donné supérieur ou égal à 13, on a :

R(3, x) = 5.

R(2, x)−
[
R(2, x)

s2

]
= 7−

[
7

3

]
= 5.

Et ainsi , on définit par récurrence la relation (2).
On peut proposer une solution approchée σn à la relation de récurrence

(2), en résolvant la relation suivante :

(3) R̃(n, x) = R̃(n− 1, x)− R̃(n− 1, x)

sn−1
.

Il s’agit d’un produit « téléscopique », R̃(n, x) est toujours strictement su-
périeur à 0, la solution de (3) est donnée par :

σn :=
n−1∏
i=1

(
1− 1

si

)
,

où s1=2 et si désigne le i ème nombre chanceux.
En utilisant σn, on peut proposer une seconde expression du terme R(n, x).
En effet, on a :

(4) R(n, x) = [x]σn −
n∑
i=2

σn
σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
,
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où {x} dénote la partie fractionnaire d’un nombre réel x. (On rappelle que :
{x} = x− [x].)
Prouvons ce résultat par récurrence sur n. Pour n = 2, on remarque d’abord
que R(1, x) = [x] car, par définition, R(1, x) est le cardinal des nombres dans
S1, qui est exactement la suite infinie des entiers naturels avant le crible. Par
la suite, le nombre des nombres contenu dans S1 et inférieur à x est égal à
[x]. D’autre part, en utilisant la relation (2) et s1 = 2, on a :

R(2, x) = R(1, x)−
[
R(1, x)

s1

]
= [x]− R(1, x)

s1
+

{
R(1, x)

s1

}
= [x]− [x]

2
+
σ2
σ2

{
R(1, x)

s1

}
=

[x]

2
+

{
R(1, x)

s1

}
= [x]σ2 +

{
R(1, x)

s1

}
.

D’où le résultat pour n = 2. Soit n > 2 et supposons que

R(n, x) = [x]σn −
n∑
i=2

σn
σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
.

Montrons que

R(n+ 1, x) = [x]σn+1 −
n+1∑
i=2

σn+1

σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
.

Or, on a :

R(n+ 1, x) = R(n, x)−
[
R(n, x)

sn

]
= R(n, x)− R(n, x)

sn
+

{
R(n, x)

sn

}
= R(n, x)

(
1− 1

sn

)
+

{
R(n, x)

sn

}
.

En utilisant l’hypothèse de récurrence et la relation entre σn+1 et σn, c’est-
à-dire σn+1 =

(
1− 1

sn

)
σn , on a donc :

R(n+ 1, x) = [x]σn+1 +

n∑
i=2

σn+1

σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
+
σn+1

σn+1

{
R(n, x)

sn

}

= [x]σn+1 +

n+1∑
i=2

σn+1

σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
.

On a donc bien montré (4) par récurrence.
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Dans ce qui suit, on note :

E(n, x) :=

n∑
i=2

σn
σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
.

En utilisant le fait que 0 < {x} < 1 et que pour tout i vérifiant i < n ,
σn < σi < 1, on peut dire que :

0 ≤ E(n, x) <

n∑
i=2

1 < n− 1 < n.

On a donc :
(5) ∀n > 2, 0 < E(n, x) < n.

A présent, on va majorer sn en utilisant la quantité R(n, x). On a :
(6) R(n, sn+r) = n+ r.

A l’étape n du crible, si on cherche les nombres constituant la suite Sn qui
sont inférieurs à sn+r, nous sommes sûr de parcourir exactement les n + r
premiers nombres chanceux. C’est pourquoi nous avons l’égalité (6). D’après
(1), l’entier r vérifie l’inégalité suivante :

n+ r < sn,

c’est-à-dire
0 < r < sn − n.

En appliquant l’égalité (4) à x = sn+r on a :
(7) R(n, sn+r) = sn+rσn + E(n, sn+r).

Donc :
(8) n+ r ≥ sn+rσn.
En évaluant la relation (7) pour r = 0, on trouve que :

(9) sn ≤
n

σn
.

On peut dire alors : ∀n > 2, σn+1

σn
= 1− 1

sn
< 1− σn

n .
En posant ρn := 1

σn
, on a :

ρn+1 − ρn = ρn+1 −
(
1− 1

sn

)
ρn+1 =

ρn+1

sn
.

D’après la relation (9), on peut remarquer que :
ρn+1

sn
> ρn+1

σn
n

=
ρn+1

nρn
>

1

n
.

Ceci vaut parce que la suite (ρn) est croissante à partir de l’indice n = 2.
On a alors :

(10) ρk+1 − ρk >
1

k
.
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En sommant les termes de l’inégalité (10) de 2 à n − 1. (Il s’agit d’une
sommation « téléscopique »), on obtient :

ρn − ρ2 >
n−1∑
k=2

1

k
.

Pour majorer le second membre de cette inégalité, on applique une compa-
raison série-intégrale à la fonction f définie par f(x) = 1

x pour 0 < k < x <
k + 1. On a alors :

∫ k+1

k
f(x) dx < f(k).

En sommant de 2 à n− 1, on obtient :∫ n

2
f(x) dx <

n−1∑
k=2

f(k).

Soit alors :

ln(n)− ln(2) <

n−1∑
k=2

1

k
,

ce qui nous donne une minoration de la somme partielle de la série harmo-
nique. Donc :

ρn >

n−1∑
k=2

1

k
+ ρ2 > ln(n)− ln(2) + ρ2 > ln(n).

Ceci est vrai car ρ2 = 2 > ln(2). On conclut finalement que :

ρn > ln(n),

et en utilisant la relation entre ρn et σn on a donc :

(11) ∀n > 2, σn <
1

ln(n)
.

Maintenant, nous allons utiliser l’égalité (6). Avec un bon choix de l’élé-
ment r, on pourra trouver une minoration de sn en fonction de la parité de
n. En effet, pour r = n et r = n− 1, et en utilisant (4), on a :

R(n, sn+n) = R(n, s2n)

= 2n

= s2nσn + E(n, s2n).

Or d’après (11) et 0 < E(n, s2n) < n, on peut dire que :

(12) s2n > n ln(n).
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D’une façon similaire :

R(n, sn+n−1) = R(n, s2n−1)

= 2n− 1

= s2n−1σn + E(n, s2n−1),

En utilisant toujours l’égalité (11) et 0 < E(n, s2n−1) < n, on a :
(13) s2n−1 > (n− 1) ln(n).

On va maintenant obtenir une information plus forte sur le terme E(n, x).
La relation (5) nous a fourni un encadrement de ce terme, on prouvera dans
ce qui suit que pour x = sn, E(n, sn = o(n). Introduisons l’ensemble

In,p := {p ∈ N/sp ≥ n},
et

αn := min (In,p) .

Par définition, αn vérifie
sαn ≥ n,
sαn−1 < n.

Nous allons majorer αn. Précisement, on va prouver qu’il existe un rang n0
à partir duquel

αn <
3n

ln(n)
.

Le terme n
ln(n) est celui qui importe, car le coefficient 3 peut être remplacer

par n’importe quel entier plus grand. On propose un raisonnement par dis-
jonction des cas, en fonction de la parité de αn. Supposons dans un premier
temps qu’il est pair, c’est à dire que :

∃ pn ∈ N, αn = 2pn

.
D’après l’inégalité (9), on a :

s2pn−1 > pn−1 ln(n).

Or
sαn−1 = s2pn−1 < n,

Ces deux inégalités impliquent :
(pn − 1) ln(n) < n,

soit
pn <

n

ln(n)
+ 1,

αn <
2n

ln(n)
+ 2.

Donc il existe un entier n1 tel que :

∀n ≥ n1, αn <
3n

ln(n)
.

Supposons maintenant que αn est impair, c’est-à-dire que ∃ γn ∈ N tel que
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αn = 2γn − 1. Le raisonnement est similaire à celui du cas pair. En effet, en
utilisant ces notations, on a :

αn − 1 = 2γn − 2 = 2ψn.

où ψn = γn − 1. En utilisant (8) et (9), on obtient :

sαn−1 = s2ψn > ψn ln(n).

Or sαn−1 < n, donc on peut dire que ψn ln(n) < n, ou encore

ψn <
n

ln(n)
.

En utilisant les notations précédentes, on déduit l’existence d’un rang noté
n2 à partir duquel on a :

αn <
3n

ln(n)
.

En prenant n0 = max(n1, n2), on conclut donc que :

(14) ∃ n0,∀ n ≥ n0, αn <
3n

ln(n)
.

L’entier αn fournit une subdivision de la somme finie E(n, x), plus claire-
ment, on note :

E(n, x) =
n∑
i=2

σn
σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}

=

[
3n

ln(n)

]∑
i=2

σn
σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
+

n∑
i=

[
3n

ln(n)

]
+1

σn
σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
.

On note

(15) E1 =

[
3n

ln(n)

]∑
i=2

σn
σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
.

En utilisant le fait que ∀ i ≤ n
{
R(i−1,x)
si−1

}
< 1 et les inégalités σn < σi < 1,

on conclut par sommation que :

(16) E1 = O

(
n

ln(n)

)
.

On note cette fois

(17) E2 =

n∑
i=

[
3n

ln(n)

]
+1

σn
σi

{
R(i− 1, x)

si−1

}
.

Revenant à la définition (1), puisque i ∈
[

3n
ln(n) , n

]
on peut dire que :

R(i− 1, sn) < R(αn, sn) < n.
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En effet, pour un x fixé, la suite R(n, x) avec n ∈ N est une suite décroissante
en fonction de n (d’après la formule (2)). Puisque i ≥ 3n

ln(n) , d’après (10), on
a i− 1 ≥ αn, et en utilisant la monotonie de R(n, x), on obtient :

R(i− 1, x) ≤ R(αn, x).
En particulier pour x = sn,

∀ i ∈
[

3n

ln(n)
, n

]
, R(i− 1, sn) ≤ R(αn, sn).

En utilisant (1) et le fait que
i ∈
[

3n
ln(n) , n

]
, on a :

R(αn, sn) ≤ n,
ceci revient à dire que :

∀i ∈
[

3n

ln(n)
, n

]
, R(i− 1, sn) ≤ n.

Le fait que ∀ i, si−1 > i ln(i) nous permet de conclure que :

(18) E2 = O

 n∑
i=

[
3n

ln(n)

]
+1

n

i ln(i)

 .

Afin de manipuler plus simplement cette somme, on l’approche par une in-
tégrale à l’aide d’une comparaison série-intégrale, en effet :

n∑
i=

[
3n

ln(n)

]
+1

n

i ln(i)
≤
∫ n[

3n
ln(n)

]
+1

n

x ln(x)
dx ∼

n→+∞

∫ n

3n
ln(n)

n

x ln(x)
dx.

Or : ∫ n

3n
ln(n)

1

x ln(x)
dx = ln(ln(n))− ln

(
ln

(
3n

ln(n)

))

= ln(ln(n))− ln(ln(n))− ln

1 +
ln
(

3
ln(n)

)
ln(n)


= − ln

1 +
ln
(

3
ln(n)

)
ln(n)

 .

En utilisant le développement limité à l’ordre 1 de la fonction ln(1 + x) au
voisinage de 0, on peut dire que :

− ln

1 +
ln
(

3
ln(n)

)
ln(n)

 ∼
n→+∞

−
ln
(

3
ln(n)

)
ln(n)

∼
n→+∞

ln(ln(n))

ln(n)
.



9

On déduit de (18) que :

(19) E2 = O

(
n ln(ln(n))

ln(n)

)
.

Ceci nous conduit au résultat suivant : lorsque x = sn on a
E1 = o(n),

E2 = o(n).

On conclut alors que :
(20) E(n, sn) = E1 + E2 = o(n).

Maintenant, on peut avoir une estimation plus fine sur les σn. En effet :

σn+1

σn
= 1− 1

sn
,

n = R(n, sn) = snσn + E(n, sn) = snσn + o(n).

Ceci est équivalent à dire que :

sn =
n+ o(n)

σn
.

On déduit alors que :

(21)
σn+1

σn
= 1− σn

n+ o(n)
.

En utilisant une seconde fois la substitution ρn = 1
σn

, on a donc :

ρn+1 − ρn =
ρn+1

nρn
+ o

(
1

n

)
ρn+1

ρn
.

En effet, on a :

ρj+1 − ρj = ρj+1 −
(
1− 1

ρj(j + o(j))

)
ρj+1

=
ρj+1

ρj(j + o(j))

=
ρj+1

jρj(1 + o(1))

=
ρj+1

jρj
(1 + o(1))

=
ρj+1

jρj
+
ρj+1

ρj
o

(
1

j

)
.

En sommant les deux membres de cette égalité de 2 à n− 1, et en utilisant
le fait que la somme partielle de la série harmonique est équivalente à ln(n),
on obtient l’équivalent asymptotique suivant :

ρn = ln(n) + o(ln(n)).

Ce résultat signifie que :

(22) σn ∼
n→+∞

1

ln(n)
.
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Finalement, puisque R(n, sn) = n = snσn + o(n), on a :

sn =
n+ o(n)

σn
.

D’où la caractérisation du n-ième nombre chanceux sn et la démonstration
du Théorème 1.

La compatibilité entre le comportement asymptotique des nombres chan-
ceux, et celui des nombres premiers est alors claire. L’équation (22) est l’ana-
logue du théorème de Mertens :∏

p≤n
(1− 1

p
) ∼
n→+∞

e−γ

ln(n)
.

où p sont les nombres premiers inférieurs à une borne n. Le Théorème 1
est l’analogue du théorème des nombres premiers : si pn désigne le n-ième
nombre premier, alors :

pn ∼
n→+∞

n ln(n).
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