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1 Introduction

La premiére preuve de l'infinitude de l'ensemble P des nombres premiers est di a
Euclide. Euclide considére par 'absurde I’ensemble fini des nombres premiers pq, ..., p,.
Il construit N = [['_, p;, et considére N + 1. Or N + 1 posséde un diviseur premier, qui
divise donc N par définition, et divise donc leur différence qui vaut 1, ¢’est absurde.

Une généralisation de ce théoréme est celui de Dirichlet, qui montre qu’il existe une
infinité de nombres premiers dans chaque progression arithmétique an + b pour a et b
premiers entre eux. La démonstration de Dirichlet utilise toutefois des outils d’analyse
complexe et s’éloigne de I'idée d’Euclide. On peut se demander donc dans quelle mesure on
peut reproduire la démonstration d’Euclide pour le théoréme de Dirichlet. Commencons
par des exemples pour voir ce a quoi devrait ressembler une preuve "euclidienne".

Exemple 1. Il existe une infinité de nombres premiers congrus & 3 mod 4. On procede
a la maniére d’Euclide : supposons par 'absurde qu’il existe un nombre fini de nombres
premiers congrus a 3 mod 4, disons py,...,p,. Posons de la méme facon que ci-dessus
N =[], pi- On a 4N — 1 impair donc posséde un diviseur premier congru & 1 ou 3 mod
4. Mais si tous ses diviseurs premiers sont congrus a 1 mod 4, alors 4N — 1 est congru a 1
mod 4, ce qui est absurde puisqu’il est congru a 3 mod 4. Donc il existe un diviseur premier
congru a 3 mod 4, mais alors celui-ci divise la différence qui vaut —1, ce qui est absurde.
On a en fait construit ici un polynéme f(z) = 4z — 1 évalué en N, et montré qu’il existe
p congru a 3 mod 4 divisant f(V).

Exemple 2. (Euler [f|/) Soit k € N. Il existe une infinité de nombres premiers congrus
a 1 mod k. Supposons par I'absurde qu’il en existe un nombre fini py,...,p,, et posons
N =TT\, pi- On note ¢4(X) le d-ieme polynome cyclotomique. On a X*—1 = Hd|k oa(X),
donc ¢ (NE)|(NE)* — 1. Si p divise N et ¢,(Nk), il divise 1, et de méme si p divise k et
¢r(Nk), donc

pged(¢x(Nk), N) = pged(dx(Nk), k) = 1.



Soit ¢ un facteur premier de ¢,(Nk). En particulier ¢ divise (Nk)* — 1 donc (Nk)* =
mod ¢. Soit ¢ Pordre de Nk dans (Z/qZ)*. Montrons que ¢ = k. Supposons que ¢ # k.
Alors par le théoréme de Lagrange, ¢ divise k, donc disons que k = mf, m € Z. Donc :

(Nk)kE -1

(Nm—g_l:1+(Nk)£+(Nk)%—l—-"—i-(Nk)k’gEm;,—éOmod q.

(En effet ¢ ne divise pas k puisque pged(ox(Ak), k) = 1, donc ne divise pas m).
Comme pour ¢ divise k, ¢y (x) divise i’;j, on a que ¢ divise ¢x(Ak) et ¢ divise
qui est absurde par ce qui précéde, donc ¢ = k.

Ainsi k est I'ordre de (Nk)*, donc k divise I'ordre du groupe (Z/qZ)* qui vaut o(q) =
q — 1, donc ¢ = mk + 1. Mais comme ¢ divise ¢x(INk) premier & N, et qu’il est premier et
congru a 1 mod k, on parvient & une absurdité puisque, par hypothése, N est divisible par
tout les premiers congrus a 1 mod k.

(NEk)F—1
(Nk)I -1

ce

Définition 1.1. Soit f € Z[x]|. On définit 'ensemble Spl(f) :={p€P : Ine€Zp| f(n)}.
Un élément de Spl(f) sera dit admissible pour f ou encore f-admissible.

Pour construire une preuve euclidienne pour une progression arithmétique an + b, on
aimerait trouver un polynéme f(7') € Z[T] qui posséde une infinité de nombres premiers
congrus & b mod a. Il n’est pas trés difficile de trouver un polynéme avec une infinité de
nombres admissibles.

Théoréme 1.2. (Schur [6]) Si f € Z]x] est non constant, alors Spl(f) est infini.

On aimerait de plus que l'on puisse, a partir d’une liste finie de nombres premiers
congrus a b mod a, construire "facilement" un diviseur premier de f congru & b mod a qui
n’est pas dans notre liste. S’il y a beaucoup de nombres premiers f-admissibles qui ne sont
pas dans notre progression arithmétique, cela va compliquer la tache. Malheureusement, le
théoréme de Nagell suivant nous indique que c¢’est souvent le cas.

Théoréme 1.3. (Nagell [6]) Si f et g € Z|x] non constants, alors Spl(f) N Spl(g) est

On verra plus tard que tout les nombres premiers congrus a 1 mod k sont admissibles
pour le k-iéme polynome cyclotomique. Ainsi, on peut au mieux espérer obtenir des poly-
nomes qui possédent une infinité de nombres premiers congrus & a mod b et 1 mod b.

Définition 1.4. On appellera polynéme euclidien pour la progression a mod m, ou encore
E-polyndome, un polyndéme qui posseéde une infinité de nombres admissibles congrus a a
mod m, et dont tous les nombres admissibles a exceptions fini pres sont congrus soit a 1
mod m soit ¢ a mod m.

Définition 1.5. On dit qu’il existe une preuve euclidienne pour la progression arithmétique
a mod m s’il existe un E-polyndéme pour cette progression.



Le but de ce rapport est de fournir des démonstrations de deux résultats dis & Murty [1]
et Schur [6] respectivement et qui donnent une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
preuve euclidienne pour une progression arithmétique existe.

Théoréme 1.6. (Schur, 1912) Si (> =1 mod k, alors il existe une preuve euclidienne
pour ¢ mod k.

Théoréme 1.7. (Murty, 1988) S’il existe une preuve euclidienne pour ¢ mod k, alors
?=1 mod k.

2 Outils de théorie algébrique des nombres

On rappelle ici certains outils d’algeébre qui nous serons utiles par la suite. Les théorémes
de cette section seront admis.

On appelle corps de nombre toute extension algébrique finie de Q. Dans la suite, K
désigne un corps de nombre. On appelle anneau des entiers du corps K I’anneau des racines
dans K de polyndmes unitaires a coefficients dans Z. On notera 'anneau des entiers Ok.

On appelle le Gal(L/K) le groupe d’automorphismes de L dans L qui fixent K. On a
Gal(Q(¢,)/Q) isomorphe a (Z/nZ)*. Soient E, E’" des extensions finies de K. On appelle
EFE' le compositum de E et E’, il s’agit du plus petit corps contenant E et E’. On a
Gal(EE'/E') qui s’identifie & un sous-groupe de Gal(E/K) par

Gal(EE'/E') — Gal(Q(E/K)

o — ol
Pour un sous-esemble S du groupe des automorphismes, on note
L? :={z €L, o(x)=xVoecS}.

On a en particulier L% = L),

Soit L/K une extension galoisienne. On a une bijection entre I'ensemble des sous-
groupes de Gal(L/K) et 'ensemble des sous-extensions de L/K. C’est ce que 'on nomme
la correspondance de Galois et elle est donnée par

{sous-groupes de Gal(L/K)} — {sous-extensions de L/K}
H — L"/K.

Soit P un polynome de degré n, de coefficient dominant a,,, et de racines aq,...,a,
dans son corps de décomposition. On appelle discriminant de P la quantité

D(P) := a*"? H(ai — ;)%

i<j



Soient deux polynomes P et (). Soit ag,...,«a, les racines de P dans son corps de dé-
composition et 51, ..., 3, celles de () dans son corps de décomposition. Notons aussi a,, le
coefficient dominant de P et b,, celui de (). Alors on appelle résultant de P et () la quantité

Res(P,Q) = aytp, | [(ai — 8)).

On a par exemple Res(P, P') = D(P).

Pour un corps K tel que son anneau des entiers peut s’écrire sous la forme Z[a] , ou
a € K (i.e K est un corps monogéne), on définit le discriminant de K comme étant le
discriminant du polynéme minimal de .

Définition 2.1. La norme absolue d’un idéal a de Oy, est la quantité
N(a) :=|0/ql.

Théoréme 2.2. (Dedekind [2])
Soit K un corps de nombre. Soit a € Ok tel que K = Q(«). Soit f le polynome

minimal de .. Soit p premier ne divisant pas [Ok : Z|al]. On consideére la factorisation en
irréductibles de f dans Z/pZ

f(T)=m(T) - -7 (T)* mod p,

ot les m; sont les facteurs irréductibles de f et les e; leurs exposants. On a alors que
(p) := pOk se factorise en produit d’idéaux premiers de Ok par (p) = pi'..ps ou les
pi = (p,mi()).On a de plus bijection entre les p; tel que N(p;) = p™™ et les m;.

Ce qui suit se trouve dans [8, Chapitre 5].

Définition 2.3. Soit K un corps de nombre, L une extension de degré n de K. Soit p un
idéal premier de K. Alors l'idéal engendré par p dans L n’est pas toujours premier, mais
on a une unique décomposition en produit d’idéauzr premiers de p

g

pOr = H b,

i=1
ot les b; sont des idéaux premiers, el les e; € Z sont les exposants de ces idéauxr dans la
décomposition de p. On dit que p est ramifié dans L s’il existe i tel que e; > 1. Dans le cas

contraire, il est non ramifié dans L. On appelle e; l'indice de ramification de p.

On appelle f(blp) :== [OL/bOL : Ok /pOk]| le degré résiduel et on a alors

g
Z fiei =n,
=1

ot fi = f(bilp).
Un idéal premier de O se ramifie dans Oy, si et seulement s’il divise le discriminant
de extension.

Remarque. Une conséquence immédiate du théoréme précédent est qu’il existe seulement
un nombre fini d’idéaux premiers qui se ramifient dans un corps de nombres donné.



3 Préliminaires

3.1 Preuve du théoréme

Démonstration. Soit f € Z[z] non constant. On a f = a,z" + - -+ + ao.

Si ag = 0, on a pour tout p premier, f(p) = p(a,p" ' +---+ay) divisible par p, et donc
Spl(f) infini puisque il contient tout les nombres premiers.

Supposons maintenant ag # 0. Tout d’abord, comme f(z) = £1 posséde un nombre fini
de solutions, et puisque f(n) € Z, on a Spl(f) non vide. Supposons par Iabsurde Spl(f)
fini, Spl(f) = {p1,...,pr}. Posons N := Hlepk . Posons également

flagNz) = a,(agNx)" + -+ ag = ag(apay ' (Nz)" 4+ --- +1).

On a g(z) = apay *(Nz)" + - -+ + 1 € Z[x] non constant. Donc Spl(g) est non vide.
Remarquons que Vi, p; & Spl(g). En effet, s’il existait p; € Spl(g), on aurait p; qui divise
g(n), mais p; divise N, et N divise chaque coefficient de g sauf le dernier, donc p; divise
1 ce qui est absurde. Ainsi il existe p dans Spl(g) non dans Spl(f). Mais un tel p divisant
g(n) pour un certain n divise f(aonN) et est donc dans Spl(f) ce qui est absurde. Ainsi,
I'hypothése est fausse et donc Spl(f) est infini. O

3.2 Preuve du théoréme

Démonstration. Soient f, g € Z[z] non constants. Soient v une racine de f et § racine une
de g.

Montrons d’abord un résultat intermédiaire. Soit A un polynéme irréductible et 6 une
de ses racines. On considére extension Q(#). Soit p premier. Par le théoréme on a
la décomposition en idéaux premiers (p) = (p,m(0)) - - (p,75(0))% avec n('-- 7w la
décomposition de h mod p. Si p est h-admissible, alors h admet une racine mod p, donc
il existe au moins un des ; qui est un monoéme et alors N((p,m;(0)) = p?™ = p . La
réciproque se fait de la méme facon. Donc un nombre premier p est h-admissible si et
seulement si un ideal premier de degré 1 divise p. Considérons maintenant f. Si f est
réductible, f = 7 -7y, les m; étant les facteurs irréductibles de f. Comme p | f(n) <
p |m(n) - ms(n) <= Ji p | m(n), on peut appliquer alors le résultat précédant aux ;.

Considérons Q(«, 3). Cette extension est égale & Q() pour un certain § dans Oy par
le théoréme de I'élément primitif. Soit h le polynéme minimal de 6. Par le théoréme de
Schur, comme h non constant, Spl(h) infini. Par ce qui précéde, il existe une infinité de
nombres premiers qui ont un diviseur premier de premier degré 1 dans Q(a, 3). Mais ces
mémes nombres premiers possédent un diviseur premier de degré 1 dans Q(«) et Q(3) (en
prenant pNOg(q)). Et ainsi, les polynomes f et g ont ces nombres premiers comme racines,
et donc Spl(f) N Spl(g) infini. O



4 Preuve du théoréme

Les énoncés et démonstrations de cette partie se trouvent dans [6], & 'exception du
lemme suivant dont on donne une preuve.

Lemme 4.1. Soit K un corps, L une extension galoisienne de K, et E une sous-extension
de L. Alors o € Gal(L/K) stabilise E si et seulement si o € Gal(E/K).

Démonstration. Supposons que 7 stabilise . Par correspondance de Galois, E = L | H
sous groupe de Gal(L/K), et alors

" ={recLox)=2 VYocH}
={xeLnlz)=zeto(x)=a VYoecH}
HYin}
— [(Hm)

On a alors par correspondance de Galois, (H,n) = H, donc n € H. La réciproque est
immédiate. u

Théoréme 4.2. Soit H un sous-groupe de (Z/kZ)*. Alors il existe un polynéme irré-
ductible f tel que presque tous ses diviseurs premiers aient leurs réductions mod k dans

H.

Démonstration. Notons L = Q((x). On a Gal(Q((x)/Q) = {0y, : o — o}, n € (Z/KZ)*}
isomorphe & (Z/kZ)*. On a L une extension séparable de Q donc par le théoréme de
I’élément primitif, il existe o € L tel que L¥ = Q(«). En particulier, o € Q(¢z), donc il
existe h € Z[z] tel que a = h((y). On a alors L7 = Q(h(())-

Notons s = [(Z/kZ)* : H|. Soient my, ..., ms un systéme de représentants de (Z/kZ)*
modulo H. Posons pour tout 1 <i <'s, n; = h((;"). Supposons par I’absurde que les 7); ne
sont pas deux a deux distincts. Alors il existe ¢ # j tel que 1, = n;. On a alors

Om;(n) =0 =0 = 00, (N).

1 1

J
1(n) =n. Donc o,, -1 stabilise Q(n), donc appartient & Gal(L”/Q) i.e m;m;' € H
et donc m; et m; sont de Jméme classe ce qui est absurde. Donc les 7; sont deux a deux
distincts.

Les n; sont des conjugués de 1, mais comme 7 est un élément primitif d’une extension
de Q de degré s, et qu’il y a s nombres 7; qui sont deux & deux distincts, ce sont exactement
les conjugués de n et le polyndme minimal de 7 sur Q est donc

Donc 0, (0m,(n)) = 7, et comme pour tout £, k,j o,' = o, et o,0; = o3; on a

g

m;m;
v

s

fz) =[G —n). (4.1)

i=1



Donc en particulier f est irréductible. Montrons maintenant que presque tous les nombres
f-admissibles ont leur réduction mod k£ dans H. Soit p un nombre admissible de f qui ne
divise ni k£ ni D(f). Il existe a € Z (par définition de p est f-admissible) tel que

S

fla) = H(a —n;) =0 mod p.

=1

Soit p un idéal premier de Og(, divisant (p). Ainsi, p divise (f(a)) qui est aussi le
produit d’idéaux (a — 7;). Comme c’est un idéal premier, il divise en particulier un idéal
(a — n;). Soit donc un tel ;. Par le théoréme de Fermat, a”? = amod p donc a? = a mod p
(car a? —a € (p) C p). En appliquant le morphisme de Frobenius on a h(x)? = h(z?) mod p
donc h(z)? = h(2?) mod p. Cela nous donne

h(¢{™) =n; mod p
=a mod p
= a” mod p

= 7]? mod p (car p|(a —n;))
= h(¢™)? mod p
= h(¢"™) mod p.

Donc en particulier, p|(h(¢™) —h({P™)). Puisqu’on a supposé que p [k, alors p est premier
avec k. Comme m; € (Z/kZ)*, en particulier m; premier avec k, et donc pm; premier avec k.
On a vu que f est invariant par choix des représentants m;. Ainsi, pour tout m € (Z/kZ)*,
h(¢™) est racine de f et donc en particulier égal & un 7;. Donc dans notre cas, h({P™) est
I'un des n;, disons 7;.

Supposons par Pabsurde que h(¢(?™) # h(¢™). Alors p | (n;, — n;) | D(f). Comme
D(f) € Z,on ap | D(f) ce qui est une contradiction. Donc h({?™) = h({™) donc o, fixe
Q(n;). Puisque Gal(Q((x)/Q) est un groupe abélien, tout sous-groupe est distingué et par
correspondance de Galois toute sous-extension correspondante est galoisienne. Ainsi, Q(7;)
est galoisienne, donc o, fixe Q(n), donc p € H. ]

Théoréme 4.3. (Schur) Soit f défini par (4.1). Soit un nombre premier p tel que sa
réduction mod k appartienne a H. Alors p est f-admissible.

Démonstration. Soit p premier dont la réduction mod £ est dans H. Il en découle que o,
fixe Q(n). Donc

n? = h(¢)? = h(¢?) = h(¢) = n mod p.

Soit p un idéal de Og,) divisant (p). On a alors n” = n mod p. Comme Og(,) est un anneau
de Dedekind, p premier est alors maximal, donc Og,)/p est un corps. Ainsi 2P —z = 0 mod p
posséde au plus p solutions. Comme il y a p racines entiéres distinctes (par le petit théoréme
de Fermat par exemple), on doit donc avoir n = a mod p pour un certain a € Z. Donc
p|(a—n)| fla), et comme f(a) € Z, on a p | f(a), ce qui est la conclusion voulue. O



Corollaire 4.4. Les nombres admissibles du k-iéme polynome cyclotomique ¢, sont soit
congrus ¢ 1 mod k soit divisent k.

Démonstration. Par le théoréme en considérant H = {1}, on a ¢, qui correspond &
f défini par . On a alors que tous les nombres admissibles de ¢ sont soit congrus &
a mod k, soit divisent D(¢y) ou k. Comme les diviseurs premiers de D(¢y) divisent k, on
obtient notre résultat. [

Exemple. On peut maintenant regarder un premier exemple d’ensemble Spl(h). Pour
h=T*+1,0onaSpl(T? +1) = {p=1 mod 4} U {2}. En effet, T? + 1 = ¢4(T), et par le
corollaire ses nombres admissibles sont donc congrus a 1 mod 4 ou divisent 4, et 2 est
le seul premier qui divise 4.

Théoréme 4.5. Si /2 =1 mod k, alors s’il existe au moins un nombre premier congru a
¢ mod k, il en existe méme une infinité.

Démonstration. Le corollaire précédant nous donne le cas £ = 1 (mod k). Supposons donc
maintenant ¢ non congru & 1 mod k. On va donc appliquer le théoréme aH={1/0
sous-groupe de (Z/7Z)*.

Considérons h(¢) = (u — ¢)(u — ¢*), u € Z. Soient my, ..., m, un systéme de représen-
tants de (Z/kZ)*. Considérons u € Z tel que les h(¢™) soient deux & deux distincts. Notons
qu'il existe une infinité de tels u (et méme que seulement un nombre fini de u entiers ne véri-
fient pas cette propriété). En effet, considérons les polynomes h,,, (r) = (x — (™) (z — ™).
Tout d’abord, ces polynémes sont distincts. En effet, sinon ils posséderaient les méme ra-
cines et donc pour ¢ différent de j, on aurait soit (" = (" (ce qui donnerait m; = m;
ce qui est absurde) soit (™ = (™ (et donc m; = fm; mod k) donc m; et m; de méme
classe, ce qui est absurde). Ainsi, ils sont bien deux & deux distincts. Soient i, j tels que
i # j. On a donc hy,,(2) — by, (2) un polynome non nul, donc il posséde un nombre fini de
racines. L’ensemble des u € Z tels qu’il existe 7, = n; est compris dans la réunion finie des
ensembles finis de racines des Ay, () — hym;(x) pour ¢ différent de j. On a donc bien une
infinité de u voulus.

Soit donc un tel u. On a alors n un élément primitif pour 'extension L¥ de @ (on a vu
précédemment que les o,,, formaient le groupe Gal(L /Q) et les image de 1 par ces mor-
phismes sont deux a deux distinctes). On considére maintenant la fonction f défini par
pour H et n = h((y). Puisque 7! € H, m; et m;{ sont de méme classe, et distincts puisque
¢ #1,donc mq/, ..., mgl est un systéme de représentant. Ainsiles my, ..., ms,mil, ..., ml
sont deux & deux distincts. Comme il y en a exactement (k), ¢’est donc une partition de
(Z/KZ)*. On sait que f est invariant par choix des représentants, donc

S S

f@) =T = r¢m)) =[] - nc™)).

i=1 =1



Donc

= (-1)"% 6(u).

On choisit un w vérifiant les conditions précédentes et qui est un multiple non nul de £,
disons u = tk. Comme ¢ (u) de la forme (D> 7 ]i) a;(tk)")+1, a; € {0,1}, si un nombre
premier non congru a 1 divise ¢y (u), il divise k, donc il divise Zf:(?) a;(tk)", donc il divise
1 ce qui est absurde.

Ainsi tout les diviseurs premiers de ¢y (u) sont congrus & 1 mod k, et donc ¢p(u) =
1 mod k. On pose alors g = (—1)#]‘, qui a donc les mémes nombres admissibles que f, et
ce en les méme points. De plus, g(0) = ¢r(u) = 1 mod k. On suppose qu’il existe p premier
tel que p = ¢ mod k. Onap f D(g), sinon p | k, mais on a clairement ¢ premier a k (puisque
en particulier inversible), donc p ne divise pas k. Par le théoréme il existe b € Z tel

que p | g(b). On peut s’arranger pour choisir b tel que p* fg(b). En effet, supposons que
p? | g(b). Alors

o(k

g(b+p) EZCLZ () b7 mod p?

1=0 7=0

—i—pZakZ() P77 mod p?

o(k)

g(b) + pz apb* 'k mod p?
i=0

g(b) +pg'(b) mod p*.

~

Si g a une racine double mod p, alors il existe deux racines r1, 7o de g tels que 1 = 5 mod p,
et donc D(g) = 0 mod p, ce qui est absurde puisqu’on a montré que p fD(g). Donc g ne
posséde pas de racines doubles mod p. Donc ¢ (ici, ¢’ désigne la dérivé du polynéme g) ne
posséde pas de racines mod p, i.e ¢'(b) # O0mod p?. Ainsi, si on a p | g(b) et p* | g(b), il
suffit de remplacer b par b+ p pour obtenir un élément c tel que p | g(c) et p* f g(b).

Soit donc un b tel que p | g(b) et p* Jg(b). Supposons qu’il existe un nombre fini de
nombres premiers congrus a ¢ mod k, et notons les py, ..., p,, avec p; = p. Notons ¢, ..., q
les diviseurs premiers de D(g), et posons Q) = paps -+ P - - - q;- Par le théoréme des restes
chinois, il existe c tel que :

= b mod p?
¢ =0 mod kQ.



Donc

f(c) = b mod p?
f(e) = f(0) mod kQ.

Par le théoréme les seuls nombres admissibles de f divisent k£ ou D(f) ou sont congrus
a 1 ou ¢ mod k. On a g(0) = ¢r(u), seulement divisible par les premiers congrus a 1 mod
k. Or si un nombre premier divisant & divise g(c), il divise kQ et donc g(0), donc il est
congru & 1 mod k. Par ailleurs, s’il divise D(g) = D(f), il divise @ donc ¢(0), donc il est
congru & 1 mod k. Si un nombre premier congru a ¢ mod k différent de p divise g(c), il
divise Qk, donc ¢(0) qui est divisible que par des nombres premiers congrus & 1 mod k et
c’est absurde.

Ainsi, les diviseurs premiers de g(c) sont p et des nombres premiers congrus a 1 mod
k. Puisque p? fg(b), on a p* fg(c). Comme p congru & ¢, et que tout les autres diviseurs
premiers sont congrus a 1 mod k, g(c) =1 mod k. Or g(c¢) = ¢g(0) =1 mod k ce qui est
une contradiction. Donc il existe une infinité de nombres premiers congru & £ mod k. [

Dans la démonstration précédante, le polynéme g construit est un E-polynéme pour ¢
mod £ ce qui prouve le théoréme |1.6

5 Théoréme de Murty "conditionnel"

Les énoncés et démonstrations de cette partie se trouvent dans [7] & I'exception des
démonstrations du lemme [5.3] et du lemme [5.1] que 'on donne ici.

5.1 Théoréme de Murty sous la conjecture de Bunyakovsky

Exemple. On a Spl(T?+1) = {p=1 mod 4} U{2}. En effet, T> +1 = ¢4(T), et par le
corollaire ses nombres admissibles sont donc congrus a 1 mod 4 ou divisent 4, et 2 est
le seul premier qui divise 4.

Soit m € Z, et f € Z[X]. On introduit I’ensemble

S(m,f)={b mod m : p=>b mod m pour une infinité de p € Spl(f)}

On va montrer dans cette partie que S(m, f) est un groupe. On va pour cela utiliser la
conjecture de Bunyakovsky. Dans la partie suivante nous en donnerons une autre preuve qui
ne repose sur aucune conjecture, mais s’appuie sur le théoréme de densité de Chebotarev.
On verra dans la partie suivante que le théoréme (de Murty) se déduit facilement du
fait que S(m, f) est un groupe.

Définition 5.1. On définit un nombre f-admissible fize comme étant un nombre premier
p tel que p divise f(n) pour tout n € Z.

Conjecture de Bunyakovsky. Soit f € Z[X], irréductible sur Q & coefficient dominant
positif. On pose d = pged(f(n))nez. Alors f(n)/d est premier pour une infinité de n € N.
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Lemme 5.2. Soit f € Z[T] et g défini par g(T) = f(AT + B),ou A,B € Z. Si p est
g-admissible, alors p est f-admissible. Soit q f-admissible : si q ne divise pas A, alors q
est g-admissible.

Démonstration. Si p fA on peut choisir pour tout 0 < k <p—1, n € Z tel que An+ B =
k mod p. En effet le cardinal du sous-groupe de Z/pZ engendré par A divise p, donc vaut 1
ou p. Comme p fA, A # 0 mod p et donc le sous-groupe engendré par A n’est pas trivial,
donc de cardinal p, il s’agit donc de Z/pZ. 11 existe donc n € Z tel que An+ B =k mod p
pour tout 1 < k <p—1.

Maintenant, considérons p admissible pour f et ne divisant pas A. Soit n € Z tel que
p | f(n). Il existe par ce qui précéde m € Z tel que Am + B = n mod p. On obtient alors
f(Am + B) = f(n) = 0 mod p. O

Lemme 5.3. Soit f € Z[X], d = pged(f(n))nez. Alors il existe A, B € Z, A > 0, tels que
Lf(AT + B) € Z[X] et ne posséde aucun nombre admissible fize.

Démonstration. Un nombre f-admissible fixe divise en particulier f(0), il y a donc un
nombre fini de nombres f-admissibles fixes, notons les py, ..., pg. Notons m; le plus grand
entier tel que p;"* divise f(n) pour tout n € Z (il existe pour la méme raison que Iensemble
des nombres f-admissibles est fini). Posons d = pged(f(n))nez = pi™* - - Pi.

Par le théoréme des restes chinois, il existe B € 7Z tel que pour tout 1 < i < k,
B =0 mod p". Considérons alors le polynome

g(T) = éf(dT + B).

Par le lemme , les nombres g-admissibles sont ceux qui sont é f-admissibles ou doivent,
diviser d. Soit un nombre g-admissible qui divise d. Il divise alors en particulier ¢g(0) =
éf(O). Comme il divise d, il s’agit de I'un des p;. Mais alors s’il divise é (n) pour tout
n € 7, p;”"ﬂ divise f(n) pour tout n € Z ce qui contredit notre hypothése sur m;. Par
ailleurs, é f ne posséde pas de nombre admissible puisqu’un tel nombre serait f-admissible
et donc diviserait d. Ainsi, Cll g(dT+ B) n’a pas de nombre admissible fixe, ce qui conclut. [

Lemme 5.4. Supposons la conjecture de Bunyakovsky vraie. Soit f € Z[X] non constant
irréductible et m € N. Supposons que ay, as, ..., ax € S(m, f). Alors a;'---a;' € S(m, f)

Démonstration. Soient ay,...,ar € S(m, f). Si Spl(f) et Spl(h) sont égaux a un nombre
fini d’exceptions prés, alors S(m, f) = S(m,h). On peut donc supposer f sans nombre
admissible fixe quitte a remplacer f(7T') par f(AT + B) donné par le lemme (on a le
droit de le remplacer par le lemme [5.1).

Soit pq, ..., ps la liste des diviseurs premiers de m. Comme f ne posséde pas de nombre
admissible fixe, il existe en particulier ny € Z tel que pour tout 1 <i < s, on ap; [ f(ng).
Mais alors f(7 + ny) a pour terme constant f(ng) qui est premier avec m. Comme une
translation ne change pas I'ensemble des nombres admissibles, on peut considérer que le
terme constant est premier avec m quitte a remplacer f(T') par f(T + ny).
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On peut ensuite remplacer f(T') par f(AT) pour obtenir f constant mod m. Soit
ap = f mod m. Par la conjecture de Bunyakovsky, la suite f(n) posséde une infinité de
termes qui sont des nombres premiers, donc f est alors congru a ayp mod m. Comme f est
non constant on obtient une infinité de nombres premiers f-admissibles congrus a ay mod
m. Ainsi ag € S(m, f).

Choisissons maintenant pq, ..., p, des nombres f-admissibles avec p; = a; mod m et p;
ne divisant pas D(f). Comme les p; sont des nombres admissibles de f, il existe pour tout
i, r; tel que f(r;) = 0 mod p;. On a p; f D(f) done f'(r;) # 0 mod p;. Quitte & remplacer
r; par ; + p;, on peut donc supposer que p; | f(r;) et p? [ f(r;) (le raisonnement dans les
détails & été fait dans la partie 4). Soit maintenant r tel que 7 = r; mod p? V 0 < i < k.
Par construction on a alors po---p | f(r) et pa---p2 f f(r).

Soit maintenant ¢g(7") défini par :

fpo--pkT +71) =po-- prg(T).

Le polynome ¢(7') est irréductible sur Q puisque f lest. Comme de plus po---px | f(r),
tous les coefficients de f(po---piT + r) sont divisibles par pg---pg, et donc g € Z[T].
Comme f n’a pas de nombre admissible fixe, alors si g en avait un, il s’agirait de I'un
des p;, 0 < ¢ < k, mais aucun d’eux ne divise g(0) = z% puisque pZ---p: /| f(r).
Donc g n’a pas de nombre admissible fixe. Ainsi, pged(g(n))n,ez = 1. Par la conjecture de
Bunyakovsky, il existe une infinité de n tel que g(n) soit premier. Puisque

_ 1 1 -1 -1
g(n) =apay” ---a, =aj ---a; mod m.

Puisque ¢ est non constant, il y a une infinité de nombres admissibles de g congrus a

a;' - -a; ! (mod m), et donc ay'---a; ' € S(m, f). -

5.2 Une généralisation du théoréme de Murty sous ’hypothése H

On introduit I’hypothése H, due & Schinzel, qui n’est pas démontrée pour l'instant.
C’est une conjecture trés forte qui implique notemment 'existence d’une infinité de paires
de nombres premiers dont la différence absolue est deux. Cette propriété est une conjecture
réputée nommeée la conjecture des nombres premiers jumeaux.

Hypothése H : Soient fi,..., fr € Z[T] non constants, de coefficients dominants po-
sitifs, et irréductibles sur Q. Supposons qu’il n’existe pas de nombre f;-admissible fixe
pour chaque j. Alors il existe une infinité d’entiers n tels que fi(n),..., fr(n) soient tous
premiers.

Définition 5.5. On définit un E'-polynéme pour la progression a mod m comme un poly-
nome [ qui vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) 1l existe N € 7Z tel que pour tout n > N, f(n) posséde un diviseur premier p = a
mod m.

(ii) Le polynome f ne posséde pas de nombre admissible fize congru ¢ a mod m.
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On a I'analogue du théoréme de Murty pour les E’-polynomes.

Théoréme 5.6. En supposant l'hypothése H, il existe un E'-polyndéme pour la progression
a mod m seulement si a> =1 mod m.

Remarquons que la conjecture de Bunyakovsky implique le cas k = 1 de ’hypothése H.
En effet, comme f; ne posséde pas de nombre admissible fixe, on obtient pged(f(n))nez = 1,
et alors il existe des n arbitrairement grand tels que f(n)/1 = f(n) soit premier, ce qui
est la conclusion de ’hypothése H. Réciproquement, Schinzel a montré que le cas k = 1
de 'hypothése H implique la conjecture de Bunyakovsky.

Lemme 5.7. S la progression a mod m posséde un E’-polyndme, alors elle posséde un
E’-polynome sans nombre admissible fize.

Démonstration. Soit f un E’-polynéme pour une progression ¢ mod m. Soit g = éf(AT%—
B), ou A,B sont donnés par le lemme . On veut montrer que g convient, i.e que c¢’est un
E'-polynéme. Par définition d’un E’-polynome, il existe N tel que pour tout n > N, f(n)
posséde un diviseur premier congru a ¢ mod m. Ainsi, pour tout n > % , f(An 4+ B)
posséde un diviseur premier congru a a mod m. Mais un tel diviseur premier ne divise pas
d (car f ne posséde pas de nombre admissible fixe), et donc il divise g(n). Comme par
construction, g ne posséde pas de nombre admissible fixe, g est un E’-polynome. O

Lemme 5.8. Supposons que la progression a mod m posséde un E'-polynome. Alors, on
peut choisir un E'-polynome f(T) pour a mod m avec une factorisation dans Z|[T|

F(T) = A(T) - fu(T),

ayant les propriétés suivantes :
(i) f ne posséde pas de diviseur premier fize,
(ii) Le terme constant de [ est premier a m,
(iii) f possede un coefficient dominant positif,
(iv) Les f; possédent un coefficient dominant positif, sont distincts et irréductibles sur Q,
(v) [ et fi sont constants mod m.

Démonstration. On suppose que la progression ¢ mod m posséde un E’-polynéme. On
commence par construire un E’-polyndéme g qui vérifient les quatre premiéres propriétés.
Par le lemme il existe un E’-polynéme g a mod m sans nombre admissible fixe. Soit
P1,- .., Ps les diviseurs premiers de m. Comme g n’admet pas de nombre admissible fixe, il
existe pour tout 1 < i < sn; € Z tel que p; [ g(n;). Par le théoréme des restes chinois,
il existe donc n = ny mod py,...,n = ns mod ps. On a alors [[;_;p; [ g(n), i.e g(n) est
premier a m.

Il suffit alors de remplacer g(7T") par g(7' + n) dont le terme constant est premier a m.
Remarquons que g(7 + n) est toujours un E’-polynome vérifiant (i). On écrit maintenant
la décomposition de g en facteurs irréductibles :

9(T) =g (T) -+~ g(T).
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On peut forcer tous les g; & avoir un coefficient dominant positif quitte a réécrire
9(T) = £ (T) - - gu(T).

Comme ¢ ne posséde pas de nombre admissible fixe, les g; sont non constants, et sont
irréductibles sur Q. Il suffit de remplacer alors g par le produit des g; distincts pour obtenir
les propriétés (iii) et (iv). Remarquons que g reste un E’-polynome.

Considérons maintenant f(7T) = g(mT'). Puisque f(0) = ¢(0), le terme constant de f
reste premier & m donc (ii) reste vraie. Les f;(T) = g¢;(mT) vérifient toujours (iv), et f
a toujours un coefficient dominant positif puisque m positif, donc (iii) est encore vérifiée.
On a f(T) = g(mT) = g(0) mod m, donc (v) est vraie, il reste alors & montrer (i) i.e que
g(mT) sans nombre admissible fixe.

Puisque g est sans nombre admissible fixe, par le lemme tout nombre f-admissible
fixe doit diviser m. Mais f(0) = ¢(0) premier & m, donc il n’existe pas de nombre f-
admissible fixe, donc (i) est encore vérifiée ce qui conclut. O

Lemme 5.9. Supposons l'hypothése H. Soient f1,..., fr € Z[T] des polynomes distincts
deux a deuzx, de coefficients dominants positifs et irréductibles sur Q, et le produit = f1 -+ fi
est sans nombre admissible fize. Soit 0 < r < k et supposons que pour tout i on a un nombre
fi-admussible p;. Supposons de plus que

p1- - Dy st premier & ( H Res(fi,fi')> ( H Res(fi,fj)> .

1<i<k 1<i<j<k

Alors il existe n € Z aussi grand qu’on veut tel que

filn) =pqr, fo(n) = pago,.. ., fr(n) =prGrs fror = Girs ooy fi(n) = i,
ot les q; sont des nombres premiers.

Démonstration. Soit 1 < ¢ < r. Comme p; est f;-admissible, il existe n;, € Z tel que
fi(n;) = 0 mod p;. Par hypothése, p; /| Res(f;, f/) = D(f). Comme montré dans la
démonstration du théoréme il existe n; tel que fi(n;) = 0 mod p; et fi(n;) #Z 0 mod p?.
Par le théoréme des restes chinois, on peut choisir ng tel que pour tout 1 < ¢ < r on est
no =n; mod ([];_; p;)?. On a alors pour tout 1 <i <7 p; | fi(no) et p; [ fi(no). Posons
maintenant P := (H;lej)2. On définit les polynomes g1, ..., gy comme suit :

Ji(PT +ng) = p1g1i(T), fo2(PT +no) = p2g(T), -+, fo(PT +ng) = prgr(T),
fr1(PT +n9) = gr1 (1), fri2(PT +19) = gria(T), -+, fu(PT + n9) = gi(T).

Vérifions maintenant que les conditions de I’hypothése H sont valables pour les polynomes
g1, ---, 9k Les g; sont irréductibles, non constants car les f; le sont. Comme les coefficients
dominants des f; est positif, ceux des g; le sont également, et les g; sont a coefficients dans
Z. 11 reste & montrer que :*

Ji- fio(PT +no)
P11 Dr

g(T):=gi---gi(T) =
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n’a pas de nombre admissible fixe. Supposons qu’il existe un nombre g-admissible fixe p.
Un tel nombre est également admissible fixe pour f(PT + ng), et comme f ne posséde pas
de nombres admissibles fixes, il en découle que p doit diviser P. Ainsi, il s’agit de I'un des
pi- Mais si g; divise ¢(0), alors en particulier p? | Hle fi(no). Comme p? [ fi(ng) on a
pi | fj(no) pour un j # ¢. Mais alors f; et f; ont une racines communes mod p; et donc que
p | Res(fi, f;) .

Démonstration du théoréeme[2.6. Supposons que la progression a mod m posséde un E'-
polyndéme. On considére alors le polynome f et sa décomposition en irréductibles f; donnée
par le lemme [5.2] On veut montrer qu’au moins 'un des f; est un E-polynéme pour la
progression @ mod m. Par le théoréme on a donc a? = 1 mod m.

Montrons d’abord que I'un des f; a son terme constant congru & a mod m. En supposant
par Pabsurde que ce n’est pas le cas, on applique alors 'hypothése H aux f; (les conditions
de ’hypothése H sont bien vérifiées par les propriétés de f données par le lemme . Il
existe donc n arbitrairement grand tel que les f;(n) soient tous premiers. Comme les f;
sont constants mod m, on obtient

fi(n) = f;(0) # a mod m.

Mais alors pour ces valeurs de n, f(n) = Hle fi ne posséde pas de facteur premier congru
a a mod m. Comme f est un E’-polynome, il existe N € Z tel que pour tout m > N, f(m)
posséde un diviseur premier congru a ¢ mod m. Mais comme les n sont arbitrairement
grands, il suffit d’en choisir un plus grand que N pour parvenir & une contradiction. Ainsi
il existe 7 tel que f; a son terme constant congru a a mod m. Quitte a réarranger, on note
pour 1 < i <rles f; qui sont de termes constants congrus a a mod m.

Maintenant, fixons 1 < ¢ < r et supposons que aucun des f; ne soit un F-polynéme.
Alors on a I'un des deux cas suivants :

(1) f; posséde une infinité de nombres admissibles qui ne sont congrus ni & 1 ni & @ mod

(2) On a a # 1 mod m et tous les nombres admissibles pour f; sauf un nombre fini sont
congrus a 1 mod m.

Supposons qu’on soit dans le cas (2). Soit Q = p; - - - ps, ot les py, .. ., ps sont les nombres
admissibles pour f; qui ne sont pas congrus & 1 mod m. Comme f ne posséde pas de nombre
admissible fixe, f; n’en posséde pas non plus. On a donc pour tout 1 < i < s I'existence
de n; € Z tel que p; / f(n;). Par le théoréme des restes chinois, il existe n € Z tel que
n =nj; mod py---n = n; mod ps. On a alors f;(n) premier & ). On a

fi(n) = f;(0) = a mod m

et comme les diviseurs de f;(n) sont congrus a 1 mod m, f;(n) = 1 # a mod m. On obtient
donc une contradiction.
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Alinsi, si aucun des fi,..., f,. n’est un E-polynéme pour la progression a mod m, alors
pour tout 1 < i < r, on a f; qui vérifie (1). Choisissons maintenant pour tout 1 < i < r
un p; qui est f;-admissible, tel que p; ne soit pas congru a 1 ou a mod m et tel que

pi > ( 11 Res(fi,fi’)> ( 11 Res(fi,fj)>.

1<i<k 1<i<j<k

On peut alors appliquer le lemme pour obtenir

L) =piqr, ..., fr(0) =pee, frg1(n) = g1y oo, fo(n) = a,

otl les ¢; sont premiers. Comme [ = Hle fi est un E’-polynéme pour la progression a mod
m, pour n suffisamment grand, f(n) est divisible par un nombre premier congru a a mod
m, et comme les seuls diviseurs premiers de f(n) sont p1,...,pr,q1, ..., gk, 'un d’entre eux
est congru & a mod m. Les p; ont été choisis en dehors de la progression a mod m. Donc
c’est I'un des ¢; qui est congru a a mod m.

Pour j > r, ¢; satisfait

¢; = fi(n) = £;(0) # a mod m.

Pour 1 < j <7, g; satisfait

p;q; = fi(n) = f;(0) = a mod m.

Cela nous donne donc
g = apj’l % a mod m.

Donc aucun des g; n’est congru a a mod m et on parvient a une contradiction. Donc, il
existe 1 <1 < r, tel que f; est un E-polynome, ce qui achéve la preuve. O

6 Théoréme de Chebotarev

Les énoncés et démonstrations de cette partie se trouvent dans [3, Chapitre 6].
Soit K un corps de nombres, L/K une extension galoisienne. On note G = Gal(L/K).

Soit p idéal premier de K non ramifié dans L, et soit 8 | p un idéal premier de L. Alors il
existe un unique élément [L/TK] € G tel que pour tout o € Oy,

Un tel élément sera appelé élément de Frobenius de . Cet élément peut dépendre du choix

de I'idéal premier divisant p. Deux diviseurs du méme idéal premier p seront dit conjugués.
On peut alors définir les classes de conjugaisons (L/TK) = {[L/TK], Blpe.
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Définition 6.1. Soit K un corps de nombre. On pose P(K) l'ensemble de ses idéauz
premiers de Ok. Soit A C P(K). La densité de Dirichlet de A notée §(A) est la limite,

lorsqu’elle existe,
N —S8
5(14) _ hm ZpeA( (p)) —.
s—1F ZpeP(K)(N(p)) *
Rappelons que N(p) est la norme absolue de p donnée a la définition .

Théoréme 6.2. (Chebotarev, 1922) Soit K un corps de nombres et L/K une extension
galoisienne. On note G = Gal(L/K). Soit C' une classe de conjugaison dans G. Alors
l’ensemble des idéaux premiers p dans K non ramaifiés dans L et tels que (L/TK) = C a pour

densité de Dirichlet |C|/|G].

On donne ici des éléments de la preuve du théoréme de Chebotarev dans le cas des
extensions cycliques.

Définition 6.3. Soit G un groupe abélien fini. Un caractére de G est un morphisme de
groupe x : G — C*.

L’ensemble des caractéres de G forme un groupe fini d’ordre fini |G| que I'on note G.
Définition 6.4. Un anneau local est un anneau possédant un unique idéal mazimal.
On notera O, 'anneau local contenant p.

Lemme 6.5. (Relation d’orthogonalité) Soit G un groupe abélien. On a la relation sui-
vante :
ZX(U_I)X(T) = |G| si 0 = 7 et 0 sinon.

x€G

Soit ¢ € Ok. On note J(c) le groupe des idéaux fractionnaires premiers & ¢. On note
P(c) le sous-groupe des idéaux fractionnaires principaux zOgk ot x vérifie :

(a) Si p est un idéal de Ok qui divise ¢, alors = est dans 'anneau local O, et vérifie
z =1 mod ¢O,.

(b) Pour tout morphisme o : K — R, o(z) est positif.
On note alors G(¢) = J(c)/ P(c). Il s’agit d’un groupe abélien fini.

Soit ¢ un idéal de Ok et y un caractére de G(c¢). On introduit la série de Dirichlet

suivante (@
xia
Le(s,x) = Y ,
N S
pged(a,c)=1 ( (Cl))

ou a parcourt les idéaux de Ok premiers a ¢. On a I'identité d’Euler suivante

w0 =TT (- i)

pic
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Lorsque x # 1, L.(s, x) se prolonge en une fonction holomorphe sur Re(s) > 1 — ﬁ Si
x = 1, alors il s’agit d’'une fonction méromorphe sur le méme plan avec un unique pole
simple en s = 1.

Soit L/ K une extension abélienne. Soit ¢ un idéal de O divisible par tous les idéaux qui

se ramifient dans L. Si p ne divise pas ¢, alors (L/TK) définit un unique élément de Gal(L/K).

La correspondance p — (L{JK) s’étend en un homomorphisme w, : J(¢) — Gal(L/K). On

gardera cette notation par la suite.

Lemme 6.6. Soit x un caractére non trivial de G. Alors,
(a) Le(1, x0w:) #0;
(b) 10g Cc(s7 K) = _log(s - 1) + O<1) 5
(¢) G=Gal(L/K).

Lemme 6.7. Soit x est un caractére de G. On a

log Lc(s,x ow,) = Z X(;V;);(;) +0(1), s—1%.
pfe

Lemme 6.8. On a une expression alternative de la densité de Dirichlet :
N —S
5(14) o 1 ZpeA( p)
s—1t —log(s —1)

Démonstration. Soient K un corps de nombre, (,, une racine primitive m-iéme de I'unité et
L/K une extension galoisienne telle que L soit contenu dans K (). Posons G = Gal(L/K).
L’extension étant abélienne, les classes de conjugaisons sont réduites a un élément, on
cherche donc a montrer que

sy emn e () <)) L

Counsidérons 'ensemble

A'={p e P(K),tel que p f¢, w.=0}.

L’ensemble A’ est identitique & A & un nombre fini d’exceptions prés, donc §(A) = J(A).
Considérons maintenant la fonction

ZX Dlog(L(s, x 0 @.)).
xGG

Par la premiére partie du lemme , pour tout y non trivial, log(L.(s, x 0 @,)) admet une
limite quand s tend vers 17. Comme de plus G est fini, la partie de la somme indexée par
les x non triviaux est un O(1) quand s tend vers 17, et le terme restant en y = 1 vaut
log(.(s, K). Par le lemme [6.6| on alors bien que

f(s) =—log(s—1)+o0(1) quand s— 17.
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Par ailleurs, par le lemme on a

ZX —1 Xowc()f 1)

1
—% )%x(a X | gy T (1)

Par le lemme [6.5] on obtient alors

) = (1KY (N; +0(1).

peA’
On a donc , 1 +
,DGZA N - moE et D+ 0 quand s > 17
Par le lemme , on a alors 6(A) = ﬁ .

Application 1. Soient Q = K et Q = L. On a Gal(L/K) = {id}. Ainsi, pour tout nombre

premier p, (L/TK) = id. Le théoréme de Chebotarev appliqué a l'extension L/K donne la

densité 5(E) = § ({pe P, tels que (L/TK) = 1}) "L :1K] -

On trouve donc que 'ensemble des nombres premiers est de densité 1, ce qui au vu de la
définition de densité de Dirichlet est cohérent.

Application 2 (Dirichlet). Soient a et n premiers entre eux. Alors 'ensemble

Az{pGPtelsquepEamodn},

a pour densité de Dirichlet ( 7 En effet, soit (,, une racine primitive de I'unité. Posons

= Q(¢) et K = Q. Gal(L/K) est isomorphe & (Z/nZ)*, et on peut alors identifier

o: ¢ — (Paamodn. On a (L/K)(Cn) = (?. On a de plus pour a et b premiers & n,

¢* = ¢® mod p si et seulement si (¢ = (® si et seulement si a = b mod n. Donc, pour
p /n,p = a mod n si et seulement si (L/TK) = (.

On applique alors le théoréme a notre extension L/K qui est bien galoisienne. On

a alors { € P, tels que ( Ky — C“ de densité ( . Comme cet ensemble est identique a

un nombre fini d’exceptions prés a {p €P, p fn,tels que (L/TK) = Cﬁ}, ce dernier a éga-

lement pour densité ﬁ. Puisque pour a premier a n, ce dernier ensemble est le méme
que {p € P, p fn, tels que p = a mod n} qui est identique & exceptions fini prés a A, on
a finalement A de densité ﬁ.
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I1 apparait donc curieux de se servir du théoréme de Chebotarev qui contient le
théoréme de Dirichlet (et méme dont la démonstration avec les fonctions L s’inspire de
celle de Dirichlet) pour montrer le théoréeme de Murty [1.7 Il n'y a cependant pas de
circularité.

7 Démonstration du théoréme [1.7

On introduit maintenant ’ensemble
Spl(K) :={p: il existe p divisant p dans K tel que f(p|p) =1}.

Exemple. On a Spl(Q(i)) = {p =1 (mod 4)} U {2}.
On introduit également

S(m, K) :={bmod m : p=>bmod m pour une infinité de p € Spl(K)}

Théoréme 7.1. Soit h un polynome irréductible sur Q et o une racine de h. Alors Spl(h)
et Spl(Q(«)) sont identiques a un nombre fini d’exceptions pres.

Démonstration. On a déja montré que 'ensemble des diviseur premiers d’un polynéme h
est identique a nombre fini d’exceptions prés aux nombres premiers qui ont un diviseur
de degré 1 dans K. Mais un tel diviseur vérifie |Ok/p| = N(p) = p = |Z/(p)|, et donc

f(plp) = 1. .

Une conséquence de ce théoréme est que S(m, h)=S(m, Q(«)). On va par la suite consi-
dérer S(m, Q(«)) qui est plus facile & manipuler.

Théoréme 7.2. Soit K un corps de nombres. Alors le sous-ensemble S(m, K) de (Z/mZ)*
est un groupe.

Démonstration. On commence par montrer que
S(m, K) = {g mod m: ¢ € Spl(K), g non ramifi¢ dans K(()} (7.1)

Soit b € S(m, K). Par définition, la classe de congruence b posséde une infinité de nombres
premiers p € Spl(K). Comme il existe seulement un nombre fini de nombres premiers
ramifiés dans K, il existe en particulier un nombre premier p € Spl(K) non ramifié qui est
dans la classe de congruence b. Ainsi, on a la premiére inclusion.

Soit ¢ € Spl(K), ¢ non ramifi¢ dans K((,). On veut construire une infinité de p €
Spl(K) vérifiant p = ¢ (mod m), ce qui nous montrera l'inclusion réciproque de (7.1)). Soit
q | ¢ dans K vérifiant f(qlg) = 1. Si q est ramifié¢ dans K((,,), alors il existe en particulier
un idéal premier p de K () tel que p* | q, donc p? | ¢, et donc ¢ est ramifié dans K((,,),
ce qui est contraire a notre hypothése sur ¢, donc q est non ramifié dans K((,,).

Counsidérons ’élément de Frobenius o = [w] € Gal(K(¢y)/K). Montrons qu’il

s'agit de n : ¢ — (% Soit a € Okyc,,), @ = a@(m)C‘P(m) -+ ag. Par définition de I’élément de
Frobenius, on a
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o(a) = oM@ mod g
= ai(m)éw(m)q ---ad + Bg mod q, ot 3 est un élément de Ok,

aw(m)CW(m)q -+ -ap mod q

= n(a) mod q.
Ainsi, n = o et on peut identifier Gal(K((,,)/K) a un sous-groupe de Gal(Q((,,)/Q) par

¢ Gal(K(Gn)/K) — Gal(Q(¢n)/Q)

o —> U|Q(Cm)'

Comme on a de plus 'isomorphisme suivant

Gal(Q(¢m)/Q —  (Z/mZ)*
C—=¢) = s,

on peut identifier 0 = ( — (9 & ¢ mod m.

On applique maintenant le théoréme de Chebotarev a I'extension K((,,)/K qui est
bien galoisienne. Puisque de plus K((,)/K est une extension abélienne, les classes de
(K(Cm)/K) _ [K(Cm)/K]

P

p
pour dire que l'unique élément de la classe de conjugaison de p est [K(CT;‘#] On a alors

conjugaisons sont triviales et on peut alors utiliser ’abus de notation

que 'ensemble des idéaux premiers p de K non ramifiés dans K ((,,) tels que (K(Cp#) =0
est de densité naturelle
1 S 1
|Gal(K (¢n)/K) — @(m)

Donc il existe une infinité d’idéaux premiers de K non ramifiés dans K((,,) tels que
(K(Cm)/K)
p

= 0. L’ensemble des premiers qui sont de degrés absolu 1 étant de densité 1 (
une démonstration est proposée sur la page internet [10]), on peut également imposer que
fo(K/Q) =1 (donc de norme absolue qui vaut un nombre premier).

Pour un certain p premier, on a p NZ = pZ. On a alors p | p, et f,(K/Q) = 1, donc
p € Spl(K). On a alors les mémes hypothéses que pour ¢ pris au début et on montre donc

de la méme facon que I'on peut identifier (K(C’;#) a p mod m. On a alors
K((,) /K
g mod m = olg(c,) = (@’fw) = p mod m.

On a donc, pour une infinité de p € Spl(K), p = ¢ mod m, ce qui conclut I'inclusion et
réciproque et montre donc I'égalité (7.1)).

Notons H l'image de Gal(K((n)/K) — Gal(Q((y)/Q. On veut montrer que H =
S(m, K), autrement dit que S(m, K) est I'image de 9, ce qui montrera que c¢’est bien un
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groupe. Soit ¢ mod m € S(m, K). On a déja montré que ¢ mod m = oglge,,) ot q | ¢
et f(qlg) = 1. On a o4lg(c,,) € H, ce qui montre la premiére inclusion. Soit maintenant
b mod m € H. Par définition de H, il existe un o € Gal(K((,)/K) tel que b mod m =
ola(c.)- Appliquons a nouveau le théoréme de Chebotarev a I'extension K((y,)/K), pour
obtenir une infinité d’idéaux premiers p vérifiant

o (K(Q;)/K)’

e p non ramifié dans K,
o o(K/Q) =1
Pour chaque p il existe alors p un nombre premier tel que pZ = p N Z. On a alors p €
Spl(K), et f,(K/Q) = 1. On a alors
ola,,) = p mod m.

On a alors une infinité de p € Spl(K) p = b mod m, donc b mod m € S(m, K). Ainsi,
H = S(m, K), et donc en particulier S(m, K) est un groupe. ]

Démonstration du théoreme[L7. Soit a mod m une progression qui posséde un E-polyndome
h. Alors en particulier {1,a} = S(m,h) = S(m,Q(«)). Comme on vient de voir que
S(m, Q(«)) est un groupe, on a a* € {1,a}. Ainsi, nécessairement, on a a?> = 1 mod m, ce
qui conclut. O

8 Une généralisation des théorémes [1.6] et [1.7]

Soient K un corps de nombre et L/K une extension abélienne. Posons Gal(L/K) = G.

Définition 8.1. On dira qu’un idéal premier o est f-compatible s’il existe a € O tel que

o | (f(a)).

Définition 8.2. On dira que o € G posséde une preuve g-euclidienne s’il existe un poly-
nome f € Oklx] tel que tous ses idéauz f-compatibles, 4 exceptions fini pres, soient de
Frobenius 1 ou o.

Dans cette section, on donne une preuve d’une condition nécessaire et suffisante pour
I’existence d’une preuve g-euclidienne.

Théoréme 8.3. [6/ Soit L/ K une extension abélienne de groupe de Galois G. Soit 0 € G.
St o est d’ordre 2, il existe une preuve g-euclidienne.

Théoréme 8.4. [1/ Soit L/K une extension abélienne de groupe de Galois G. Si o € G
possede une preuve g-euclidienne, alors o est d’ordre 2.

22



8.1 Démonstration du théoréme 8.3

Théoréme 8.5. Soit K un corps de nombre et L/K une extension galoisienne. Soit H
un sous-groupe de Gal(L/K ). Alors, il existe un polynome irréductible f € O[] tel que :

Soit o un idéal f-compatible. Alors pour tout idéal p dans L divisant g, (L/K) € H.
Il s’agit de ’analogue du théoréme et sa démonstration suit la méme démarche.

Démonstration. Par le théoréme de 1’élément primitif, il existe a € L tel que L = K(«).
Posons alors £ = L. On a alors E = K(n) ou n = h(a), h € K[z]. Soient oy,...,0, un
systéme de représentants de Gal(L/K) mod H. Posons pour tout 1 <i < s, n;, = 0;(n) =
h(o;(a)).

Montrons que les éléments 7; sont deux a deux distincts. Supposons qu’il existe 1, j,
i # 7 tels que n; = n;. Alors aj_lai fixe F, donc Jj_lal- € H ce qui est absurde. Donc les n;
sont distincts deux a deux, et ce sont les conjugués de 7. Le polyndme minimal de 7 est

alors
S

f@) =[] —m). (8.1)
i=1
Montrons que f convient. Soit p un idéal f-compatible qui ne se ramifie pas et tel que
© [D(f). Comme g est f-compatible, il existe un idéal a tel que

fla) = H(a —n;) =0 mod .

Soit p un idéal de Oy, qui divise p. Alors par définition d’idéal premier, il existe 1 < i < s tel
que p divise (a—n;). Notons ¢ = (L/TK) On a alors ¥(a) = a mod p et donc ¥ (a) = a mod p.
On a alors

hici;(@)) =n=a=¢(a) = ) = h(v o o;(a)) mod p.

¥(n
En particulier on a alors h(o;(a)) = h(¢ o oy(a )) mod p. Puisque 1 envoie une racine de f
sur une racine de f, on a h(¢p o o;(a)) = ¢(n;) = n; = h(oj(a)) pour un certain j. Si j # ,
alors en particulier p | D(f). Mais comme D(f E K ona o | D(f), ce qui est contraire a
notre hypothése de départ.Ainsi, i = j.

On a alors ¥(n;) = n;. Comme l'extension est galoisienne, 1 fixe K(n), et donc ¢ € H.
Comme c’est vrai pour tous les idéaux f-compatibles & un nombre fini d’exceptions prés
(car il y a un nombre fini de p qui se ramifie ou qui divise D(f)), le théoréme est bien
démontré. ]

Théoréme 8.6. Soit f comme défini par . Soit o un idéal premier de K tel que pour

un tdéal p de L divisant g, (L/K) €. Alors p est un idéal f-compatible.

Démonstration. Soit @ un idéal f-compatible et p idéal de L divisant p et tel que ¢ :=
(L/TK) € H. Alors ¢ fixe K(n;) pour un certain i, donc en particulier ¢(n;) = n;. Par
définition du Frobenius, on a donc

U;VL/K(@ =1; mod p.
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Puisque Ok /p est un corps, le polynéme 2Vt/x®) — - a au plus Np/k(p) racines dans
Ok /p. On a déja autant de solutions distinctes dans Of. Il existe donc a € O tel que
n; = a mod p. On a alors p | f(a), et comme f(a) € K, ¢ | f(a). O

Corollaire 8.7. Si ¢ est le polynome minimal de o alors les idéauzr ¢-compatibles soit
divisent dp i soit ont pour Frobenius 1.

Démonstration. On applique le théoréme a H groupe trivial, et p se ramifie si et
seulement s’il divise dp/x = D(f). O

Théoréme 8.8. Soit K un corps de nombre, et L/K une extension abélienne. Soit o €
Gal(L/K) d’ordre 2. Alors s’il existe au moins un idéal premier de Ok de Frobenius o ne
divisant pas D(f), il en existe une infinité.

On admettra cette derniére démonstration, celle-ci n’apporte pas de nouvelles idées
mais utilise de nouveaux objets qu’il faudrait introduire.

8.2 Démonstration du théoréme

Soient F' un corps de nombres et E/F une extension galoisienne finie et K/F une
extension finie. On introduit I’ensemble

SPI(K/F) :={p € Op, tel qu'il existe, P € Ok divisant p et tel que f(*Plp) = 1}.

Théoréme 8.9. Soit la famille (C;) des classes de conjugaisons de Gal(E/F) telle qu’il
eriste une infinité d’idéaur premiers p € Spl(K/F) tels que C = (ET/F) Notons S(E, K)
lunion de ces C;. Alors S(E, K) est le plus petit sous-ensemble de Gal(E/F) qui

(1) contient ’image de

v: Gal(EK/K) — Gal(E/F)
o — 0|,

(2) est stable par conjugaison.

Démonstration. Nous allons montrer les trois points suivants :

e Gal(E/ENK) CS(E,K)

e S(E, K) est stable par conjugaison

e Chaque classe de conjugaison de S(FE, K) contient un élément de Gal(E/E N K).
Montrer ces trois points suffira a terminer la preuve. En effet, il suffit alors de montrer
que S(E, K) est le plus petit sous-ensemble de Gal(E/F ) qui contient I'image de 1. Soit
A C Gal(E/F) stable par conjugaison. A contient 'image de ¢ qui est Gal(E/FE N K).
Soit x € S(E, K), et C, sa classe de conjugaison associée. Comme cette classe contient un
élément de Gal(E/ENK) C A, et que A stable par conjugaison, C, € A, donc en particulier

x € A, donc S(F, K) C A, donc S(E, K) est bien le plus petit ensemble contenant I'image
de 4. 1l suffit donc bien de montrer les trois points.
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Le deuxiéme point est immédiat, puisque S(E, K) est une union de classes de conju-
gaisons.

Pour montrer les points un et trois, établissons d’abord une égalité d’ensembles. Mon-
trons que S(E, K) est Punion des classes de conjugaisons (25 o q € Spl(K/F) et q non

q
ramifié dans F K. Chaque classe de conjugaison de S(E, K) est par définition égal & (ET/F)

pour une infinité de q € Spl(K/F), donc on peut en particulier choisir un g non ramifié
dans EK (puisqu’il n’existe qu'un nombre fini d’idéaux premiers ramifiés). Ceci conclut
donc la premiére inclusion.

Soit q un idéal premier de Spl(K/F') non ramifié dans EK. Soit O € Ok divisant q
tel que f(O|q) = 1. Comme q est non ramifié¢ dans FK, © est non ramifi¢ dans FK. Soit

EK/K L& _ [EK/K ~ 3 _ [EJF
o € (Z5—). Soit O tel que o = [=Z=]. Posons ¢ = ONE. Ona olp = [=-] € Gal(E/F),
(LY.
q

donc o|g €
Par le théoréme de Chebotarev appliqué a lextension FK /K qui est bien galoisienne,

il existe une infinité d’idéaux premiers P € O non ramifiés dans FK tels que (%) =

(g et fy(K/F) = 1.
Soit p tel que p =P N F. On a p € Spl(K/F). Quitte & supprimer un nombre fini de
B, on peut supposer p non ramifié dans F K.
Soit P idéal de EK divisant B et tel que o = (E{%K) Posons 0| = (%) o p = PNE.

Ainsi, les classes de conjugaisons (ET/F) et (#) contiennent toutes les deux o|g et sont

donc identiques. Puisque c’est vrai pour une infinité de p non ramifiés dans FK, cela
conclut la deuxiéme inclusion.

On a montré que (%) contenait un o|g pour un certain o € Gal(EK/K). Comme

olg € Gal(E/E N K), on a bien chaque classe de conjugaison de S(F, K) qui contient un
élément de Gal(E/E N K). On a donc montré le troisiéme point.

Soit n € Gal(E/E N K). Tout élément de Gal(E/E N K) s’écrit comme o|g pour un
certain o dans Gal(EK/K), soit donc o tel que n = o|g. Nous avons déja montré que

olp = [ET(F] pour un certain p € Ok. Soit p tel que p =pNF. On a p € Spl(K/F) et p
non ramifié¢ dans EK. Donc o|g € S(E, K) et on a donc montré le premier point. Comme
remarqué plus tot, cela permet de conclure la preuve. O

Démonstration de (8.4 Supposons que o € G posséde une preuve g-euclidienne. Soit f un
polynome tel que tout les idéaux f-compatibles, a exceptions fini prés, soit de Frobenius 1
ou o (et il en existe une infinité de tels idéaux de Frobenius 1 ou o). On a alors

{1,0} = {n € Gtel qu’il existe une infinité d’idéaux f-compatibles de froebenius 1 ou o}
= S(E/K)

Or, I'extension étant abélienne, S(E/K) est un groupe donc o? = 1, ce qui conclut. ]
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