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1 Introduction

La première preuve de l'in�nitude de l'ensemble P des nombres premiers est dû à
Euclide. Euclide considère par l'absurde l'ensemble �ni des nombres premiers p1, . . . , pn.
Il construit N =

∏n
i=1 pi, et considère N + 1. Or N + 1 possède un diviseur premier, qui

divise donc N par dé�nition, et divise donc leur di�érence qui vaut 1, c'est absurde.
Une généralisation de ce théorème est celui de Dirichlet, qui montre qu'il existe une

in�nité de nombres premiers dans chaque progression arithmétique an + b pour a et b
premiers entre eux. La démonstration de Dirichlet utilise toutefois des outils d'analyse
complexe et s'éloigne de l'idée d'Euclide. On peut se demander donc dans quelle mesure on
peut reproduire la démonstration d'Euclide pour le théorème de Dirichlet. Commençons
par des exemples pour voir ce à quoi devrait ressembler une preuve "euclidienne".

Exemple 1. Il existe une in�nité de nombres premiers congrus à 3 mod 4. On procède
à la manière d'Euclide : supposons par l'absurde qu'il existe un nombre �ni de nombres
premiers congrus à 3 mod 4, disons p1, . . . , pn. Posons de la même façon que ci-dessus
N =

∏n
i=1 pi. On a 4N − 1 impair donc possède un diviseur premier congru à 1 ou 3 mod

4. Mais si tous ses diviseurs premiers sont congrus à 1 mod 4, alors 4N − 1 est congru à 1
mod 4, ce qui est absurde puisqu'il est congru à 3 mod 4. Donc il existe un diviseur premier
congru à 3 mod 4, mais alors celui-ci divise la di�érence qui vaut −1, ce qui est absurde.
On a en fait construit ici un polynôme f(x) = 4x − 1 évalué en N , et montré qu'il existe
p congru à 3 mod 4 divisant f(N).

Exemple 2. (Euler [4]) Soit k ∈ N. Il existe une in�nité de nombres premiers congrus
à 1 mod k. Supposons par l'absurde qu'il en existe un nombre �ni p1, ..., pn, et posons
N =

∏n
i=1 pi. On note ϕd(X) le d-ième polynôme cyclotomique. On a Xk−1 =

∏
d|k ϕd(X),

donc ϕk(Nk)|(Nk)k − 1. Si p divise N et ϕk(Nk), il divise 1, et de même si p divise k et
ϕk(Nk), donc

pgcd(ϕk(Nk), N) = pgcd(ϕk(Nk), k) = 1.
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Soit q un facteur premier de ϕk(Nk). En particulier q divise (Nk)k − 1 donc (Nk)k ≡ 1
mod q. Soit ℓ l'ordre de Nk dans (Z/qZ)×. Montrons que ℓ = k. Supposons que ℓ ̸= k.
Alors par le théorème de Lagrange, ℓ divise k, donc disons que k = mℓ, m ∈ Z. Donc :

(Nk)k − 1

(Nk)ℓ − 1
= 1 + (Nk)ℓ + (Nk)2ℓ + · · ·+ (Nk)k−ℓ ≡ m ̸≡ 0 mod q.

(En e�et q ne divise pas k puisque pgcd(ϕk(Ak), k) = 1, donc ne divise pas m).
Comme pour ℓ divise k, ϕk(x) divise xk−1

xℓ−1
, on a que q divise ϕk(Ak) et q divise

(Nk)k−1
(Nk)l−1

, ce
qui est absurde par ce qui précède, donc ℓ = k.

Ainsi k est l'ordre de (Nk)k, donc k divise l'ordre du groupe (Z/qZ)× qui vaut φ(q) =
q − 1, donc q = mk + 1. Mais comme q divise ϕk(Nk) premier à N , et qu'il est premier et
congru à 1 mod k, on parvient à une absurdité puisque, par hypothèse, N est divisible par
tout les premiers congrus à 1 mod k.

Dé�nition 1.1. Soit f ∈ Z[x]. On dé�nit l'ensemble Spl(f) := {p ∈ P : ∃n ∈ Z p | f(n)}.
Un élément de Spl(f) sera dit admissible pour f ou encore f -admissible.

Pour construire une preuve euclidienne pour une progression arithmétique an + b, on
aimerait trouver un polynôme f(T ) ∈ Z[T ] qui possède une in�nité de nombres premiers
congrus à b mod a. Il n'est pas très di�cile de trouver un polynôme avec une in�nité de
nombres admissibles.

Théorème 1.2. (Schur [6]) Si f ∈ Z[x] est non constant, alors Spl(f) est in�ni.

On aimerait de plus que l'on puisse, à partir d'une liste �nie de nombres premiers
congrus à b mod a, construire "facilement" un diviseur premier de f congru à b mod a qui
n'est pas dans notre liste. S'il y a beaucoup de nombres premiers f -admissibles qui ne sont
pas dans notre progression arithmétique, cela va compliquer la tâche. Malheureusement, le
théorème de Nagell suivant nous indique que c'est souvent le cas.

Théorème 1.3. (Nagell [6]) Si f et g ∈ Z[x] non constants, alors Spl(f) ∩ Spl(g) est
in�ni.

On verra plus tard que tout les nombres premiers congrus à 1 mod k sont admissibles
pour le k-ième polynôme cyclotomique. Ainsi, on peut au mieux espérer obtenir des poly-
nômes qui possèdent une in�nité de nombres premiers congrus à a mod b et 1 mod b.

Dé�nition 1.4. On appellera polynôme euclidien pour la progression a mod m, ou encore
E-polynôme, un polynôme qui possède une in�nité de nombres admissibles congrus à a
mod m, et dont tous les nombres admissibles à exceptions �ni près sont congrus soit à 1
mod m soit à a mod m.

Dé�nition 1.5. On dit qu'il existe une preuve euclidienne pour la progression arithmétique
a mod m s'il existe un E-polynôme pour cette progression.
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Le but de ce rapport est de fournir des démonstrations de deux résultats dûs à Murty [1]
et Schur [6] respectivement et qui donnent une condition nécessaire et su�sante pour qu'une
preuve euclidienne pour une progression arithmétique existe.

Théorème 1.6. (Schur, 1912) Si ℓ2 ≡ 1 mod k, alors il existe une preuve euclidienne
pour ℓ mod k.

Théorème 1.7. (Murty, 1988) S'il existe une preuve euclidienne pour ℓ mod k, alors
ℓ2 ≡ 1 mod k.

2 Outils de théorie algébrique des nombres

On rappelle ici certains outils d'algèbre qui nous serons utiles par la suite. Les théorèmes
de cette section seront admis.

On appelle corps de nombre toute extension algébrique �nie de Q. Dans la suite, K
désigne un corps de nombre. On appelle anneau des entiers du corps K l'anneau des racines
dans K de polynômes unitaires à coe�cients dans Z. On notera l'anneau des entiers OK .

On appelle le Gal(L/K) le groupe d'automorphismes de L dans L qui �xent K. On a
Gal(Q(ζn)/Q) isomorphe à (Z/nZ)×. Soient E,E ′ des extensions �nies de K. On appelle
EE ′ le compositum de E et E ′, il s'agit du plus petit corps contenant E et E ′. On a
Gal(EE ′/E ′) qui s'identi�e à un sous-groupe de Gal(E/K) par

Gal(EE ′/E ′) → Gal(Q(E/K)
σ 7→ σ|E.

Pour un sous-esemble S du groupe des automorphismes, on note

LS := {x ∈ L, σ(x) = x ∀σ ∈ S} .

On a en particulier LS = L⟨S⟩.
Soit L/K une extension galoisienne. On a une bijection entre l'ensemble des sous-

groupes de Gal(L/K) et l'ensemble des sous-extensions de L/K. C'est ce que l'on nomme
la correspondance de Galois et elle est donnée par

{sous-groupes de Gal(L/K)} → {sous-extensions de L/K}
H 7→ LH/K.

Soit P un polynôme de degré n, de coe�cient dominant an, et de racines α1, . . . , αn

dans son corps de décomposition. On appelle discriminant de P la quantité

D(P ) := a2n−2
n

∏
i<j

(αi − αj)
2.
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Soient deux polynômes P et Q. Soit α1, . . . , αn les racines de P dans son corps de dé-
composition et β1, . . . , βm celles de Q dans son corps de décomposition. Notons aussi an le
coe�cient dominant de P et bm celui de Q. Alors on appelle résultant de P et Q la quantité

Res(P,Q) := amn b
n
m

∏
i,j

(αi − βj).

On a par exemple Res(P, P ′) = D(P ).
Pour un corps K tel que son anneau des entiers peut s'écrire sous la forme Z[α] , où

α ∈ K (i.e K est un corps monogène), on dé�nit le discriminant de K comme étant le
discriminant du polynôme minimal de α.

Dé�nition 2.1. La norme absolue d'un idéal a de OL est la quantité

N(a) := |OL/a|.
Théorème 2.2. (Dedekind [2])

Soit K un corps de nombre. Soit α ∈ OK tel que K = Q(α). Soit f le polynôme
minimal de α. Soit p premier ne divisant pas [OK : Z[α]]. On considère la factorisation en
irréductibles de f dans Z/pZ

f(T ) = π1(T )
e1 · · · πr(T )er mod p,

où les πi sont les facteurs irréductibles de f et les ei leurs exposants. On a alors que
(p) := pOK se factorise en produit d'idéaux premiers de OK par (p) = pe11 ...p

er
r où les

pi = (p, πi(α)).On a de plus bijection entre les pi tel que N(pi) = pdegπi et les πi.

Ce qui suit se trouve dans [8, Chapitre 5].

Dé�nition 2.3. Soit K un corps de nombre, L une extension de degré n de K. Soit p un
idéal premier de K. Alors l'idéal engendré par p dans L n'est pas toujours premier, mais
on a une unique décomposition en produit d'idéaux premiers de p

pOL =

g∏
i=1

bi
ei ,

où les bi sont des idéaux premiers, et les ei ∈ Z sont les exposants de ces idéaux dans la
décomposition de p. On dit que p est rami�é dans L s'il existe i tel que ei > 1. Dans le cas

contraire, il est non rami�é dans L. On appelle ei l'indice de rami�cation de p.

On appelle f(b|p) := [OL/bOL : OK/pOK ] le degré résiduel et on a alors
g∑

i=1

fiei = n,

où fi = f(bi|p).
Un idéal premier de OK se rami�e dans OL si et seulement s'il divise le discriminant

de l'extension.

Remarque. Une conséquence immédiate du théorème précédent est qu'il existe seulement
un nombre �ni d'idéaux premiers qui se rami�ent dans un corps de nombres donné.
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3 Préliminaires

3.1 Preuve du théorème 1.2

Démonstration. Soit f ∈ Z[x] non constant. On a f = anx
n + · · ·+ a0.

Si a0 = 0, on a pour tout p premier, f(p) = p(anp
n−1+ · · ·+a1) divisible par p, et donc

Spl(f) in�ni puisque il contient tout les nombres premiers.
Supposons maintenant a0 ̸= 0. Tout d'abord, comme f(x) = ±1 possède un nombre �ni

de solutions, et puisque f(n) ∈ Z, on a Spl(f) non vide. Supposons par l'absurde Spl(f)
�ni, Spl(f) = {p1, . . . , pk}. Posons N :=

∏k
i=1 pk . Posons également

f(a0Nx) = an(a0Nx)
n + · · ·+ a0 = a0(ana

n−1
0 (Nx)n + · · ·+ 1).

On a g(x) = ana
n−1
0 (Nx)n + · · ·+ 1 ∈ Z[x] non constant. Donc Spl(g) est non vide.

Remarquons que ∀i, pi ̸∈ Spl(g). En e�et, s'il existait pi ∈ Spl(g), on aurait pi qui divise
g(n), mais pi divise N , et N divise chaque coe�cient de g sauf le dernier, donc pi divise
1 ce qui est absurde. Ainsi il existe p dans Spl(g) non dans Spl(f). Mais un tel p divisant
g(n) pour un certain n divise f(a0nN) et est donc dans Spl(f) ce qui est absurde. Ainsi,
l'hypothèse est fausse et donc Spl(f) est in�ni.

3.2 Preuve du théorème 1.3

Démonstration. Soient f, g ∈ Z[x] non constants. Soient α une racine de f et β racine une
de g.

Montrons d'abord un résultat intermédiaire. Soit h un polynôme irréductible et θ une
de ses racines. On considère l'extension Q(θ). Soit p premier. Par le théorème 2.2, on a
la décomposition en idéaux premiers (p) = (p, π1(θ))

e1 · · · (p, πs(θ))es avec πe1
1 · · · πes

s la
décomposition de h mod p. Si p est h-admissible, alors h admet une racine mod p, donc
il existe au moins un des πi qui est un monôme et alors N((p, πi(θ)) = pdegπi = p . La
réciproque se fait de la même façon. Donc un nombre premier p est h-admissible si et
seulement si un ideal premier de degré 1 divise p. Considérons maintenant f . Si f est
réductible, f = π1 · · · πs, les πi étant les facteurs irréductibles de f . Comme p | f(n) ⇐⇒
p |π1(n) · · · πs(n) ⇐⇒ ∃i p | πi(n), on peut appliquer alors le résultat précédant aux πi.

Considérons Q(α, β). Cette extension est égale à Q(θ) pour un certain θ dans OK par
le théorème de l'élément primitif. Soit h le polynôme minimal de θ. Par le théorème de
Schur, comme h non constant, Spl(h) in�ni. Par ce qui précède, il existe une in�nité de
nombres premiers qui ont un diviseur premier de premier degré 1 dans Q(α, β). Mais ces
mêmes nombres premiers possèdent un diviseur premier de degré 1 dans Q(α) et Q(β) (en
prenant p∩OQ(α)). Et ainsi, les polynômes f et g ont ces nombres premiers comme racines,
et donc Spl(f) ∩ Spl(g) in�ni.
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4 Preuve du théorème 1.6

Les énoncés et démonstrations de cette partie se trouvent dans [6], à l'exception du
lemme suivant dont on donne une preuve.

Lemme 4.1. Soit K un corps, L une extension galoisienne de K, et E une sous-extension
de L. Alors σ ∈ Gal(L/K) stabilise E si et seulement si σ ∈ Gal(E/K).

Démonstration. Supposons que η stabilise E. Par correspondance de Galois, E = LH , H
sous groupe de Gal(L/K), et alors

LH = {x ∈ L, σ(x) = x ∀σ ∈ H}
= {x ∈ L, η(x) = x, et σ(x) = x ∀σ ∈ H}
= LH∪{η}

= L⟨H,η⟩.

On a alors par correspondance de Galois, ⟨H, η⟩ = H, donc η ∈ H. La réciproque est
immédiate.

Théorème 4.2. Soit H un sous-groupe de (Z/kZ)×. Alors il existe un polynôme irré-
ductible f tel que presque tous ses diviseurs premiers aient leurs réductions mod k dans
H.

Démonstration. Notons L = Q(ζk). On a Gal(Q(ζk)/Q) = {σn : σk 7→ σn
k , n ∈ (Z/kZ)×}

isomorphe à (Z/kZ)×. On a LH une extension séparable de Q donc par le théorème de
l'élément primitif, il existe α ∈ LH tel que LH = Q(α). En particulier, α ∈ Q(ζk), donc il
existe h ∈ Z[x] tel que α = h(ζk). On a alors LH = Q(h(ζk)).

Notons s = [(Z/kZ)× : H]. Soient m1, . . . ,ms un système de représentants de (Z/kZ)×
modulo H. Posons pour tout 1 ≤ i ≤ s, ηi = h(ζmi

k ). Supposons par l'absurde que les ηi ne
sont pas deux à deux distincts. Alors il existe i ̸= j tel que ηi = ηj. On a alors

σmi
(η) = ηi = ηj = σni

(η).

Donc σ−1
mj
(σmi

(η)) = η, et comme pour tout ℓ, k, j σ−1
ℓ = σ−1

ℓ et σkσj = σkj on a
σmim

−1
j
(η) = η. Donc σmim

−1
j

stabilise Q(η), donc appartient à Gal(LH/Q) i.e mim
−1
j ∈ H

et donc mi et mj sont de même classe ce qui est absurde. Donc les ηi sont deux à deux
distincts.

Les ηi sont des conjugués de η, mais comme η est un élément primitif d'une extension
de Q de degré s, et qu'il y a s nombres ηi qui sont deux à deux distincts, ce sont exactement
les conjugués de η et le polynôme minimal de η sur Q est donc

f(x) :=
s∏

i=1

(x− ηi). (4.1)
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Donc en particulier f est irréductible. Montrons maintenant que presque tous les nombres
f -admissibles ont leur réduction mod k dans H. Soit p un nombre admissible de f qui ne
divise ni k ni D(f). Il existe a ∈ Z (par dé�nition de p est f -admissible) tel que

f(a) =
s∏

i=1

(a− ηi) ≡ 0 mod p.

Soit p un idéal premier de OQ(η) divisant (p). Ainsi, p divise (f(a)) qui est aussi le
produit d'idéaux (a − ηi). Comme c'est un idéal premier, il divise en particulier un idéal
(a− ηi). Soit donc un tel ηi. Par le théorème de Fermat, ap ≡ amod p donc ap ≡ a mod p
(car ap−a ∈ (p) ⊂ p). En appliquant le morphisme de Frobenius on a h(x)p ≡ h(xp) mod p
donc h(x)p ≡ h(xp) mod p. Cela nous donne

h(ζmi) ≡ ηi mod p

≡ a mod p

≡ ap mod p

≡ ηpi mod p (car p|(a− ηi))

≡ h(ζmi)p mod p

≡ h(ζpmi) mod p.

Donc en particulier, p|(h(ζmi)−h(ζpmi)). Puisqu'on a supposé que p ̸ |k, alors p est premier
avec k. Commemi ∈ (Z/kZ)×, en particuliermi premier avec k, et donc pmi premier avec k.
On a vu que f est invariant par choix des représentants mi. Ainsi, pour tout m ∈ (Z/kZ)×,
h(ζm) est racine de f et donc en particulier égal à un ηi. Donc dans notre cas, h(ζpmi) est
l'un des ηi, disons ηj.

Supposons par l'absurde que h(ζpmi) ̸= h(ζmi). Alors p | (ηi − ηj) | D(f). Comme
D(f) ∈ Z, on a p | D(f) ce qui est une contradiction. Donc h(ζpmi) = h(ζmi) donc σp �xe
Q(ηi). Puisque Gal(Q(ζk)/Q) est un groupe abélien, tout sous-groupe est distingué et par
correspondance de Galois toute sous-extension correspondante est galoisienne. Ainsi, Q(ηi)
est galoisienne, donc σp �xe Q(η), donc p ∈ H.

Théorème 4.3. (Schur) Soit f dé�ni par (4.1). Soit un nombre premier p tel que sa
réduction mod k appartienne à H. Alors p est f -admissible.

Démonstration. Soit p premier dont la réduction mod k est dans H. Il en découle que σp
�xe Q(η). Donc

ηp ≡ h(ζ)p ≡ h(ζp) ≡ h(ζ) ≡ η mod p.

Soit p un idéal de OQ(η) divisant (p). On a alors ηp ≡ η mod p. Comme OQ(η) est un anneau
de Dedekind, p premier est alors maximal, doncOQ(η)/p est un corps. Ainsi xp−x ≡ 0mod p
possède au plus p solutions. Comme il y a p racines entières distinctes (par le petit théorème
de Fermat par exemple), on doit donc avoir η ≡ a mod p pour un certain a ∈ Z. Donc
p | (a− η) | f(a), et comme f(a) ∈ Z, on a p | f(a), ce qui est la conclusion voulue.
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Corollaire 4.4. Les nombres admissibles du k-ième polynôme cyclotomique ϕk sont soit
congrus à 1 mod k soit divisent k.

Démonstration. Par le théorème 4.2 en considérant H = {1}, on a ϕk qui correspond à
f dé�ni par (4.1). On a alors que tous les nombres admissibles de ϕk sont soit congrus à
a mod k, soit divisent D(ϕk) ou k. Comme les diviseurs premiers de D(ϕk) divisent k, on
obtient notre résultat.

Exemple. On peut maintenant regarder un premier exemple d'ensemble Spl(h). Pour
h = T 2 + 1, on a Spl(T 2 + 1) = {p ≡ 1 mod 4} ∪ {2}. En e�et, T 2 + 1 = ϕ4(T ), et par le
corollaire 4.4, ses nombres admissibles sont donc congrus à 1 mod 4 ou divisent 4, et 2 est
le seul premier qui divise 4.

Théorème 4.5. Si ℓ2 ≡ 1 mod k, alors s'il existe au moins un nombre premier congru à
ℓ mod k, il en existe même une in�nité.

Démonstration. Le corollaire précédant nous donne le cas ℓ ≡ 1 (mod k). Supposons donc
maintenant ℓ non congru à 1 mod k. On va donc appliquer le théorème 4.2 à H = {1, ℓ}
sous-groupe de (Z/Z)×.

Considérons h(ζ) = (u− ζ)(u− ζℓ), u ∈ Z. Soient m1, . . . ,ms un système de représen-
tants de (Z/kZ)×. Considérons u ∈ Z tel que les h(ζmi) soient deux à deux distincts. Notons
qu'il existe une in�nité de tels u (et même que seulement un nombre �ni de u entiers ne véri-
�ent pas cette propriété). En e�et, considérons les polynômes hmi

(x) = (x−ζmi)(x−ζℓmi).
Tout d'abord, ces polynômes sont distincts. En e�et, sinon ils possèderaient les même ra-
cines et donc pour i di�érent de j, on aurait soit ζmi = ζmj (ce qui donnerait mi = mj

ce qui est absurde) soit ζmi = ζℓmj (et donc mi = ℓmj mod k) donc mi et mj de même
classe, ce qui est absurde). Ainsi, ils sont bien deux à deux distincts. Soient i, j tels que
i ̸= j. On a donc hmi

(x)− hmj
(x) un polynôme non nul, donc il possède un nombre �ni de

racines. L'ensemble des u ∈ Z tels qu'il existe ηi = ηj est compris dans la réunion �nie des
ensembles �nis de racines des hmi

(x)− hjmj(x) pour i di�érent de j. On a donc bien une
in�nité de u voulus.

Soit donc un tel u. On a alors η un élément primitif pour l'extension LH de Q (on a vu
précédemment que les σmi

formaient le groupe Gal(LH/Q) et les image de η par ces mor-
phismes sont deux à deux distinctes). On considère maintenant la fonction f dé�ni par 4.1
pour H et η = h(ζk). Puisque ℓ−1 ∈ H, mi et miℓ sont de même classe, et distincts puisque
ℓ ̸= 1, doncm1ℓ, . . . ,msℓ est un système de représentant. Ainsi lesm1, . . . ,ms,m1ℓ, . . . ,msℓ
sont deux à deux distincts. Comme il y en a exactement φ(k), c'est donc une partition de
(Z/kZ)×. On sait que f est invariant par choix des représentants, donc

f(x) =
s∏

i=1

(x− h(ζmi)) =
s∏

i=1

(x− h(ζℓmi)).

8



Donc

f(0) =
s∏

i=1

(−(u− ζmi)(u− ζmiℓ))

= (−1)
φ(k)
2 ϕ(u).

On choisit un u véri�ant les conditions précédentes et qui est un multiple non nul de k,
disons u = tk. Comme ϕk(u) de la forme (

∑φ(k)
i=1 ai(tk)

i)+1, ai ∈ {0, 1}, si un nombre
premier non congru à 1 divise ϕk(u), il divise k, donc il divise

∑φ(k)
i=1 ai(tk)

i, donc il divise
1 ce qui est absurde.

Ainsi tout les diviseurs premiers de ϕk(u) sont congrus à 1 mod k, et donc ϕk(u) ≡
1 mod k. On pose alors g = (−1)

φ(k)
2 f , qui a donc les mêmes nombres admissibles que f , et

ce en les même points. De plus, g(0) ≡ ϕk(u) ≡ 1 mod k. On suppose qu'il existe p premier
tel que p ≡ ℓ mod k. On a p ̸ | D(g), sinon p | k, mais on a clairement ℓ premier à k (puisque
en particulier inversible), donc p ne divise pas k. Par le théorème 4.3, il existe b ∈ Z tel
que p | g(b). On peut s'arranger pour choisir b tel que p2 ̸ |g(b). En e�et, supposons que
p2 | g(b). Alors

g(b+ p) ≡
φ(k)∑
i=0

ai

i∑
j=0

(
j

i

)
pjbi−j mod p2

≡ g(b) + p

φ(k)∑
i=0

ak

i∑
j=1

(
j

i

)
pj−1bi−j mod p2

≡ g(b) + p

φ(k)∑
i=0

akb
k−1k mod p2

≡ g(b) + pg′(b) mod p2.

Si g a une racine double mod p, alors il existe deux racines r1, r2 de g tels que r1 = r2 mod p,
et donc D(g) = 0 mod p, ce qui est absurde puisqu'on a montré que p ̸ |D(g). Donc g ne
possède pas de racines doubles mod p. Donc g′ (ici, g′ désigne la dérivé du polynôme g) ne
possède pas de racines mod p, i.e g′(b) ̸= 0mod p2. Ainsi, si on a p | g(b) et p2 | g(b), il
su�t de remplacer b par b+ p pour obtenir un élément c tel que p | g(c) et p2 ̸ | g(b).

Soit donc un b tel que p | g(b) et p2 ̸ |g(b). Supposons qu'il existe un nombre �ni de
nombres premiers congrus à ℓ mod k, et notons les p1, . . . , pm, avec p1 = p. Notons q1, . . . , qt
les diviseurs premiers de D(g), et posons Q = p2p3 · · · pmq1 · · · qt. Par le théorème des restes
chinois, il existe c tel que :

c ≡ b mod p2

c ≡ 0 mod kQ.
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Donc

f(c) ≡ b mod p2

f(c) ≡ f(0) mod kQ.

Par le théorème 4.2 les seuls nombres admissibles de f divisent k ou D(f) ou sont congrus
à 1 ou ℓ mod k. On a g(0) = ϕk(u), seulement divisible par les premiers congrus à 1 mod
k. Or si un nombre premier divisant k divise g(c), il divise kQ et donc g(0), donc il est
congru à 1 mod k. Par ailleurs, s'il divise D(g) = D(f), il divise Q donc g(0), donc il est
congru à 1 mod k. Si un nombre premier congru à ℓ mod k di�érent de p divise g(c), il
divise Qk, donc g(0) qui est divisible que par des nombres premiers congrus à 1 mod k et
c'est absurde.

Ainsi, les diviseurs premiers de g(c) sont p et des nombres premiers congrus à 1 mod
k. Puisque p2 ̸ |g(b), on a p2 ̸ |g(c). Comme p congru à ℓ, et que tout les autres diviseurs
premiers sont congrus à 1 mod k, g(c) ≡ 1 mod k. Or g(c) ≡ g(0) ≡ 1 mod k ce qui est
une contradiction. Donc il existe une in�nité de nombres premiers congru à ℓ mod k.

Dans la démonstration précédante, le polynôme g construit est un E-polynôme pour ℓ
mod k ce qui prouve le théorème 1.6.

5 Théorème de Murty "conditionnel"

Les énoncés et démonstrations de cette partie se trouvent dans [7] à l'exception des
démonstrations du lemme 5.3 et du lemme 5.1 que l'on donne ici.

5.1 Théorème de Murty sous la conjecture de Bunyakovsky

Exemple. On a Spl(T 2 +1) = {p ≡ 1 mod 4} ∪ {2}. En e�et, T 2 +1 = ϕ4(T ), et par le
corollaire 4.4, ses nombres admissibles sont donc congrus à 1 mod 4 ou divisent 4, et 2 est
le seul premier qui divise 4.

Soit m ∈ Z, et f ∈ Z[X]. On introduit l'ensemble

S(m, f) = {b mod m : p ≡ b mod m pour une in�nité de p ∈ Spl(f)}

On va montrer dans cette partie que S(m, f) est un groupe. On va pour cela utiliser la
conjecture de Bunyakovsky. Dans la partie suivante nous en donnerons une autre preuve qui
ne repose sur aucune conjecture, mais s'appuie sur le théorème de densité de Chebotarev.
On verra dans la partie suivante que le théorème 1.7 (de Murty) se déduit facilement du
fait que S(m, f) est un groupe.

Dé�nition 5.1. On dé�nit un nombre f -admissible �xe comme étant un nombre premier
p tel que p divise f(n) pour tout n ∈ Z.

Conjecture de Bunyakovsky. Soit f ∈ Z[X], irréductible sur Q à coe�cient dominant
positif. On pose d = pgcd(f(n))n∈Z. Alors f(n)/d est premier pour une in�nité de n ∈ N.
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Lemme 5.2. Soit f ∈ Z[T ] et g dé�ni par g(T ) = f(AT + B), où A,B ∈ Z. Si p est
g-admissible, alors p est f -admissible. Soit q f -admissible : si q ne divise pas A, alors q
est g-admissible.

Démonstration. Si p ̸ |A on peut choisir pour tout 0 ≤ k ≤ p− 1, n ∈ Z tel que An+B ≡
k mod p. En e�et le cardinal du sous-groupe de Z/pZ engendré par A divise p, donc vaut 1
ou p. Comme p ̸ |A, A ̸≡ 0 mod p et donc le sous-groupe engendré par A n'est pas trivial,
donc de cardinal p, il s'agit donc de Z/pZ. Il existe donc n ∈ Z tel que An+B ≡ k mod p
pour tout 1 ≤ k ≤ p− 1.

Maintenant, considérons p admissible pour f et ne divisant pas A. Soit n ∈ Z tel que
p | f(n). Il existe par ce qui précède m ∈ Z tel que Am+ B ≡ n mod p. On obtient alors
f(Am+B) ≡ f(n) ≡ 0 mod p.

Lemme 5.3. Soit f ∈ Z[X], d = pgcd(f(n))n∈Z. Alors il existe A,B ∈ Z, A > 0, tels que
1
d
f(AT +B) ∈ Z[X] et ne possède aucun nombre admissible �xe.

Démonstration. Un nombre f -admissible �xe divise en particulier f(0), il y a donc un
nombre �ni de nombres f -admissibles �xes, notons les p1, . . . , pk. Notons mi le plus grand
entier tel que pmi

i divise f(n) pour tout n ∈ Z (il existe pour la même raison que l'ensemble
des nombres f -admissibles est �ni). Posons d = pgcd(f(n))n∈Z = pm1

1 · · · ppkk .
Par le théorème des restes chinois, il existe B ∈ Z tel que pour tout 1 ≤ i ≤ k,

B ≡ 0 mod pmi
i . Considérons alors le polynôme

g(T ) :=
1

d
f(dT +B).

Par le lemme 5.1, les nombres g-admissibles sont ceux qui sont 1
d
f -admissibles ou doivent

diviser d. Soit un nombre g-admissible qui divise d. Il divise alors en particulier g(0) =
1
d
f(0). Comme il divise d, il s'agit de l'un des pi. Mais alors s'il divise 1

d
f(n) pour tout

n ∈ Z, pmi+1
i divise f(n) pour tout n ∈ Z ce qui contredit notre hypothèse sur mi. Par

ailleurs, 1
d
f ne possède pas de nombre admissible puisqu'un tel nombre serait f -admissible

et donc diviserait d. Ainsi, 1
d
g(dT+B) n'a pas de nombre admissible �xe, ce qui conclut.

Lemme 5.4. Supposons la conjecture de Bunyakovsky vraie. Soit f ∈ Z[X] non constant
irréductible et m ∈ N. Supposons que a1, a2, . . . , ak ∈ S(m, f). Alors a−1

1 · · · a−1
k ∈ S(m, f)

Démonstration. Soient a1, . . . , ak ∈ S(m, f). Si Spl(f) et Spl(h) sont égaux à un nombre
�ni d'exceptions près, alors S(m, f) = S(m,h). On peut donc supposer f sans nombre
admissible �xe quitte à remplacer f(T ) par f(AT + B) donné par le lemme 5.3 (on a le
droit de le remplacer par le lemme 5.1).

Soit p1, . . . , ps la liste des diviseurs premiers de m. Comme f ne possède pas de nombre
admissible �xe, il existe en particulier n0 ∈ Z tel que pour tout 1 ≤ i ≤ s, on a pi ̸ | f(n0).
Mais alors f(T + n0) a pour terme constant f(n0) qui est premier avec m. Comme une
translation ne change pas l'ensemble des nombres admissibles, on peut considérer que le
terme constant est premier avec m quitte à remplacer f(T ) par f(T + n0).
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On peut ensuite remplacer f(T ) par f(AT ) pour obtenir f constant mod m. Soit
a0 = f mod m. Par la conjecture de Bunyakovsky, la suite f(n) possède une in�nité de
termes qui sont des nombres premiers, donc f est alors congru à a0 mod m. Comme f est
non constant on obtient une in�nité de nombres premiers f -admissibles congrus à a0 mod
m. Ainsi a0 ∈ S(m, f).

Choisissons maintenant p1, . . . , pk des nombres f -admissibles avec pi ≡ ai mod m et pi
ne divisant pas D(f). Comme les pi sont des nombres admissibles de f , il existe pour tout
i, ri tel que f(ri) ≡ 0 mod pi. On a pi ̸ | D(f) donc f ′(ri) ̸≡ 0 mod pi. Quitte à remplacer
ri par ri + pi, on peut donc supposer que pi | f(ri) et p2i ̸ | f(ri) (le raisonnement dans les
détails à été fait dans la partie 4). Soit maintenant r tel que r ≡ ri mod p2i ∀ 0 ≤ i ≤ k.
Par construction on a alors p0 · · · pk | f(r) et p20 · · · p2k ̸ | f(r).

Soit maintenant g(T ) dé�ni par :

f(p0 · · · pkT + r) = p0 · · · pkg(T ).

Le polynôme g(T ) est irréductible sur Q puisque f l'est. Comme de plus p0 · · · pk | f(r),
tous les coe�cients de f(p0 · · · pkT + r) sont divisibles par p0 · · · pk, et donc g ∈ Z[T ].
Comme f n'a pas de nombre admissible �xe, alors si g en avait un, il s'agirait de l'un
des pi, 0 ≤ i ≤ k, mais aucun d'eux ne divise g(0) = f(r)

p0···pk
puisque p20 · · · p2k ̸ | f(r).

Donc g n'a pas de nombre admissible �xe. Ainsi, pgcd(g(n))n∈Z = 1. Par la conjecture de
Bunyakovsky, il existe une in�nité de n tel que g(n) soit premier. Puisque

g(n) ≡ a0a
−1
0 · · · a−1

k ≡ a−1
1 · · · a−1

k mod m.

Puisque g est non constant, il y a une in�nité de nombres admissibles de g congrus a
a−1
1 · · · a−1

k (mod m), et donc a−1
1 · · · a−1

k ∈ S(m, f).

5.2 Une généralisation du théorème de Murty sous l'hypothèse H

On introduit l'hypothèse H, due à Schinzel, qui n'est pas démontrée pour l'instant.
C'est une conjecture très forte qui implique notemment l'existence d'une in�nité de paires
de nombres premiers dont la di�érence absolue est deux. Cette propriété est une conjecture
réputée nommée la conjecture des nombres premiers jumeaux.

Hypothèse H : Soient f1, . . . , fk ∈ Z[T ] non constants, de coe�cients dominants po-
sitifs, et irréductibles sur Q. Supposons qu'il n'existe pas de nombre fj-admissible �xe
pour chaque j. Alors il existe une in�nité d'entiers n tels que f1(n), . . . , fk(n) soient tous
premiers.

Dé�nition 5.5. On dé�nit un E ′-polynôme pour la progression a mod m comme un poly-
nôme f qui véri�e les deux propriétés suivantes :

(i) Il existe N ∈ Z tel que pour tout n ≥ N , f(n) possède un diviseur premier p ≡ a
mod m.

(ii) Le polynôme f ne possède pas de nombre admissible �xe congru à a mod m.
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On a l'analogue du théorème de Murty pour les E ′-polynômes.

Théorème 5.6. En supposant l'hypothèse H, il existe un E ′-polynôme pour la progression
a mod m seulement si a2 ≡ 1 mod m.

Remarquons que la conjecture de Bunyakovsky implique le cas k = 1 de l'hypothèse H.
En e�et, comme f1 ne possède pas de nombre admissible �xe, on obtient pgcd(f(n))n∈Z = 1,
et alors il existe des n arbitrairement grand tels que f(n)/1 = f(n) soit premier, ce qui
est la conclusion de l'hypothèse H. Réciproquement, Schinzel a montré que le cas k = 1
de l'hypothèse H implique la conjecture de Bunyakovsky.

Lemme 5.7. Si la progression a mod m possède un E'-polynôme, alors elle possède un
E'-polynôme sans nombre admissible �xe.

Démonstration. Soit f un E ′-polynôme pour une progression a mod m. Soit g = 1
d
f(AT +

B), où A,B sont donnés par le lemme 5.3. On veut montrer que g convient, i.e que c'est un
E ′-polynôme. Par dé�nition d'un E ′-polynôme, il existe N tel que pour tout n ≥ N , f(n)
possède un diviseur premier congru à a mod m. Ainsi, pour tout n ≥ N−B

A
, f(An + B)

possède un diviseur premier congru à a mod m. Mais un tel diviseur premier ne divise pas
d (car f ne possède pas de nombre admissible �xe), et donc il divise g(n). Comme par
construction, g ne possède pas de nombre admissible �xe, g est un E ′-polynôme.

Lemme 5.8. Supposons que la progression a mod m possède un E ′-polynôme. Alors, on
peut choisir un E ′-polynôme f(T ) pour a mod m avec une factorisation dans Z[T ]

f(T ) = f1(T ) · · · fk(T ),

ayant les propriétés suivantes :
(i) f ne possède pas de diviseur premier �xe,
(ii) Le terme constant de f est premier à m,
(iii) f possède un coe�cient dominant positif,
(iv) Les fi possèdent un coe�cient dominant positif, sont distincts et irréductibles sur Q,
(v) f et fi sont constants mod m.

Démonstration. On suppose que la progression a mod m possède un E ′-polynôme. On
commence par construire un E ′-polynôme g qui véri�ent les quatre premières propriétés.
Par le lemme 5.7, il existe un E ′-polynôme g a mod m sans nombre admissible �xe. Soit
p1, . . . , ps les diviseurs premiers de m. Comme g n'admet pas de nombre admissible �xe, il
existe pour tout 1 ≤ i ≤ s ni ∈ Z tel que pi ̸ | g(ni). Par le théorème des restes chinois,
il existe donc n ≡ n1 mod p1, . . . , n ≡ ns mod ps. On a alors

∏s
i=1 pi ̸ | g(n), i.e g(n) est

premier à m.
Il su�t alors de remplacer g(T ) par g(T + n) dont le terme constant est premier à m.

Remarquons que g(T + n) est toujours un E ′-polynôme véri�ant (i). On écrit maintenant
la décomposition de g en facteurs irréductibles :

g(T ) = g1(T ) · · · gk(T ).
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On peut forcer tous les gi à avoir un coe�cient dominant positif quitte à réécrire

g(T ) = ±g1(T ) · · · gk(T ).

Comme g ne possède pas de nombre admissible �xe, les gi sont non constants, et sont
irréductibles sur Q. Il su�t de remplacer alors g par le produit des gi distincts pour obtenir
les propriétés (iii) et (iv). Remarquons que g reste un E ′-polynôme.

Considérons maintenant f(T ) = g(mT ). Puisque f(0) = g(0), le terme constant de f
reste premier à m donc (ii) reste vraie. Les fi(T ) = gi(mT ) véri�ent toujours (iv), et f
a toujours un coe�cient dominant positif puisque m positif, donc (iii) est encore véri�ée.
On a f(T ) ≡ g(mT ) ≡ g(0) mod m, donc (v) est vraie, il reste alors à montrer (i) i.e que
g(mT ) sans nombre admissible �xe.

Puisque g est sans nombre admissible �xe, par le lemme 5.1, tout nombre f -admissible
�xe doit diviser m. Mais f(0) = g(0) premier à m, donc il n'existe pas de nombre f -
admissible �xe, donc (i) est encore véri�ée ce qui conclut.

Lemme 5.9. Supposons l'hypothèse H. Soient f1, . . . , fk ∈ Z[T ] des polynômes distincts
deux à deux, de coe�cients dominants positifs et irréductibles sur Q, et le produit = f1 · · · fk
est sans nombre admissible �xe. Soit 0 ≤ r ≤ k et supposons que pour tout i on a un nombre
fi-admissible pi. Supposons de plus que

p1 · · · pr est premier à

( ∏
1≤i≤k

Res(fi, f
′
i)

)( ∏
1≤i<j≤k

Res(fi, fj)

)
.

Alors il existe n ∈ Z aussi grand qu'on veut tel que

f1(n) = p1q1, f2(n) = p2q2, . . . , fr(n) = prqr, fr+1 = qr+1, . . . , fk(n) = qk,

où les qi sont des nombres premiers.

Démonstration. Soit 1 ≤ i ≤ r. Comme pi est fi-admissible, il existe ni ∈ Z tel que
fi(ni) ≡ 0 mod pi. Par hypothèse, pi ̸ | Res(fi, f ′

i) = D(f). Comme montré dans la
démonstration du théorème 1.6, il existe ni tel que fi(ni) ≡ 0 mod pi et fi(ni) ̸≡ 0 mod p2i .
Par le théorème des restes chinois, on peut choisir n0 tel que pour tout 1 ≤ i ≤ r on est
n0 ≡ ni mod (

∏r
j=1 pj)

2. On a alors pour tout 1 ≤ i ≤ r pi | fi(n0) et p2i ̸ | fi(n0). Posons
maintenant P := (

∏r
j=1 pj)

2. On dé�nit les polynômes g1, . . . , gk comme suit :

f1(PT + n0) = p1g1(T ), f2(PT + n0) = p2g(T ), · · · , fr(PT + n0) = prgr(T ),

fr+1(PT + n0) = gr+1(T ), fr+2(PT + n0) = gr+2(T ), · · · , fk(PT + n0) = gk(T ).

Véri�ons maintenant que les conditions de l'hypothèse H sont valables pour les polynômes
g1, . . . , gk. Les gi sont irréductibles, non constants car les fi le sont. Comme les coe�cients
dominants des fi est positif, ceux des gi le sont également, et les gi sont à coe�cients dans
Z. Il reste à montrer que :*

g(T ) := g1 · · · gk(T ) =
f1 · · · fk(PT + n0)

p1 · · · pr
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n'a pas de nombre admissible �xe. Supposons qu'il existe un nombre g-admissible �xe p.
Un tel nombre est également admissible �xe pour f(PT +n0), et comme f ne possède pas
de nombres admissibles �xes, il en découle que p doit diviser P . Ainsi, il s'agit de l'un des
pi. Mais si gi divise g(0), alors en particulier p2i |

∏k
j=1 fj(n0). Comme p2i ̸ | fi(n0) on a

pi | fj(n0) pour un j ̸= i. Mais alors fi et fj ont une racines communes mod pi et donc que
p | Res(fi, fj).

Démonstration du théorème 5.6. Supposons que la progression a mod m possède un E ′-
polynôme. On considère alors le polynôme f et sa décomposition en irréductibles fi donnée
par le lemme 5.2. On veut montrer qu'au moins l'un des fi est un E-polynôme pour la
progression a mod m. Par le théorème 1.7 on a donc a2 ≡ 1 mod m.

Montrons d'abord que l'un des fi a son terme constant congru à amodm. En supposant
par l'absurde que ce n'est pas le cas, on applique alors l'hypothèse H aux fi (les conditions
de l'hypothèse H sont bien véri�ées par les propriétés de f données par le lemme 5.2). Il
existe donc n arbitrairement grand tel que les fi(n) soient tous premiers. Comme les fi
sont constants mod m, on obtient

fi(n) ≡ fi(0) ̸≡ a mod m.

Mais alors pour ces valeurs de n, f(n) =
∏k

i=1 fi ne possède pas de facteur premier congru
à a mod m. Comme f est un E ′-polynôme, il existe N ∈ Z tel que pour tout m ≥ N , f(m)
possède un diviseur premier congru à a mod m. Mais comme les n sont arbitrairement
grands, il su�t d'en choisir un plus grand que N pour parvenir à une contradiction. Ainsi
il existe i tel que fi a son terme constant congru à a mod m. Quitte à réarranger, on note
pour 1 ≤ i ≤ r les fi qui sont de termes constants congrus à a mod m.

Maintenant, �xons 1 ≤ i ≤ r et supposons que aucun des fi ne soit un E-polynôme.
Alors on a l'un des deux cas suivants :

(1) fi possède une in�nité de nombres admissibles qui ne sont congrus ni à 1 ni à a mod
m.

(2) On a a ̸≡ 1 mod m et tous les nombres admissibles pour fi sauf un nombre �ni sont
congrus à 1 mod m.

Supposons qu'on soit dans le cas (2). SoitQ = p1 · · · ps, où les p1, . . . , ps sont les nombres
admissibles pour fi qui ne sont pas congrus à 1 modm. Comme f ne possède pas de nombre
admissible �xe, fi n'en possède pas non plus. On a donc pour tout 1 ≤ i ≤ s l'existence
de ni ∈ Z tel que pi ̸ | f(ni). Par le théorème des restes chinois, il existe n ∈ Z tel que
n ≡ n1 mod p1 · · ·n ≡ ns mod ps. On a alors fi(n) premier à Q. On a

fi(n) ≡ fi(0) ≡ a mod m

et comme les diviseurs de fi(n) sont congrus à 1 mod m, fi(n) ≡ 1 ̸≡ a mod m. On obtient
donc une contradiction.
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Ainsi, si aucun des f1, . . . , fr n'est un E-polynôme pour la progression a mod m, alors
pour tout 1 ≤ i ≤ r, on a fi qui véri�e (1). Choisissons maintenant pour tout 1 ≤ i ≤ r
un pi qui est fi-admissible, tel que pi ne soit pas congru à 1 ou a mod m et tel que

pi >

( ∏
1≤i≤k

Res(fi, f
′
i)

)( ∏
1≤i<j≤k

Res(fi, fj)

)
.

On peut alors appliquer le lemme 5.9 pour obtenir

f1(n) = p1q1, . . . , fr(n) = prqr, fr+1(n) = qr+1, . . . , fk(n) = qk,

où les qi sont premiers. Comme f =
∏k

i=1 fi est un E
′-polynôme pour la progression a mod

m, pour n su�samment grand, f(n) est divisible par un nombre premier congru à a mod
m, et comme les seuls diviseurs premiers de f(n) sont p1, . . . , pr, q1, . . . , qk, l'un d'entre eux
est congru à a mod m. Les pi ont été choisis en dehors de la progression a mod m. Donc
c'est l'un des qi qui est congru à a mod m.

Pour j > r, qj satisfait

qj = fj(n) ≡ fj(0) ̸≡ a mod m.

Pour 1 ≤ j ≤ r, qj satisfait

pjqj = fj(n) ≡ fj(0) ≡ a mod m.

Cela nous donne donc
qj ≡ ap−1

j ̸≡ a mod m.

Donc aucun des qj n'est congru à a mod m et on parvient à une contradiction. Donc, il
existe 1 ≤ i ≤ r, tel que fi est un E-polynôme, ce qui achève la preuve.

6 Théorème de Chebotarev

Les énoncés et démonstrations de cette partie se trouvent dans [3, Chapitre 6].
Soit K un corps de nombres, L/K une extension galoisienne. On note G = Gal(L/K).

Soit p idéal premier de K non rami�é dans L, et soit β | p un idéal premier de L. Alors il
existe un unique élément [L/K

β
] ∈ G tel que pour tout α ∈ OL[
L/K

β

]
(α) ≡ αN(p) (mod β).

Un tel élément sera appelé élément de Frobenius de β. Cet élément peut dépendre du choix
de l'idéal premier divisant p. Deux diviseurs du même idéal premier p seront dit conjugués.

On peut alors dé�nir les classes de conjugaisons (L/K
p

) =
{
[L/K

β
], β | p

}
.
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Dé�nition 6.1. Soit K un corps de nombre. On pose P(K) l'ensemble de ses idéaux
premiers de OK. Soit A ⊂ P(K). La densité de Dirichlet de A notée δ(A) est la limite,
lorsqu'elle existe,

δ(A) = lim
s→1+

∑
p∈A(N(p))−s∑

p∈P(K)(N(p))−s
.

Rappelons que N(p) est la norme absolue de p donnée à la dé�nition 2.1.

Théorème 6.2. (Chebotarev, 1922) Soit K un corps de nombres et L/K une extension
galoisienne. On note G = Gal(L/K). Soit C une classe de conjugaison dans G. Alors

l'ensemble des idéaux premiers p dans K non rami�és dans L et tels que (L/K
p

) = C a pour

densité de Dirichlet |C|/|G|.

On donne ici des éléments de la preuve du théorème de Chebotarev dans le cas des
extensions cycliques.

Dé�nition 6.3. Soit G un groupe abélien �ni. Un caractère de G est un morphisme de
groupe χ : G→ C×.

L'ensemble des caractères de G forme un groupe �ni d'ordre �ni |G| que l'on note Ĝ.

Dé�nition 6.4. Un anneau local est un anneau possédant un unique idéal maximal.

On notera Op l'anneau local contenant p.

Lemme 6.5. (Relation d'orthogonalité) Soit G un groupe abélien. On a la relation sui-
vante : ∑

χ∈Ĝ

χ(σ−1)χ(τ) = |G| si σ = τ et 0 sinon.

Soit c ∈ OK . On note J(c) le groupe des idéaux fractionnaires premiers à c. On note
P (c) le sous-groupe des idéaux fractionnaires principaux xOK où x véri�e :

(a) Si p est un idéal de OK qui divise c, alors x est dans l'anneau local Op et véri�e
x ≡ 1 mod cOp.

(b) Pour tout morphisme σ : K → R, σ(x) est positif.
On note alors G(c) = J(c)/ P (c). Il s'agit d'un groupe abélien �ni.

Soit c un idéal de OK et χ un caractère de G(c). On introduit la série de Dirichlet
suivante

Lc(s, χ) :=
∑

pgcd(a,c)=1

χ(a)

(N(a))s
,

où a parcourt les idéaux de OK premiers à c. On a l'identité d'Euler suivante

Lc(s, χ) =
∏
p ∤ c

(
1− χ(p)

(N(p))s

)−1

.
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Lorsque χ ̸= 1, Lc(s, χ) se prolonge en une fonction holomorphe sur Re(s) > 1 − 1
[K:Q]

. Si
χ = 1, alors il s'agit d'une fonction méromorphe sur le même plan avec un unique pôle
simple en s = 1.

Soit L/K une extension abélienne. Soit c un idéal deOK divisible par tous les idéaux qui
se rami�ent dans L. Si p ne divise pas c, alors (L/K

p
) dé�nit un unique élément de Gal(L/K).

La correspondance p → (L/K
p

) s'étend en un homomorphisme ωc : J(c) → Gal(L/K). On
gardera cette notation par la suite.

Lemme 6.6. Soit χ un caractère non trivial de G. Alors,
(a) Lc(1, χ ◦ ω̄c) ̸= 0 ;
(b) log ζc(s,K) = −log(s− 1) +O(1) ;
(c) G=Gal(L/K).

Lemme 6.7. Soit χ est un caractère de G. On a

log Lc(s, χ ◦ ω̄c) =
∑
p∤c

χ ◦ ω̄c(p)

(Np)s
+O(1), s→ 1+.

Lemme 6.8. On a une expression alternative de la densité de Dirichlet :

δ(A) = lim
s→1+

∑
p∈A(Np)−s

−log(s− 1)
.

Démonstration. Soient K un corps de nombre, ζm une racine primitivem-ième de l'unité et
L/K une extension galoisienne telle que L soit contenu dansK(ζm). PosonsG = Gal(L/K).
L'extension étant abélienne, les classes de conjugaisons sont réduites à un élément, on
cherche donc à montrer que

δ(A) = δ

({
p ∈ P(K), tel que

(
L/K

p

)
= σ

})
=

1

[L : K]
.

Considérons l'ensemble

A′ = {p ∈ P(K), tel que p ̸ |c, ωc = σ} .

L'ensemble A′ est identitique à A à un nombre �ni d'exceptions près, donc δ(A) = δ(A′).
Considérons maintenant la fonction

f(s) :=
∑
χ∈Ĝ

χ(σ−1)log(Lc(s, χ ◦ ω̄c)).

Par la première partie du lemme 6.6 , pour tout χ non trivial, log(Lc(s, χ ◦ ω̄c)) admet une
limite quand s tend vers 1+. Comme de plus Ĝ est �ni, la partie de la somme indexée par
les χ non triviaux est un O(1) quand s tend vers 1+, et le terme restant en χ = 1 vaut
logζc(s,K). Par le lemme 6.6 on alors bien que

f(s) = − log(s− 1) + o(1) quand s→ 1+.
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Par ailleurs, par le lemme 6.7 on a

f(s) =
∑
χ∈Ĝ

χ(σ−1)

∑
p∤c

χ ◦ ω̄c(p

(N(p))s
+O(1)


=
∑
p∤c

∑
χ∈Ĝ

χ(σ−1χ(ωc(p)

 1

(N(p))s
+O(1).

Par le lemme 6.5, on obtient alors

f(s) = [L : K]
∑
p∈A′

1

(N(p))s
+O(1).

On a donc ∑
p∈A

1

(N(p))s
= − 1

[L : K]
log(s− 1) +O(1) quand s→ 1+.

Par le lemme 6.8, on a alors δ(A) = 1
[L:K]

.

Application 1. Soient Q = K et Q = L. On a Gal(L/K) = {id}. Ainsi, pour tout nombre
premier p, (L/K

p
) = id. Le théorème de Chebotarev appliqué à l'extension L/K donne la

densité

δ(P) = δ

({
p ∈ P, tels que

(
L/K

p

)
= 1

})
=

1

[L : K]
= 1.

On trouve donc que l'ensemble des nombres premiers est de densité 1, ce qui au vu de la
dé�nition de densité de Dirichlet est cohérent.

Application 2 (Dirichlet). Soient a et n premiers entre eux. Alors l'ensemble

A = {p ∈ P tels que p ≡ a mod n} ,

a pour densité de Dirichlet 1
φ(n)

. En e�et, soit ζn une racine primitive de l'unité. Posons
L = Q(ζn) et K = Q. Gal(L/K) est isomorphe à (Z/nZ)×, et on peut alors identi�er
σ : ζn → ζan à a mod n. On a (L/K

p
)(ζn) = ζpn. On a de plus pour a et b premiers à n,

ζan ≡ ζbn mod p si et seulement si ζan = ζbn si et seulement si a ≡ b mod n. Donc, pour
p ̸ |n, p ≡ a mod n si et seulement si (L/K

p
) = ζan.

On applique alors le théorème 6.2 à notre extension L/K qui est bien galoisienne. On

a alors
{
p ∈ P, tels que (L/K

p
) = ζan

}
de densité 1

φ(n)
. Comme cet ensemble est identique à

un nombre �ni d'exceptions près à
{
p ∈ P, p ̸ |n, tels que (L/K

p
) = ζan

}
, ce dernier à éga-

lement pour densité 1
φ(n)

. Puisque pour a premier à n, ce dernier ensemble est le même
que {p ∈ P, p ̸ |n, tels que p ≡ a mod n} qui est identique à exceptions �ni près à A, on
a �nalement A de densité 1

φ(n)
.
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Il apparaît donc curieux de se servir du théorème de Chebotarev 6.2 qui contient le
théorème de Dirichlet (et même dont la démonstration avec les fonctions L s'inspire de
celle de Dirichlet) pour montrer le théorème de Murty 1.7. Il n'y a cependant pas de
circularité.

7 Démonstration du théorème 1.7

On introduit maintenant l'ensemble

Spl(K) := {p : il existe p divisant p dans K tel que f(p|p) = 1} .

Exemple. On a Spl(Q(i)) = {p ≡ 1 (mod 4)} ∪ {2}.
On introduit également

S(m,K) := {b mod m : p ≡ b mod m pour une in�nité de p ∈ Spl(K)}

Théorème 7.1. Soit h un polynôme irréductible sur Q et α une racine de h. Alors Spl(h)
et Spl(Q(α)) sont identiques à un nombre �ni d'exceptions près.

Démonstration. On a déjà montré que l'ensemble des diviseur premiers d'un polynôme h
est identique à nombre �ni d'exceptions près aux nombres premiers qui ont un diviseur
de degré 1 dans K. Mais un tel diviseur véri�e |OK/p| = N(p) = p = |Z/(p)|, et donc
f(p|p) = 1.

Une conséquence de ce théorème est que S(m,h)=S(m,Q(α)). On va par la suite consi-
dérer S(m,Q(α)) qui est plus facile à manipuler.

Théorème 7.2. Soit K un corps de nombres. Alors le sous-ensemble S(m,K) de (Z/mZ)×
est un groupe.

Démonstration. On commence par montrer que

S(m,K) = {q mod m : q ∈ Spl(K), q non rami�é dans K(ζm)} (7.1)

Soit b ∈ S(m,K). Par dé�nition, la classe de congruence b possède une in�nité de nombres
premiers p ∈ Spl(K). Comme il existe seulement un nombre �ni de nombres premiers
rami�és dans K, il existe en particulier un nombre premier p ∈ Spl(K) non rami�é qui est
dans la classe de congruence b. Ainsi, on a la première inclusion.

Soit q ∈ Spl(K), q non rami�é dans K(ζm). On veut construire une in�nité de p ∈
Spl(K) véri�ant p ≡ q (mod m), ce qui nous montrera l'inclusion réciproque de (7.1). Soit
q | q dans K véri�ant f(q|q) = 1. Si q est rami�é dans K(ζm), alors il existe en particulier
un idéal premier p de K(ζm) tel que p2 | q, donc p2 | q, et donc q est rami�é dans K(ζm),
ce qui est contraire à notre hypothèse sur q, donc q est non rami�é dans K(ζm).

Considérons l'élément de Frobenius σ = [K(ζm)/K
q

] ∈ Gal(K(ζm)/K). Montrons qu'il

s'agit de η : ζ → ζq. Soit α ∈ OK(ζm), α = aφ(m)ζ
φ(m) · · · a0. Par dé�nition de l'élément de

Frobenius, on a
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σ(α) ≡ αN(q) mod q

≡ aqφ(m)ζ
φ(m)q · · · aq0 + βq mod q, où β est un élément de OK(ζm)

≡ aφ(m)ζ
φ(m)q · · · a0 mod q

≡ η(α) mod q.

Ainsi, η = σ et on peut identi�er Gal(K(ζm)/K) à un sous-groupe de Gal(Q(ζm)/Q) par

ψ : Gal(K(ζm)/K) → Gal(Q(ζm)/Q)
σ 7→ σ|Q(ζm).

Comme on a de plus l'isomorphisme suivant

Gal(Q(ζm)/Q → (Z/mZ)×
(ζ → ζs) 7→ s,

on peut identi�er σ = ζ → ζq à q mod m.
On applique maintenant le théorème de Chebotarev à l'extension K(ζm)/K qui est

bien galoisienne. Puisque de plus K(ζm)/K est une extension abélienne, les classes de
conjugaisons sont triviales et on peut alors utiliser l'abus de notation (K(ζm)/K

p
) = [K(ζm)/K

p
]

pour dire que l'unique élément de la classe de conjugaison de p est [K(ζm)/K
p

]. On a alors

que l'ensemble des idéaux premiers p de K non rami�és dans K(ζm) tels que (
K(ζm)/K

p
) = σ

est de densité naturelle

1

|Gal(K(ζm)/K)
≥ 1

φ(m)
.

Donc il existe une in�nité d'idéaux premiers de K non rami�és dans K(ζm) tels que
(K(ζm)/K

p
) = σ. L'ensemble des premiers qui sont de degrés absolu 1 étant de densité 1 (

une démonstration est proposée sur la page internet [10]), on peut également imposer que
fp(K/Q) = 1 (donc de norme absolue qui vaut un nombre premier).

Pour un certain p premier, on a p ∩ Z = pZ. On a alors p | p, et fp(K/Q) = 1, donc
p ∈ Spl(K). On a alors les mêmes hypothèses que pour q pris au début et on montre donc
de la même façon que l'on peut identi�er (K(ζm)/K

p
) à p mod m. On a alors

q mod m = σ|Q(ζm) =

(
K(ζm)/K

p

)
= p mod m.

On a donc, pour une in�nité de p ∈ Spl(K), p ≡ q mod m, ce qui conclut l'inclusion et
réciproque et montre donc l'égalité (7.1).

Notons H l'image de Gal(K(ζm)/K) → Gal(Q(ζm)/Q. On veut montrer que H =
S(m,K), autrement dit que S(m,K) est l'image de ψ, ce qui montrera que c'est bien un

21



groupe. Soit q mod m ∈ S(m,K). On a déjà montré que q mod m = σq|Q(ζm) où q | q
et f(q|q) = 1. On a σq|Q(ζm) ∈ H, ce qui montre la première inclusion. Soit maintenant
b mod m ∈ H. Par dé�nition de H, il existe un σ ∈ Gal(K(ζm)/K) tel que b mod m =
σ|Q(ζm). Appliquons à nouveau le théorème de Chebotarev à l'extension K(ζm)/K), pour
obtenir une in�nité d'idéaux premiers p véri�ant

• σ = (K(ζm)/K
p

),

• p non rami�é dans K,

• fp(K/Q) = 1.

Pour chaque p il existe alors p un nombre premier tel que pZ = p ∩ Z. On a alors p ∈
Spl(K), et fp(K/Q) = 1. On a alors

σ|Q(ζm) = p mod m.

On a alors une in�nité de p ∈ Spl(K) p ≡ b mod m, donc b mod m ∈ S(m,K). Ainsi,
H = S(m,K), et donc en particulier S(m,K) est un groupe.

Démonstration du théorème 1.7. Soit amodm une progression qui possède un E-polynôme
h. Alors en particulier {1, a} = S(m,h) = S(m,Q(α)). Comme on vient de voir que
S(m,Q(α)) est un groupe, on a a2 ∈ {1, a}. Ainsi, nécessairement, on a a2 ≡ 1 mod m, ce
qui conclut.

8 Une généralisation des théorèmes 1.6 et 1.7

Soient K un corps de nombre et L/K une extension abélienne. Posons Gal(L/K) = G.

Dé�nition 8.1. On dira qu'un idéal premier ℘ est f -compatible s'il existe a ∈ OK tel que
℘ | (f(a)).

Dé�nition 8.2. On dira que σ ∈ G possède une preuve g-euclidienne s'il existe un poly-
nôme f ∈ OK [x] tel que tous ses idéaux f -compatibles, à exceptions �ni près, soient de
Frobenius 1 ou σ.

Dans cette section, on donne une preuve d'une condition nécessaire et su�sante pour
l'existence d'une preuve g-euclidienne.

Théorème 8.3. [6] Soit L/K une extension abélienne de groupe de Galois G. Soit σ ∈ G.
Si σ est d'ordre 2, il existe une preuve g-euclidienne.

Théorème 8.4. [1] Soit L/K une extension abélienne de groupe de Galois G. Si σ ∈ G
possède une preuve g-euclidienne, alors σ est d'ordre 2.
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8.1 Démonstration du théorème 8.3

Théorème 8.5. Soit K un corps de nombre et L/K une extension galoisienne. Soit H
un sous-groupe de Gal(L/K). Alors, il existe un polynôme irréductible f ∈ OK [x] tel que :

Soit ℘ un idéal f -compatible. Alors pour tout idéal p dans L divisant ℘, (L/K
p

) ∈ H.

Il s'agit de l'analogue du théorème 4.2 et sa démonstration suit la même démarche.

Démonstration. Par le théorème de l'élément primitif, il existe α ∈ L tel que L = K(α).
Posons alors E = LH . On a alors E = K(η) où η = h(α), h ∈ K[x]. Soient σ1, . . . , σs un
système de représentants de Gal(L/K) mod H. Posons pour tout 1 ≤ i ≤ s, ηi = σi(η) =
h(σi(α)).

Montrons que les éléments ηi sont deux à deux distincts. Supposons qu'il existe i, j,
i ̸= j tels que ηi = ηj. Alors σ

−1
j σi �xe E, donc σ

−1
j σi ∈ H ce qui est absurde. Donc les ηi

sont distincts deux à deux, et ce sont les conjugués de η. Le polynôme minimal de η est
alors

f(x) :=
s∏

i=1

(x− ηi). (8.1)

Montrons que f convient. Soit ℘ un idéal f -compatible qui ne se rami�e pas et tel que
℘ ̸ |D(f). Comme ℘ est f -compatible, il existe un idéal a tel que

f(a) =
∏

(a− ηi) ≡ 0 mod ℘.

Soit p un idéal de OL qui divise ℘. Alors par dé�nition d'idéal premier, il existe 1 ≤ i ≤ s tel
que p divise (a−ηi). Notons ψ = (L/K

p
). On a alors ψ(a) ≡ amod ℘ et donc ψ(a) ≡ amod p.

On a alors
h(σi(α)) ≡ ηi ≡ a ≡ ψ(a) ≡ ψ(ηi) ≡ h(ψ ◦ σi(α)) mod p.

En particulier on a alors h(σi(α)) ≡ h(ψ ◦ σi(α)) mod p. Puisque ψ envoie une racine de f
sur une racine de f , on a h(ψ ◦ σi(α)) = ψ(ηi) = ηj = h(σj(α)) pour un certain j. Si j ̸= i,
alors en particulier p | D(f). Mais comme D(f) ∈ K, on a ℘ | D(f), ce qui est contraire à
notre hypothèse de départ.Ainsi, i = j.

On a alors ψ(ηi) = ηi. Comme l'extension est galoisienne, ψ �xe K(η), et donc ψ ∈ H.
Comme c'est vrai pour tous les idéaux f -compatibles à un nombre �ni d'exceptions près
(car il y a un nombre �ni de ℘ qui se rami�e ou qui divise D(f)), le théorème est bien
démontré.

Théorème 8.6. Soit f comme dé�ni par (8.1). Soit ℘ un idéal premier de K tel que pour

un idéal p de L divisant ℘, (L/K
p

) ∈ H. Alors ℘ est un idéal f -compatible.

Démonstration. Soit ℘ un idéal f -compatible et p idéal de L divisant ℘ et tel que ψ :=
(L/K

p
) ∈ H. Alors ψ �xe K(ηi) pour un certain i, donc en particulier ψ(ηi) = ηi. Par

dé�nition du Frobenius, on a donc

η
NL/K(℘)

i ≡ ηi mod p.
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Puisque OK/p est un corps, le polynôme xNL/K(℘) − x a au plus NL/K(℘) racines dans
OK/p. On a déjà autant de solutions distinctes dans OK . Il existe donc a ∈ OK tel que
ηi ≡ a mod p. On a alors p | f(a), et comme f(a) ∈ K, ℘ | f(a).

Corollaire 8.7. Si ϕ est le polynôme minimal de α alors les idéaux ϕ-compatibles soit
divisent dL/K soit ont pour Frobenius 1.

Démonstration. On applique le théorème 8.6 à H groupe trivial, et ℘ se rami�e si et
seulement s'il divise dL/K = D(f).

Théorème 8.8. Soit K un corps de nombre, et L/K une extension abélienne. Soit σ ∈
Gal(L/K) d'ordre 2. Alors s'il existe au moins un idéal premier de OK de Frobenius σ ne
divisant pas D(f), il en existe une in�nité.

On admettra cette dernière démonstration, celle-ci n'apporte pas de nouvelles idées
mais utilise de nouveaux objets qu'il faudrait introduire.

8.2 Démonstration du théorème 8.4

Soient F un corps de nombres et E/F une extension galoisienne �nie et K/F une
extension �nie. On introduit l'ensemble

Spl(K/F ) := {p ∈ OF , tel qu'il existe, P ∈ OK divisant p et tel que f(P|p) = 1} .

Théorème 8.9. Soit la famille (Ci) des classes de conjugaisons de Gal(E/F ) telle qu'il

existe une in�nité d'idéaux premiers p ∈ Spl(K/F ) tels que C = (E/F
p
). Notons S(E,K)

l'union de ces Ci. Alors S(E,K) est le plus petit sous-ensemble de Gal(E/F ) qui
(1) contient l'image de

ψ : Gal(EK/K) → Gal(E/F )
σ 7→ σ|E,

(2) est stable par conjugaison.

Démonstration. Nous allons montrer les trois points suivants :

• Gal(E/E ∩K) ⊂ S(E,K)

• S(E,K) est stable par conjugaison

• Chaque classe de conjugaison de S(E,K) contient un élément de Gal(E/E ∩K).

Montrer ces trois points su�ra à terminer la preuve. En e�et, il su�t alors de montrer
que S(E,K) est le plus petit sous-ensemble de Gal(E/F ) qui contient l'image de ψ. Soit
A ⊂ Gal(E/F ) stable par conjugaison. A contient l'image de ψ qui est Gal(E/E ∩ K).
Soit x ∈ S(E,K), et Cx sa classe de conjugaison associée. Comme cette classe contient un
élément de Gal(E/E∩K) ⊂ A, et que A stable par conjugaison, Cx ∈ A, donc en particulier
x ∈ A, donc S(E,K) ⊂ A, donc S(E,K) est bien le plus petit ensemble contenant l'image
de ψ. Il su�t donc bien de montrer les trois points.
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Le deuxième point est immédiat, puisque S(E,K) est une union de classes de conju-
gaisons.

Pour montrer les points un et trois, établissons d'abord une égalité d'ensembles. Mon-
trons que S(E,K) est l'union des classes de conjugaisons (E/F

q
) où q ∈ Spl(K/F ) et q non

rami�é dans EK. Chaque classe de conjugaison de S(E,K) est par dé�nition égal à (E/F
q
)

pour une in�nité de q ∈ Spl(K/F ), donc on peut en particulier choisir un q non rami�é
dans EK (puisqu'il n'existe qu'un nombre �ni d'idéaux premiers rami�és). Ceci conclut
donc la première inclusion.

Soit q un idéal premier de Spl(K/F ) non rami�é dans EK. Soit O ∈ OK divisant q
tel que f(O|q) = 1. Comme q est non rami�é dans EK, O est non rami�é dans EK. Soit
σ ∈ (EK/K

O
). Soit Õ tel que σ = [EK/K

Õ
]. Posons q̃ = Õ∩E. On a σ|E = [E/F

q̃
] ∈ Gal(E/F ),

donc σ|E ∈ (E/F
q
).

Par le théorème de Chebotarev appliqué à l'extension EK/K qui est bien galoisienne,
il existe une in�nité d'idéaux premiers P ∈ OK non rami�és dans EK tels que (EK/K

P
) =

(EK/K
O

) et fP(K/F ) = 1.
Soit p tel que p = P ∩ F . On a p ∈ Spl(K/F ). Quitte à supprimer un nombre �ni de

P, on peut supposer p non rami�é dans EK.
Soit P̃ idéal de EK divisantP et tel que σ = (EK/K

P̃
). Posons σ|E = (E/F

p̃
) où p̃ = P̃∩E.

Ainsi, les classes de conjugaisons (E/F
q
) et (E/F

p
) contiennent toutes les deux σ|E et sont

donc identiques. Puisque c'est vrai pour une in�nité de p non rami�és dans EK, cela
conclut la deuxième inclusion.

On a montré que (E/F
q
) contenait un σ|E pour un certain σ ∈ Gal(EK/K). Comme

σ|E ∈ Gal(E/E ∩K), on a bien chaque classe de conjugaison de S(E,K) qui contient un
élément de Gal(E/E ∩K). On a donc montré le troisième point.

Soit η ∈ Gal(E/E ∩ K). Tout élément de Gal(E/E ∩ K) s'écrit comme σ|E pour un
certain σ dans Gal(EK/K), soit donc σ tel que η = σ|E. Nous avons déjà montré que
σ|E = [E/F

p̃
] pour un certain p̃ ∈ OK . Soit p tel que p = p̃ ∩ F . On a p ∈ Spl(K/F ) et p

non rami�é dans EK. Donc σ|E ∈ S(E,K) et on a donc montré le premier point. Comme
remarqué plus tôt, cela permet de conclure la preuve.

Démonstration de 8.4. Supposons que σ ∈ G possède une preuve g-euclidienne. Soit f un
polynôme tel que tout les idéaux f -compatibles, à exceptions �ni près, soit de Frobenius 1
ou σ (et il en existe une in�nité de tels idéaux de Frobenius 1 ou σ). On a alors

{1, σ} = {η ∈ Gtel qu'il existe une in�nité d'idéaux f-compatibles de froebenius 1 ou σ}
= S(E/K)

Or, l'extension étant abélienne, S(E/K) est un groupe donc σ2 = 1, ce qui conclut.
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