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Résumé

Ce rapport s’intéresse aux travaux menés par Tchebychev vers 1850 sur l’étude de
la répartition des nombres premiers. Si on note π(x) le nombre de nombres premiers
inférieurs à x, un premier théorème de Tchebychev dit qu’il existe deux constantes
réelles 0 < c ≤ 1 ≤ d telles qu’à partir d’un certain point on ait toujours c x

ln(x) <

π(x) < d x
ln(x) . Un second théorème veut que si le quotient π(x) ln(x)

x admet une limite
en +∞, alors cette limite vaut 1.
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1 Introduction
Les nombres premiers sont les briques élémentaires de la décomposition d’un nombre

entier sous forme de produit.

Définition 1. Soit m ∈ N et d ∈ N∗. S’il existe k ∈ N tel que m = dk on dit que m est un
multiple de d, que d est un diviseur de m. On dit aussi que d divise m, et on le note d|m.

Les diviseurs d d’un entier m strictement positif sont toujours plus petits que celui-ci,
car si d > m, kd est soit strictement plus grand que m soit nul.

Définition 2. Soit p ∈ N. On dit que p est premier s’il a exactement deux diviseurs dis-
tincts, à savoir 1 et lui-même. Autrement on dit qu’il est composé. On notera P l’ensemble
des nombres premiers.

Dans la suite p désignera toujours un nombre premier, sauf mention du contraire.
Euclide avait démontré qu’il existait une infinité de nombres premiers, et dès lors on

a cherché à les déterminer. Ératosthène par exemple donne une méthode par crible : . En
établissant une liste (1) des premiers nombres premiers, on ne trouve pas (ou pas encore à
ce jour) de schéma sur l’apparition de ces nombres :

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, ... (1)

On notera (pn)n∈N∗ la suite de ces nombres, où par exemple p1 = 2 est le premier et
p6 = 13 est le sixième.

Bien qu’on ait pas de méthode efficace permettant d’exprimer explicitement la position
des nombres premiers, on peut se demander comment ils sont répartis. Par exemple on
se rend compte que l’écart entre deux nombres premiers peut-être arbitrairement grand.
Effectivement soit k un entier, alors (k + 1)! + 2, (k + 1)! + 3, . . . , (k + 1)! + (k + 1)
sont consécutifs et composés, où k! = 1 × 2 × · · · × k désigne la factorielle de k. Ainsi
lim supn→∞(pn+1−pn) = +∞. De là on se pose la question pour lim infn→∞(pn+1−pn) : en
regardant la liste (1) ci-dessus, on se rend compte que plusieurs nombres premiers consécu-
tifs ont un écart de deux, qu’on appelle nombre jumeaux. En continuant cette liste on en
trouverait d’autres. La conjecture des nombres premiers jumeaux prétend qu’il en existe
une infinité, autrement dit lim infn→∞(pn+1 − pn) = 2. Elle figurait déjà en 1900 dans les
problèmes de Hilbert, et est longtemps restée sans réponse. Depuis les travaux de Zhang
Yitang en 2009 on sait que lim infn→∞(pn+1 − pn) est bornée par 70 000 000, et bien que
le résultat ait été amélioré pour une borne de 246 par le projet Polymath 8 en 2014 on est
encore loin de 2.

Euler en 1737 a pour idée d’évaluer la répartition des nombres premiers à partir de
séries, en particulier avec la série harmonique. Dans la série

∑+∞
n=0

1
n
, qu’on sait divergente,

on ne garde que les termes où n est premier : la convergence de cette série nous donne une
idée de la réparatition de ces nombres. L’idée qui a permis à Euler de trouver le résultat
vient d’une de ses formules que nous présenterons plus tard dans le théorème 28.
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Théorème 3. On pose pour x ≥ 2 un réel :

P (x) :=
∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1

. (2)

Alors P (x) > ln(x) pour tout x ≥ 2 réel.

Dans (2) la notation
∏

p≤x signifie « produit portant sur les nombres premiers inférieurs
à x », et x ≥ 1 est un réel.

Démonstration. On a pour chaque k ∈ N, et nombre premier premier p :

1

1− 1
p

>
1−

(
1
p

)k+1

1− 1
p

.

En remarquant que

1−
(

1
p

)k+1

1− 1
p

=
k∑
r=0

1

pr
,

on obtient :
1

1− 1
p

>
k∑
r=0

1

pr
> 0. (3)

En faisant le produit des inégalités obtenues en remplaçant p dans (3) par chacun des
nombres premiers plus petits que x, on a :

∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1

>
∏
p≤x

(
k∑
r=0

(
1

pr

))
.

On choisi N ∈ N tel que 2N > x. Alors pour tout 1 < n ≤ x se décomposant en facteurs
premiers comme qv11 q

v2
2 . . . qvmm on a que chaque vi est plus petit que N .

Donc 1
n

apparaît dans les termes de la somme du développement de
∏

p≤x(
∑N

r=0
1
pr
).

Comme la somme de ce développement est à termes positifs, on a :

∏
p≤x

(
N∑
r=0

1

pr
) ≥

⌊x⌋∑
n=1

1

n
,

où ⌊ · ⌋ est la partie entière (voir p. 2). On a donc :

P (x) ≥
⌊x⌋∑
n=1

1

n
. (4)
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Or pour tout k ∈ N∗, la fonction t 7→ 1
t

est décroissante sur [k; k + 1[, et on a :

1

k
=

∫ k+1

k

1

k
dt ≥

∫ k+1

k

1

t
dt.

En reprenant l’inégalité (4) on a :

P (x) ≥
⌊x⌋∑
n=1

(∫ n+1

n

1

t
dt

)
=

∫ ⌊x⌋+1

1

1

t
dt = [ln(t)]

⌊x⌋+1
1 = ln(⌊x⌋+ 1).

Or ln est strictement croissante sur R∗
+, et par définition de la partie entière ⌊x⌋+ 1 > x,

on a donc le résultat voulu.

Corollaire 4. Le produit infini
∏

p

(
1− 1

p

)−1

diverge.

Démonstration. Effectivement ln(x) diverge quand x tend vers +∞, donc d’après le Théo-

rème 3
∏

p

(
1− 1

p

)−1

diverge.

De ceci on déduit la divergence de la série des inverses des nombres premiers.

Théorème 5. On pose pour tout x ≥ 3 réel :

S(x) :=
∑
p≤x

1

p
.

Alors pour tout x ≥ 3, S(x) ≥ ln(ln(x))− 1
2
.

Démonstration. Soit x ≥ 3. Soit p un nombre premier. Comme
∣∣∣1p ∣∣∣ < 1, on peut utiliser le

développement en série entière de x 7→ ln(1− x) :

ln

((
1− 1

p

)−1
)

= − ln

(
1− 1

p

)
=

+∞∑
n=1

1

n

(
1

p

)n
.

Donc on a :

ln

((
1− 1

p

)−1
)

− 1

p
=

+∞∑
n=2

1

n

(
1

p

)n
≤ 1

2

+∞∑
n=2

(
1

p

)n
≤ 1

2

(
1

1− 1
p

− 1− 1

p

)
≤ 1

2p(p− 1)
. (5)
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Or on a en reprenant la quantité P (x) de l’énoncé du Théorème 3, on a :

ln(P (x))− S(x) = ln

(∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1
)

−
∑
p≤x

1

p

=
∑
p≤x

ln

((
1− 1

p

)−1
)

− 1

p
.

En utilisant l’inégalité (5), on a :

ln(P (x))− S(x) ≤
∑
p≤x

1

2p(p− 1)
≤ 1

2

∑
n≥2

1

n(n− 1)
. (6)

En remarquant qu’on a 1
n−1

− 1
n
= 1

n(n−1)
, on obtient :

∑
n≥2

1

n(n− 1)
= lim

N→+∞

1

2− 1
− 1

N
= 1.

En reprenant (6), on a donc :

ln(P (x))− S(x) ≤ 1

2
.

En utilisant le Théorème 3, on a ln(P (x)) ≥ ln(ln(x)) et on obtient le résultat voulu.

Une autre façon d’étudier la répartition des nombres premiers est de se demander com-
bien il y a de nombres premiers entre 1 et n un entier. Bien que cela semble moins naturel,
on utilise pour traiter la question, plutôt que l’intervalle entier entre 1 et n, l’intervalle
réel entre 1 et x pour pouvoir accéder aux outils de l’analyse réelle. Pour répondre à cette
question on commence par la définition suivante.

Définition 6. On définit pour tout réel x ≥ 0 la fonction π(x) comme le nombre de nombre
premiers entre 0 et x, ou encore le cardinal de [0, x] ∩ P.

Legendre avait conjecturé en 1808 que :

lim
x→+∞

π(x)

x/ ln(x)
= 1. (7)

Gauss était allé plus loin encore en disant que quand x tend vers +∞ on a :

π(x) ∼ Li(x) :=

∫ x

2

dt

ln(t)
.

La conjecture de Legendre (7) est ce qu’on appelle aujourd’hui le théorème des nombres
premiers. Le mathématicien russe Tchebychev fait en 1852 un premier pas vers la preuve
de (7) :
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Théorème I (Tchebychev). Il existe 0 < c ≤ 1 ≤ d deux constantes réelles telles que pour
un certain X ∈ R∗

+, et tous les réels x > X on ait :

c · x

ln(x)
≤ π(x) ≤ d · x

ln(x)
.

Il a introduit θ(x) et ψ(x) appelées première et deuxième fonctions de Tchebychev.
En étudiant ces fonctions il a pu établir des inégalités qui lui ont permis de démontrer le
théorème ci-dessus, mais également le suivant :

Théorème II (Tchebychev). On a :

lim inf
x→+∞

π(x)

x/ ln(x)
≤ 1 ≤ lim sup

x→+∞

π(x)

x/ ln(x)
.

Ce dernier, nous dit que si le quotient π(x)
x/ ln(x)

admet une limite quand x tend vers +∞
alors cette limite est nécessairement 1.

Un peu plus tard, en 1859, Riemann s’intéresse à la fonction zêta ζ(s) non plus sur la
droite réelle mais comme une fonction du plan complexe. Grâce cette nouvelle vision du
problème en 1896, Hadamard et La Vallée Poussin parviennent avec les outils de l’analyse
complexe à démontrer le théorème des nombres premiers, la relation (7).

Le fait qu’on utilise l’analyse réelle pour étudier les nombres premiers peut surprendre
certains, mais que l’on doive faire appel à l’analyse complexe est étonnant. Aussi certains se
sont demandés s’il y avait une preuve plus élémentaire de ce théorème, c’est-à-dire n’ayant
pas recours à l’analyse complexe, et en 1949 Erdős et Selberg parviennent à en donner
une. Dans sa preuve Erdős utilise astucieusement la décomposition en facteurs premiers
du coefficient binomial central

(
2n
n

)
= (2n)!

(n!)(n!)
.

L’objectif de ce rapport sera de démontrer les théorèmes I et II de Tchebychev en
utilisant les idées d’Erdős.

On commencera par introduire les fonctions θ et ψ de Tchebychev et nous établirons
une relation entre les comportements en +∞ de θ(x), ψ(x) et π(x). L’étude de π(x) se
ainsi ramenée à celle de θ(x) et ψ(x).

Ensuite pour étudier ψ(x), on s’intéressera à la décomposition en facteurs premiers du
coefficient binomial central

(
2n
n

)
. On introduira pour cela les valuations p-adiques.

Avec cette préparation, on donnera une démonstration du théorème I de Tchebychev.
De là nous verrons quelques applications de ce théorème.

Après quoi nous verrons quelques outils d’analyse, qui nous permettront de faire une
brève analyse de la fonction zêta de Riemann. On aboutira enfin la démonstration du
théorème II de Tchebychev.
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2 Notations
On introduit les notations suivantes :
N L’ensemble des entiers naturels.
Z L’ensemble des entiers relatifs.
Q L’ensemble des nombres rationnels.
R L’ensemble des nombres réels.
C L’ensemble des nombres complexes.
X∗ L’ensemble des nombres x ∈ X tels que x ̸= 0, où X est N,Z,Q, R ou C.
X+ L’ensemble des nombres x ∈ X tels que x ≥ 0, où X est R ou Q.
X∗

+ L’ensemble des nombres x ∈ X tels que x > 0, où X est R ou Q.
[[a; b]] L’ensemble des entiers k ∈ Z tels que a ≤ k ≤ b, où a et b sont entiers.

P L’ensemble des nombres premiers.
(pn)n∈N∗ La suite des nombres premiers. Ex : p1 = 2, p2 = 3 et p6 = 13.

f(x) = ox→l(g(x)) Il y a une fonction ϵ(x) qui dans un voisinage V de l ∈ R ∪ {−∞; +∞} est bornée
et qui vérifie limx→l ϵ(x) = 0.

f(x) = Ox→l(g(x)) Il y a une fonction ϵ(x) qui dans un voisinage V de l ∈ R ∪ {−∞; +∞} est bornée
et vérifie ∀x ∈ V, f(x) = g(x)ϵ(x).

n! :=
∏n

k=0 k, la factorielle de n.(
n
k

)
:= n!

k!(n−k)! , le coefficient binomial.

⌊x⌋ la partie entière de x, définie comme l’unique entier k tel que k ≤ x < k + 1.
Dans les expressions suivantes les lettres p et m ont un statut particulier :∑

p f(p) :=
∑

p∈P f(p)
Série indicée par les nombres premiers.∑

p≤x f(p) :=
∑

p∈P
p≤x

f(p)

Série indicée par les nombres premiers plus petits que x un réel.∑
pm f(p,m) :=

∑
(p,m)∈P×N∗ f(p,m)

Série indicée par les puissances de nombres premiers, 1 n’y figurant pas. Pour que
la notion de convergence soit définie correctement les puissances sont parcourues
en ordre croissant, i.e. f(2, 1) sera le premier terme, puis viennent f(3, 1), f(2, 2),
f(5, 1),f(7, 1), f(2, 3), f(3, 2) et ainsi de suite.

f(n) =

{
. . . si n = pm

. . .
La condition n = pm correspond à « il existe un p ∈ P et un m ∈ N∗ tels que

n = pm ».
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3 Les fonctions θ et ψ de Tchebychev
On introduit θ et ψ deux fonctions auxiliaires dues à Tchebychev.

Définition 7. On définit θ : R∗
+ 7→ R∗

+ et ψ : R∗
+ 7→ R pour tout x ∈ R∗

+ comme suit :

θ(x) :=
∑
p≤x

ln(p),

ψ(x) :=
∑
pm≤x

ln(p).

Pour alléger l’écriture, une série de la forme
∑

p f(p) est la série
∑+∞

n=1 f(pn) indicée
par les nombres premiers (avec pn le n-ième nombre premier). De même

∑
p≤x f(p) dé-

signe la somme parcourant les nombres premiers plus petits que x un réel. On définit de
façon analogue

∑
pm f(p,m) la série parcourant les puissances des nombres premiers et∑

pm≤x f(p,m) la somme sur les puissances de nombres premiers plus petites qu’un réel x.
Pour que la définition ait du sens on exclut dans cette notation les puissances négatives
d’un nombre premier, autrement dit il faut que m > 0.

Lemme 8. Soit x et y ̸= 0 des réels positifs. Alors m := ⌊x
y
⌋ est le plus grand entier k tel

que ky ≤ x. Si de plus x et y sont strictement plus grands que 1, ⌊ ln(x)
ln(y)

⌋ est le plus grand
entier k tel que yk ≤ x.

Démonstration. Soit x et y ̸= 0 des réels, et m := ⌊x
y
⌋. Par définition de la partie entière

on a :
m ≤ x

y
< m+ 1.

Donc on a bien m ≤ x
y
. De plus pour tout entier n > m, on a n ≥ m+ 1. Donc d’après

l’inégalité précédente n > x
y
. Donc m est le plus grand entier vérifiant la propriété.

Supposons de plus que x et y sont strictement positifs. En appliquant le résultat sur
le plus grand diviseur à k ln(y) ≤ ln(x) on obtient le résultat voulu pour la plus grande
puissance.

On introduit la fonction Λ : N 7→ R de Von Mangoldt, qui est définie pour tout n ∈ N
comme :

Λ(n) :=

{
ln(p) si n = pm

0 sinon

où la condition n = pm correspond à « il existe p premier et m > 0 un entier tel que
n = pm ».

Voyons à présent quelques propriétés de ψ.
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Propriété 9. Pour x > 0, on a :

ψ(x)

=
∑
p≤x

⌊
ln(x)

ln(p)

⌋
ln(p) (8)

=
∑
m≥1

θ
(
x1/m

)
(9)

=
∑
n≤x

Λ(n), (10)

où ⌊ · ⌋ est la partie entière.

Démonstration. Commençons par voir (8). Si x < 2, comme le plus petit nombre premier
est 2 on a bien ψ(x) = 0 =

∑
p≤x⌊

ln(x)
ln(p)

⌋ ln(p). Supposons maintenant que x ≥ 2. Soit p ≤ x.
On pose :

Ap := {pm |m ∈ N∗, pm ≤ x},
l’ensemble des puissances de p plus petites que x et strictement plus grandes que 1. Comme
p ∈ Ap, Ap est non-vide, et d’après le lemme 8 il a pour plus grand élément M = ⌊ ln(x)

ln(p)
⌋.

Or pour tout m ∈ N on a :

0 < m ≤M ⇔ 1 < pm ≤ pM .

Donc Card Ap = Card {1, . . . ,M} = ⌊ ln(x)
ln(p)

⌋. Or en regroupant les termes de ψ(x) concer-
nant un même nombre premier on obtient l’égalité (8) :

ψ(x) =
∑
p≤x

∑
i∈Ap

ln(p) =
∑
p≤x

(Card Ap) · ln(p) =
∑
p≤x

(⌊
ln(x)

ln(p)

⌋
ln(p)

)
.

Voyons maintenant l’égalité (9). Soit x > 0. On va cette fois-ci regrouper les termes de la
somme de ψ(x) selon la valeur de l’exposant :

ψ(x) =
+∞∑
m=1

∑
pm≤x

ln(p),

ce qui revient à :

ψ(x) =
+∞∑
m=1

∑
p≤x1/m

ln(p).

En remarquant que les termes de la somme sur m correspondent à la définition de θ(x1/m),
on obtient finalement :

ψ(x) =
+∞∑
m=1

θ(x1/m).
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Enfin l’égalité (10) découle simplement du fait que Λ(n) vaut 0 si n n’apparaît pas dans
les indices de la somme

∑
pm≤x ln(p) et le terme approprié sinon.

Ces propriétés nous permettront de trouver, en choisissant la forme adaptée de ψ(x),
plus facilement certains résultats. Notons que l’égalité (9) est la définition de ψ(x) dont
était parti Tchebychev dans sa preuve.

Nous allons maintenant établir quelques relations entre θ, ψ et π.

Lemme 10. Pour tout x ≥ 1 réel on a :

θ(x) ≤ ψ(x) ≤ ln(x)π(x).

Démonstration. En utilisant la Propriété 9 on a pour x ≥ 1 réel :

ψ(x) =
+∞∑
m=1

θ(x1/m) = θ(x) +
+∞∑
m=2

θ(x1/m).

Comme θ est positive sur son domaine de définition on a :

ψ(x) ≥ θ(x).

Maintenant en utilisant la Propriété 9, on a :

ψ(x) =
∑
p≤x

(⌊
ln(x)

ln(p)

⌋
ln(p)

)
.

En utilisant la définition de ⌊ · ⌋ (p. 7) on obtient :

ψ(x) ≤
∑
p≤x

(
ln(x)

ln(p)
ln(p)

)
.

Or on a : ∑
p≤x

(
ln(x)

ln(p)
ln(p)

)
= ln(x)

∑
p≤x

1 = ln(x)π(x).

On a donc finalement :
ψ(x) ≥ ln(x)π(x).

On va à présent s’intéresser au comportement en +∞ de θ, ψ et π. Pour cela, on pose :

l1 := lim inf
x→+∞

π(x) lnx

x
, L1 := lim sup

x→+∞

π(x) lnx

x
,

l2 := lim inf
x→+∞

θ(x)

x
, L2 := lim sup

x→+∞

θ(x)

x
,

l3 := lim inf
x→+∞

ψ(x)

x
, L3 := lim sup

x→+∞

ψ(x)

x
.

(11)
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Théorème 11. On a l1 = l2 = l3 et L1 = L2 = L3.

On remarque que ce théorème n’exclut pas que l1 = l2 = l3 = +∞ ou L1 = L2 = L3 =
+∞.

Démonstration. Du Lemme 10 on peut déduire que pour tout x ≥ 1 réel on a :

θ(x)

x
≤ ψ(x)

x
≤ π(x) lnx

x
.

D’où :
l2 ≤ l3 ≤ l1 et L2 ≤ L3 ≤ L1. (12)

Montrons à présent que l2 ≥ l1 et L2 ≥ L1. Pour cela prenons α ∈]0; 1[ et x > 1 des réels.
On a alors :

θ(x) =
∑
p≤x

ln(p) ≥
∑

xα<p≤x

ln(p).

Comme pour p ≥ xα on a ln(p) ≥ α ln(x), on obtient :

θ(x) ≥
∑

xα<p≤x

α ln(x).

Or on a : ∑
xα<p≤x

α ln(x) = α ln(x)
∑

xα<p≤x

1 = α ln(x)(π(x)− π(xα)).

Donc, en utilisant que π(y) ≤ y pour tout y réel positif, on obtient :

θ(x) ≥ α ln(x)π(x)− α ln(x)xα.

En divisant par x on a :
θ(x)

x
≥ α

ln(x)π(x)

x
− α ln(x)

x1−α
, (13)

et en passant à la limite supérieure (resp. inférieure) quand x→ +∞ dans (13) :

L2 ≥ αL1,

et respectivement :
l2 ≥ αl1.

Comme c’est vrai pour tout α ∈]0; 1[, on peut faire tendre α vers 1 et obtenir :

L2 ≥ L1 et l2 ≥ l1. (14)

En combinant (14) et (12) on a bien l1 = l2 = l3 et L1 = L2 = L3.

Ce théorème est fondamental pour la suite, car il nous permet d’étudier la limite de
x−1π(x) ln(x) à partir de celles de x−1ψ(x) et x−1θ(x).
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4 Valuations p-adiques
On va utiliser dans la suite la décomposition en facteurs premiers du coefficient binomial

central
(
2n
n

)
. Pour exprimer cette décomposition on introduit les valuations p-adiques.

Définition 12. Soit p un nombre premier. On définit vp la valuation p-adique comme :

vp : N∗ → N
n 7→ vp(n)

où vp(n) est l’exposant de p dans la décomposition qα1
1 . . . qαr

r en facteurs premier de n si p
y figure, 0 sinon.

Propriété 13. On a pour a et b des entiers naturels non-nuls et p un nombre premier :

vp(ab) = vp(a) + vp(b).

Si de plus a|b, on a :

vp

(
b

a

)
= vp(b)− vp(a).

Démonstration. On pose r := a
pvp(a)

et r′ := b
pvp(b)

. Comme p apparaît exactement vp(a)
fois dans la décomposition de a, r est entier et p n’apparaît pas dans sa décomposition. En
raisonnant de la même façon avec b et r′, on trouve que p n’apparaît pas dans r′. Comme
p est premier il n’apparaît pas non plus dans la décomposition du produit rr′. Or on a :

ab = pvp(a)rpvp(b)r′ = pvp(a)+vp(b)rr′.

Donc vp(ab) = vp(a) + vp(b). Supposons de plus que a|b. Comme p n’apparaît pas dans la
décomposition en facteurs premiers de r′, il n’apparaît pas non plus dans celle du quotient
r′

r
. Or on a :

b

a
=
pvp(b)r′

pvp(a)r
= pvp(b)−vp(a)

r′

r
.

Donc vp( ba) = vp(b)− vp(a).

Remarque 14. Pour tout entier a, b ≥ 1, on a :

vp(a+ b) ≥ min(vp(a), vp(b)).

Effectivement pvp(a)|pgcd(a; b) et pvp(b)|pgcd(a; b). Donc pgcd(pvp(a); pvp(b))|a+ b.
Comme pgcd(pvp(a); pvp(b)) = min(pvp(a), pvp(b)), on a bien la relation voulue.

Avant de passer au calcul de vp(n!) nous allons montrer le résultat suivant :

Lemme 15. Soit f : N → R une fonction nulle à partir d’un certain rang N ∈ N. Alors
on a : ∑

k=0

+∞kf(k) =
∑
k=1

+∞F (k),

où F (k) =
∑+∞

i=k f(i).

12



Démonstration. Comme f est nulle à partir de N , F est aussi nulle à partir de ce rang, et
les différentes séries apparaissant dans l’énoncé sont des sommes finies. On remarque que
pour k ∈ N, on a :

f(k) =
N∑
i=k

(f(i)− f(i)) + f(k) =
N∑
i=k

f(i)−
N∑
i=k

f(i) + f(k)

=
N∑
i=k

f(i)−
N∑

i=k+1

f(i)

= F (k)− F (k + 1).

En injectant cette relation dans la somme de gauche on obtient :

N∑
k=0

kf(k) =
∑
k=0

kF (k)−
N∑
k=0

kF (k + 1).

En faisant un changement d’indice, on a :

N∑
k=0

kf(k) =
N∑
n=1

kF (k)−
N+1∑
k=1

(k − 1)F (k).

Donc :
N∑
k=0

kf(k) =
N∑
k=1

(k − k + 1)F (k) −NF (N + 1).

Comme F (N + 1) = 0, on a finalement :∑
k≥0

kf(k) =
∑
k≥1

F (K).

Passons maintenant au calcul de vp(n!). On rappelle que n! := 1× 2× · · · × n.

Théorème 16. Soit p un nombre premier et n un entier naturel. Alors on a :

vp(n!) =
+∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
=

Mp∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
,

où Mp = ⌊ ln(x)
ln(p)

⌋ et ⌊ · ⌋ désigne la partie entière (p. 7).

Démonstration. D’après la Propriété 13, on a :

vp(n!) = vp(
n∏
i=0

i) =
n∑
i=1

vp(i).
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En regroupant les différentes valeurs de Vp sur [[1;n]] 1 :

vp(n!) =
∑
k≥0

kCard {i ∈ [[1;n]] | vp(i) = k}.

D’après le Lemme 15 on a aussi :

vp(n!) =
∑
k≥1

Card {i ∈ [[1;n]] | Vp(i) ≥ k}.

Or on remarque que pour chaque i et chaque k que :

vp(i) ≥ k ⇔ pk|i.

Autrement dit Card {i ∈ [[1;n]]|Vp(i) ≥ k} est le nombre de multiples de pk dans [[1;n]]. On a
déjà vu dans le Lemme 8 que le plus grand multiple de pk est pk⌊ n

pk
⌋. Donc Card {i ∈ [[1;n]]|

vp(i) ≥ k} = ⌊ n
pk
⌋.

Cela nous donne finalement :

vp(n!) =
∑
k≥1

⌊
n

pk

⌋
=

Mp∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
,

comme d’après le Lemme 8 pour k ≥Mp on a ⌊ n
pk
⌋ = 0.

Le coefficient binomial central
(
2n
n

)
, où n ∈ N∗, est le plus grand terme du développe-

ment de (1 + 1)2n =
∑n

k=0

(
2n
k

)
. En effet, comme pour tout k ∈ [[0; 2n]] on a

(
2n
k

)
=
(

2n
2n−k

)
,

il suffit de s’intéresser aux k ∈ [[0;n]]. Considérons les deux produits suivants :

n!

k!
:=

n∏
i=k+1

i et
(2n− k)!

n!
:=

2n−k∏
i=n+1

i.

Les deux comportent n− k termes, et comme les termes de gauche sont plus petits que
ceux de droite on a :

n!

k!
≤ (2n− k)!

n!
,

ou encore :
(2n!)

k!(n− k)!
≤ (2n)!

n!n!
.

Autrement dit pour tout k ≤ n : (
2n

n

)
≥
(
2n

k

)
.

1. [[1;n]] = {1, . . . , n}. Pour plus de détails voir p. 7.
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Lemme 17. Soit n ∈ N∗. Le coefficient binomial central :

N :=

(
2n

n

)
est divisible par le produit des nombres premiers compris entre n+1 et 2n, c’est-à-dire :( ∏

n<p≤2n

p

)
|N.

Démonstration. Comme on a :
N =

∏n
i=1 n+ i

n!

et que pour tout p premier entre n + 1 et 2n, p apparaît dans
∏n

i=1(n + i) mais pas dans
la décomposition en facteurs premiers de n!, p étant premierp | N . Comme ces nombres
premiers sont premiers entre eux, leur produit divise N aussi.

Maintenant que nous avons les outils nécessaires, nous démontrons le théorème I.
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5 Démonstration du théorème I
On rappelle l’énoncé du théorème I.

Théorème I (Tchebychev). Il existe 0 < c ≤ 1 ≤ d deux constantes réelles telles que pour
un certain X ∈ R∗

+, et tous les réels x > X on ait :

c · x

ln(x)
≤ π(x) ≤ d · x

ln(x)
.

Démonstration. En reprenant les notations (11), cela revient à trouver 0 < c ≤ 1 ≤ d tels
que :

L1 < d,

et l1 > c.

D’après le théorème 11 cela revient à trouver 0 < c ≤ 1 ≤ d : tels que :

lim sup
x→+∞

θ(x)

x
= L2 < d, (15)

et lim sup
x→+∞

ψ(x)

x
= l3 > c. (16)

Soit n ∈ N∗. Rappelons que :

N :=

(
2n

n

)
.

On a montré que N est le plus grand terme du développement de (1 + 1)2n. Les autres
termes étant strictement positifs, et les termes de ce développement étant au nombre de
2n+ 1 on a :

N < 22n < (2n+ 1)N. (17)

Nous allons utiliser les propriétés établies dans la section précédente sur N et l’inégalité
(17) pour satisfaire successivement (15) et (16).

D’après le Lemme 17,
∏

n<p≤2n p divise N , donc on a à fortiori :

N ≥
∏

n<p≤2n

p. (18)

En utilisant (17), on trouve :
22n > N >

∏
n<p≤2n

p.

En passant au logarithme :
2n ln(2) ≥

∑
n<p≤2n

p.
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Par définition de θ on a :
2n ln(2) > N ≥ θ(2n)− θ(n).

En remplaçant n successivement par 1, 2, 22, ....2m−1 dans l’inégalité précédente et qu’on
additionne ces m inégalités, on obtient :

2 ln(2)
m−1∑
i=0

2m > θ(2m)− θ(1),

ou encore :
θ(2m) < 2 ln(2)

1− 2m

1− 2
< 2m+1 ln(2).

Maintenant soit x > 1 un réel. On choisit m tel que 2m−1 ≤ x < 2m. θ est croissante
sur R∗

+. Il s’en suit que :
θ(x) ≤ θ(2m) < 2m+1 ln(2) (19)

En divisant (19) par x et prenant la limite supérieure quand x tend vers +∞, on obtient :

L2 ≥ 4 ln(2).

Comme 4 ln(2) = ln(16) et 16 > 3 > e, 4 ln(2) ≥ 1. Donc on peut prendre d = 4 ln(2) + ϵ
pour ϵ > 0 un réel quelconque.

Trouvons 0 < c ≤ 1 à présent dans (16) :

lim sup
x→+∞

ψ(x)

x
= l3 > c.

En décomposant N en facteurs premiers on a :

N =
(2n)!

n!n!
=
∏
p≤2n

pvp(N).

On s’arrête à 2n car (2n)!
n!n!

est un produit de nombres plus petits que 2n.
Grâce à la Propriété 13 sur les valuations p-adiques d’un produit ou d’un quotient, on

a pour chaque 2 ≤ p < 2n premier :

vp(N) = vp((2n)!)− 2vp((n)!).

En utilisant le 16, on obtient :

vp(N) =

Mp∑
k=1

(⌊
2n

pk

⌋
− 2

⌊
n

pk

⌋)

avec Mp =
⌊
ln(2n)
ln(p)

⌋
.
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On remarque que pour tout y réel, ⌊2y⌋− 2⌊y⌋ vaut 0 ou 1. Effectivement si ⌊y⌋ ≤ y <
⌊y⌋ + 1

2
, on a 2⌊y⌋ ≤ 2y < 2⌊y⌋ + 1 et donc ⌊2y⌋ = 2⌊y⌋. Autrement on a ⌊y⌋ + 1

2
≤ y <

⌊y⌋+ 1, ce qui donne 2⌊y⌋+ 1 ≤ y < 2⌊y⌋+ 2 et donc ⌊2y⌋ = 2⌊y⌋+ 1.
Ainsi vp(N) ≤

∑Mp

k=1 1 = ⌊ ln(2n)
ln(p)

⌋ et on a :

N ≤
∏
p≤2n

p⌊
ln(2n)
ln(p) ⌋ (20)

Or d’après la forme (8) de ψ on a :

ψ(2n) =
∑
p≤2n

⌊
ln(2n)

ln(p)

⌋
ln(p) = ln

( ∏
p≤2n

p⌊
ln(2n)
ln(p) ⌋).

En utilisant l’inégalité (20) on obtient :

ψ(2n) ≥ ln(N).

Mais la relation (17) donne, en appliquant le logarithme :

2n ln(2) ≤ ln(2n+ 1) + ln(N),

ou encore :
ln(N) > 2n ln(2)− ln(2n+ 1).

Soit x > 2 et posons n =
⌊
x
2

⌋
. On a :

1 ≤ n ≤ x

2
≤ n+ 1.

Donc ln(2n+ 1) ≥ ln(x− 1) et 2n ≤ x. De plus ψ est croissante donc :

ψ(x) > x ln(2)− ln(x− 1).

En divisant par x et en passant à la limite inférieure quand x tend vers +∞, on obtient :

l3 ≥ ln(2).

Comme 1 < 2 < e, 0 < ln(2) < 1 et on peut donc prendre c = ln(2)−ϵ avec ϵ ∈]0; ln(2)[.
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6 Applications du Théorème I
Voyons à présent quelques applications du Théorème I de Tchebychev. Voici donc une

première conséquence du Théorème I.

Théorème 18. Il existe deux constantes positives C et D telles, que si n est suffisamment
grand, alors :

Cn ln(n) < pn < Dn ln(n).

Démonstration. Le Théorème I donne pour n suffisamment grand :

π(pn) ≤ d
pn

ln(pn)
.

Puisque π(pn) = n, on a :
n

d
ln(pn) ≤ pn.

Ensuite comme pn > n, on a :
pn >

n

d
ln(n).

On peut donc prendre C = 1
d
, et il faut encore trouver D, tel que pn < Dn ln(n).

D’une part le Théorème I nous dit que pour n suffisamment grand, disons n ≥ N1, on
a :

n = π(pn) > c
pn

ln(pn)
. (21)

D’autre part comme c > 0, limx→+∞
ln(x)√
x

= 0 et ln(x)√
x

est positif pour x > 1, on a pour
un n plus grand qu’un certain N2 :

ln(pn)√
pn

< c.

Ces deux inégalités combinées nous donnent pour n ≥ max(N1, N2),

ln(pn)√
pn

< c < n
ln(pn)

pn
,

et on en déduit n > √
pn, ce qui revient à ln(pn) < 2 ln(n). En reprenant (21) on obtient :

pn <
1

c
n ln(pn) <

1

2c
n ln(pn).

On peut donc prendre D = 1
2c

.

Corollaire 19. Il existe une constante c > 0 telle que si x ≥ 3,∑
2<p≤x

1

p
< c ln(ln(x)).
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Démonstration. Dans le théorème I on peut ajuster les constantes réelles c et d pour
pouvoir omettre la condition « pour X suffisamment grand », et donc d’après le théorème
18 il existe une constante positive c0 telle qu’on ait :

∑
2<p≤x

1

p
<

π(x)∑
n=2

1

c0n ln(n)
.

Comme π(x) ≤ x et que n ln(ln(n)) > 0 pour n ≥ 3, on a :∑
2≤p≤x

1

n ln(n)
≤ 1

c0

∑
2≤n≤x

1

n ln(n)
.

Or la fonction x 7→ (x ln(x))−1 est décroissante sur [2;x], donc :∫ ⌊x⌋+1

3

1

t ln(t)
dt ≤

∑
3≤n≤x

1

n ln(n)
≤
∫ ⌊x⌋

2

1

t ln(t)
dt

Le théorème suivant avait été conjecturé par Joseph L.-F. Bertrand en 1845, que Tche-
bychev a démontré dans la suite de la preuve de son premier théorème sur les nombres
premiers. Nous présentons une preuve inspirée de celle de Erdős donnée par S.S. Pillai, où il
a utilisé les propriétés du coefficient binomial central, comme dans la preuve du Théorème
I mais plus finement.

Théorème 20 (Postulat de Bertrand). Pour chaque nombre naturel n > 1 il existe un
nombre p tel que n < p < 2n.

Avant de faire la preuve voyons quelques résultats préliminaires. On commence par
améliorer les inégalités (17) et (18).

Lemme 21. On pose à nouveau pour n ≥ 2 un entier N :=
(
2n
n

)
. Alors, si n ≥ 2 :

22n

2
√
n
< N <

22n√
2n
. (22)

Démonstration. On considère le nombre :

P =
1× 3× 5 . . . (2n− 1)

2× 4× 6 . . . (2n)
.

Comme :
P =

1× 3× 5 . . . (2n− 1)

2× 4× 6 . . . (2n)
× 2× 4× 6 . . . (2n)

2× 4× 6 . . . (2n)
=

(2n)!

22n(n!)2
,

on a 22nP = N . Par ailleurs :

1 >

(
1− 1

22

)(
1− 1

42

)(
1− 1

62

)
. . .

(
1− 1

(2n)2

)
.
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Ce qui peut aussi s’écrire comme :

1 >

(
1× 3

22

)(
3× 4

42

)(
4× 5

62

)
. . .

(
(2n− 1)(2n+ 1)

(2n)2

)
.

En reconnaissant P 2 dans l’expression ci-dessus on obtient :

1 > (2n+ 1)P 2 > 2nP 2 =
2n

24n
N2,

ce qui prouve l’inégalité droite de (22). De même on a :

1 >

(
1− 1

32

)(
1− 1

52

)(
1− 1

72

)
. . .

(
1− 1

(2n− 1)2

)
,

qui peut aussi s’écrire :

1 >

(
2× 4

32

)(
4× 6

52

)(
6× 8

72

)
. . .

(
(2n− 2)(2n)

(2n− 1)2

)
.

Ici on reconnaît 1
P 2 et on obtient :

1 >
1

4nP 2
=

24n

2nN2
,

d’où l’inégalité de droite de (22).

Lemme 22. Pour tout n ∈ N∗ on a :

θ(n) < 2n ln(2). (23)

Démonstration. La relation (23) est vérifiée pour n = 1 et n = 2. Supposons qu’elle est
vérifiée pour un certain n ≥ 2. On considère l’entier :

N

2
=

1

2

(
2n

n

)
=

n

2n

(2n)!

(n!)2
=

(2n− 1)!

n(n− 1)
=

(
2n− 1

n− 1

)
,

De même que dans le Lemme 17,
(
2n−1
n−1

)
est divisible par le produit des nombres premiers

p tels que n < p ≤ 2n− 1. Ainsi :

N

2
≥

∏
n<p≤2n−1

p.

En prenant les logarithmes, on obtient :

ln

(
N

2

)
≥

∑
n<p≤2n−1

ln(p) = θ(2n− 1)− θ(n). (24)
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Mais à l’aide du Lemme 21 on a également :

ln(N) < 2n ln(2)− 1

2
ln(2n). (25)

En utilisant les équations (24) et (25) ensemble, on obtient :

θ(2n− 1)− θ(n) < (2n− 1) ln(2)− 1

2
ln(2n).

Mais par hypothèse θ(n) < 2n ln(2), et ainsi :

θ(2n− 1) < 2n ln(2) + (2n− 1) ln(2)− 1

2
ln(2n).

ce qui implique, comme n ≥ 2, que

θ(2n− 1) < 2(2n− 1) ln(2).

Ainsi nous avons montré que si l’inégalité est vérifiée (23) pour n ≥ 2, elle l’est aussi
pour 2n − 1. Elle est également vérifiée pour 2n car 2n est un nombre composé et donc
θ(2n−1) = θ(2n). Ceci revient à dire que si l’on suppose que l’inégalité (23) est vraie pour
chaque nombre naturel n ∈]2r−1; 2r], r ≥ 1, alors elle est vraie pour chaque m ∈]2r, 2r+1],
puisque chaque m, puisque chaque m dans ce dernier intervalle est de la forme 2n−1 ou 2n
pour un certain n correspondant dans l’intervalle ]2r−1; 2r]. Comme nous avons vu que c’est
vrai pour le cas n ∈]20; 2], par récurrence, la relation (23) est vraie pour tout n ≥ 2.

Nous sommes désormais prêts pour démontrer le postulat de Bertrand.

Démonstration du théorème 20. On va voir que θ(2n)− θ(n) > 0 pour n ≥ 26. On reprend
l’égalité 18 du théorème I :

N =
(2n)!

n!n!
=
∏
p≤2n

pvp(N),

où N est le coefficient binomial central.
On avait trouvé vp(N) =

∑
r≥1

(⌊
2n
pr

⌋
− 2
⌊
n
pr

⌋)
. Ce qui donne en prenant le logarithme :

ln(N) =
∑
p≤2n

vp(N) ln(p).

On sépare cette dernière somme en quatre parties :

ln(N) =
∑
p≤

√
2n

vp(N) ln(p) +
∑

√
2n<p≤ 2n

3

vp(N) ln(p) +
∑

2n
3
<p≤n

vp(N) ln(p) +
∑

n<p≤2n

vp(N) ln(p)

=
∑

1
+

∑
2

+
∑

3
+

∑
4
.

Nous allons maintenant estimer successivement ces sommes.
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D’abord pour n < p ≤ 2n, il est facile de voir que vp(N) est toujours égale à 1.
Effectivement elle est plus grande que 1 comme p | N , mais aussi plus petite que 1 comme
p2 > n2 > 2n. Donc : ∑

4
=

∑
n<p≤2n

ln(p) = θ(2n)− θ(n). (26)

Pour 2n
3
< p ≤ n, on a :

2n

p
< 3,

donc : ⌊
2n

p

⌋
≤ 2, (27)

et comme ⌊2y⌋ ≥ 2⌊y⌋ (voir p.17)œ :

2

⌊
n

p

⌋
≤ 2. (28)

On a aussi, toujours pour 2n
3
< p ≤ n :

1 ≤ n

p
,

donc :
2 ≤ 2

⌊
n

p

⌋
, (29)

et :
2 ≤

⌊
2n

p

⌋
. (30)

À partir de (27) et de (30) on déduit que ⌊2n
p
⌋ = 2, comme de (28) et de (29) on déduit

que 2⌊n
p
⌋ = 2. Donc ⌊2n

p
⌋ − 2⌊n

p
⌋ = 0. De plus pour n ≥ 3, on a p ≥ 3. Comme 2n < 3p,

on a 2n < p2 et donc pour tout m ≥ 2 entier on a que ⌊ 2n
pm

⌋ − 2⌊ n
pm

⌋ = 0. Donc pour
2n
3
< p ≤ n, vp(N) vaut 0. Donc on a : ∑

3
= 0 (31)

Dans
∑

2 on a
√
2n < p ≤ 2n

3
, ce qui donne 0 < 2n

p2
< 1. Donc pour tout entier m plus

grand que 2 ⌊ 2n
pm

⌋ − 2⌊ n
pm

⌋ = 0. On à déjà vu (p. 17) que ⌊2n
p
⌋ − 2⌊n

p
⌋ vaut 0 ou 1. Donc

vp(N) vaut 0 ou 1, et on obtient : ∑
2
≤

∑
√
2n<p≤ 2n

3

ln(p).

Par définition de θ on a : ∑
2
≤ θ(

2n

3
)− θ(

√
2n), (32)
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Mais pour n ≥ 3, l’inégalité p >
√
2n > 2 est vérifiée et on a :

θ(
√
2n) =

∑
p≤

√
2n

ln(p) > π(
√
2n) ln(2). (33)

De (32) et (33) il suit que pour n ≥ 3 :∑
2
≤ θ(

2n

3
)− π(

√
2n) ln(2). (34)

Enfin puisqu’on a vp(N) ≤Mp, en reprenant Mp := ⌊ ln(2n)
ln(p)

⌋ (voir p. 17), on peut écrire :∑
1
≤
∑
p≤

√
2n

Mp ln(p).

Ensuite d’après le Lemme 8 on a pMp ≤ 2n, ce qui donne :∑
1
≤
∑
p≤

√
2n

ln(2n) = π(
√
2n) ln(2n). (35)

Mais en se souvenant que ln(N) =
∑

1+
∑

2+
∑

3+
∑

4, et en utilisant (35), (34), (31)
et (26), on obtient :

ln(N) ≤ π(
√
2n)(ln(2n)− ln(2)) + θ(

2n

3
) + θ(2n)− θ(n),

c’est-à-dire :
θ(2n)− θ(n) ≥ ln(N)− θ(

2n

3
)− π(

√
2n) ln(n). (36)

Il nous reste à prouver que l’expression de droite de (36) est strictement positive. Mais le
Lemme 21 nous dit que ln(N) > 2n ln(2)− ln(2

√
n). D’autre part, θ(2n/3) = θ(⌊2n/3⌋) <

2⌊2n/3⌋ ln(2) si n ≥ 2 en raison du Lemme 22. Enfin, puisque les nombres pairs plus
grands que 2 sont composés, il est clair que π(n) ≤ n/2, si n ≥ 8. Ces trois affirmations
nous permettent d’écrire l’inégalité suivante :

θ(2n)− θ(n) ≥ 2n ln(2)− ln(2
√
n)− 2

⌊
2n

3

⌋
ln(2)−

√
2n

2
ln(n),

ou encore :

θ(2n)− θ(n) ≥
(
2n

3
− 1

)
ln(2)−

√
2n+ 1

2
ln(n).

En appelant g(x) le membre de droite de 6, et en le dérivant on obtient :

g′(x) =
2

3
ln(2)− 1

2
√
2
· ln(n)√

n
−

√
2

2

1√
n
.
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Comme ln(x) <
√
x pour x ∈ R∗

+, ln(n)√
n
< 1 pour tout n > 0 entier. Donc pour n ≥ 26 on

a :

g′(x) ≥ 2

3
ln(2)− 1

2
√
2
−

√
2

2

1√
26

≥ 0.

Donc g est croissante pour n ≥ 26, et comme on vérifie facilement que g(26) > 0 on obtient
pour n ≥ 26 que :

θ(2n)− θ(n) > 0.

On a donc démontré le résultat pour n ≥ 26. Par ailleurs pour n < 26 on voit rapidement
à partir d’une table des nombres premiers que le résultat est aussi vérifié.
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7 Quelques outils utiles
Définition 23. On appelle fonction arithmétique une fonction de N à valeurs dans C.

On dit qu’elle est multiplicative si de plus pour tous m,n ∈ N∗ vérifiant pgcd(m;n) = 1
on a f(mn) = f(m)f(n).

On remarque qu’une fonction arithmétique f vaut toujours 1 en 1. Effectivement comme
pgcd(1; 1) = 1, f(1) = f(1)f(1).

Un exemple de fonction arithmétique est la fonction de Von Mangoldt que nous avons
défini auparavant (p. 8).

Nous voyons à présent comment transformer une série d’une fonction arithmétique
multiplicative en un produit.

Théorème 24. Soit f : N → C une fonction arithmétique multiplicative, telle que la série :

S :=
+∞∑
n=1

f(n)

converge absolument. Alors le produit :

P :=
∏
p

(
+∞∑
m=0

f(pm)

)

converge et on a P = S.

Démonstration. On rappelle que pn désigne le n-ième nombre premier (avec p1 = 2). On
pose :

Pn =
n∏
l=1

(
+∞∑
m=0

f(pml )

)
,

la suite des produits partiels de P pour tout n ∈ N∗. On appelle Pn l’ensemble des nombres
naturels qui sont un produit (fini) de puissances de p1, p2, . . . , pn les n premiers nombres
premiers. On inclut toujours 1 dans Pn. Montrons que pour tout n ∈ N∗ on a :

Pn =
∑
k∈Pn

f(k).

Pour n = 1 on a effectivement :

P1 =
1∏
l=1

(
+∞∑
m=0

f(pml )

)
=

+∞∑
m=0

f(2m) =
∑
k∈P1

f(k).

Supposons maintenant ce résultat établi pour n ≥ 1, montrons-le pour n+ 1. On a :

Pn+1 =
n∏
l=1

(
+∞∑
m=0

f(pml )

)
·
+∞∑
m=0

f(pmn+1).
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Par hypothèse nous avons :

Pn+1 =

(∑
k∈Pn

f(k)

)
·
+∞∑
m=0

f(pmn+1)

=
∑
k∈Pn

(
+∞∑
m=0

f(k) · f(pmn+1)

)

Comme pn+1, par définition de Pn, n’apparaît pas dans la décomposition en facteurs pre-
miers de k ∈ Pn, k et pmn+1 sont premiers pour tout m ∈ N. f étant multiplicative on
obtient :

Pn+1 =
∑
k∈Pn

+∞∑
m=0

f(kpmn+1). (37)

Les nombres formés par produit de k ∈ Pn et puissance de pn+1 sont exactement ceux de
Pn+1. Comme la série

∑+∞
n=0 f(n) converge absolument, l’ordre des termes de la série (37)

n’a pas d’importance et on peut écrire :

Pn+1 =
∑

k∈Pn+1

f(k).

Donc, par récurrence, pour tout n ∈ N∗ on a :

Pn =
∑
k∈Pn

f(k).

Or d’après le théorème fondamental de l’arithmétique tout nombre entier strictement positif
se décompose en facteurs premiers, donc quand n tend vers l’infini on a :

P =
∑
k∈P

f(k) = S.

On a bien l’égalité P = S, et comme la série S converge, le produit P aussi.

Nous voyons à présent le lemme d’Abel qui permet de faire ce qui ressemble à une
intégration par parties entre une suite et une fonction dont la dérivée est continue.

Lemme 25 (Abel). Soit Φ : [1;+∞[→ R une fonction dont la dérivée est continue sur
[1; +∞[ et soit a : N → C une fonction arithmétique. On pose pour tout x ≥ 1 réel :

S(x) =
∑

1≤n≤x

a(n).

Alors on a pour tout x ≥ 1 réel :∑
1≤n≤x

a(n)Φ(n) = S(x)Φ(x)−
∫ x

1

S(t)Φ′(t)dt.
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Démonstration. Soit x ≥ 1 un réel. On pose k = ⌊x⌋ et pour y ∈ [0; 1[ on choisit que
S(y) = 0.

On a comme S est la somme des a(n) :

Σ :=
∑

1≤n≤x

a(n)Φ(n) =
∑

1≤n≤x

(S(n)− S(n− 1))Φ(n).

En séparant la somme et en ajustant les indices :

Σ =
k∑

n=1

S(n)Φ(n)−
k−1∑
n=0

S(n)Φ(n+ 1).

Comme S(0) = 0, on peut regrouper les sommes sur 1 . . . (k − 1) :

Σ = S(k)Φ(k)−
k−1∑
n=1

S(n)(Φ(n+ 1)− Φ(n)).

Pour faire apparaître S(x)Φ(x) on fait :

Σ = S(x)Φ(x)− (S(x)Φ(x)− S(k)Φ(k))−
k−1∑
n=1

S(n)(Φ(n+ 1)− Φ(n)).

En remarquant que S(x) = S(k) et en faisant apparaître les intégrales à partir des diffé-
rences on obtient :

Σ = S(x)Φ(x)− S(k)

∫ x

k

Φ′(t)dt−
k−1∑
n=1

S(n)

∫ n+1

n

Φ′(t)dt.

Comme S est constante sur [k;x[ et sur [n;n+ 1[ on se retrouve avec :

Σ = S(x)Φ(x)−
∫ x

k

S(t)Φ′(t)dt−
k−1∑
n=1

∫ n+1

n

S(t)Φ′(t)dt.

On obtient ainsi le résultat voulu.

Lemme 26 (Formule d’Euler-McLaurin à l’ordre 1). Soit y < x deux nombres réels.
Supposons que f : [y, x] → R possède une dérivée continue sur [y;x], alors :∑

y<n≤x

f(n) =

∫ x

0

f(t)dt+

∫ x

0

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt+ (⌊x⌋ − x)f(x)− (⌊y⌋ − y)f(y), (38)

où ⌊ · ⌋ désigne la partie entière (voir p.2).
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Démonstration. Si ⌊x⌋ = ⌊y⌋ on d’un côté de l’égalité (38) :∑
y<n≤x

f(n) = 0,

et de l’autre côté on a :∫ x

0

f(t)dt+

∫ x

0

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt+ (⌊x⌋ − x)f(x)− (⌊y⌋ − y)f(y)

=

∫ x

y

f(t)dt+ [tf(t)]xy −
∫ x

y

f(t)dt+ ⌊x⌋[f(t)]xy

+ (⌊x⌋ − x)f(x)− (⌊y⌋ − y)f(y)

= 0.

L’égalité (38) est donc bien vérifiée dans ce cas.
Autrement on a ⌊x⌋+ 1 ≥ ⌊y⌋. Considérons l’expression :

I :=

∫ x

y

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt

=

∫ ⌊y⌋+1

y

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ ⌊x⌋

⌊y⌋+1

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ x

⌊x⌋
(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt︸ ︷︷ ︸

I3

.

On pose a := ⌊y⌋ et b := ⌊x⌋.
On a pour I2 :

I2 =

∫ b

a+1

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt.

Comme a+ 1 ≤ b on a :

I2 =
b−1∑

k=a+1

∫ k+1

k

(t− k)f ′(t)dt.

En intégrant par parties on obtient :

I2 =
b−1∑

k=a+1

(
[(t− k)f(t)]k+1

k −
∫ k+1

k

f(t)dt

)

=
b−1∑

k=a+1

f(k + 1) −
∫ b

a+1

f(t)dt

=
b∑

k=a+2

f(k) −
∫ b

a+1

f(t)dt.
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Ainsi on a :
b∑

k=a+2

f(k) = I2 +

∫ b

a+1

f(t)dt.

Intéressons nous à I3. Comme b ∈ Z et [b;x] ⊂ [b, b+ 1[ on a :

I3 =

∫ x

b

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt =

∫ x

b

(t− b)f ′(t)dt,

et intégrant par parties on obtient :

I3 = (x− ⌊x⌋)f(x)−
∫ x

b

f(t)dt.

De même pour I1 :

I1 =

∫ a+1

y

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt

=

∫ a+1

y

(t− a)f ′(t)dt

=[(t− a)f(t)]a+1
y −

∫ a+1

y

f(t)dt

=f(a+ 1) + (⌊y⌋ − y)f(y)−
∫ a+1

y

f(t)dt.

Par ailleurs on a I2 = I − I1 − I3, et utilisant on obtient :

b∑
k=a+2

f(k) =

∫ b

a+1

f(t)dt+

∫ x

y

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt

−
(
f(a+ 1) + (⌊y⌋ − y)f(y)−

∫ a+1

y

f(t)dt

)
−
(
(x− ⌊x⌋)f(x)−

∫ x

b

f(t)dt

)
= f(a+ 1) +

∫ x

y

f(t)dt+

∫ x

y

(t− ⌊t⌋)f ′(t)dt+ (⌊x⌋ − x)f(x)− (⌊y⌋ − y)f(y).

En faisant passer f(a+ 1) à gauche de l’égalité on obtient le résultat voulu.
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8 Brève étude de la fonction ζ de Riemann
Définition 27. On définit ζ :]1; +∞[→ R la fonction zêta de Riemann par la série :

ζ(s) :=
+∞∑
n=1

1

ns
, pour tout s>1 réel.

Comme la série ci-dessus est absolument convergente pour s > 1 la définition a bien du
sens.

Nous allons à présent étudier ζ, l’objectif étant d’établir quelques relations sur le quo-
tient ζ′(s)

ζ(s)
, on commence par étudier ln(ζ(s)) et ζ ′(s).

L’identité d’Euler permet d’exprimer ζ(s) sous forme d’un produit et donc ln(ζ(s)) sous
forme d’une série.

Théorème 28 (Identité d’Euler). On a pour tout réel s > 1 :

ζ(s) = sum+∞
n=1

1

ns
=
∏
p∈P

(1− p−s)−1.

Démonstration. Soit s > 1 un réel. On considère dans le théorème 24 la fonction f : n→ 1
ns

qui est arithmétique et multiplicative. Comme la série
∑+∞

n=1 f(n) converge absolument on
a :

ζ(s) =
+∞∑
n=1

f(n) =
∏
p∈P

(
+∞∑
m=0

f(pm)

)
=
∏
p∈P

(
+∞∑
m=0

1

psm

)
.

Or la série
∑+∞

m=0
1

(ps)m
a pour limite 1

1−ps et nous avons le résultat voulu.

Théorème 29. Pour s > 1 réel, on a :

ln(ζ(s)) = s

∫ +∞

2

π(x)

x(xs − 1)
dx.

On remarque que dans sa définition ζ est strictement positive sur son domaine de
définition, donc prendre le logarithme naturel de ζ a bien du sens.

Démonstration. D’après l’identité d’Euler (Théorème 28) on a :

ln(ζ(s)) = −
∑
p∈P

ln(1− 1

ps
).

Comme la fonction n→ π(n)− π(n− 1) correspond à la fonction indicatrice de P pour les
entiers on a :

ln(ζ(s)) = −
+∞∑
n=1

(π(n)− π(n− 1)) ln(1− 1

ns
). (39)
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On pose pour k ≥ 2 entier :

Sk := −
k∑

n=2

(π(n)− π(n− 1)) ln(1− n−s). (40)

la suite des sommes partielles de la série dans (39). Soit k ≥ 2 un entier. En séparant la
somme (40) et en ajustant les indices, on a :

Sk = −
k∑

n=2

π(n) ln(1− n−s) +
k−1∑
n=1

π(n) ln(1− (n+ 1)−s).

Comme π(1) = 0, on a :

Sk = −π(k) ln(1− k−s) +
k∑

n=2

π(n)(ln(1− (n+ 1)−s)− ln(1− n−s)).

Or ln(1−K−s) = k−s + o(k−s) et π(k) = O(k) quand k tend vers +∞. On a donc :

π(k) ln(1− k−s) = O
k→+∞

(k1−s) = o
k→+∞

(1).

En faisant tendre k vers +∞ on obtient le résultat attendu.

Lemme 30. ζ est dérivable sur ]1; +∞[ et on a pour un réel s > 1 quelconque :

ζ ′(s) = −
+∞∑
n=1

ln(n)

ns
.

Démonstration. Soit s > 1 un réel. On pose z := s+1
2

. On remarque que pour x ∈ [z; +∞[,
on a :

ζ(x) =
+∞∑
n=1

fn(x),

avec fn(x) = 1
nx .

Or pour chaque entier n ≥ 1 on a :

f ′
n(x) = − ln(n)

nx
,

et f ′′
n(x) =

(ln(n))2

nx
.

Comme f ′′
n est positive sur [z; +∞[, f ′

n est croissante sur [z; +∞[. D’ailleurs f ′
n est

négative sur [z; +∞[. Donc a :

sup
x∈[z;+∞[

|f ′
n(x)| = −f ′

n(z) =
ln(n)

nz
.
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Comme la série de Bertrand
∑+∞

n=1
ln(n)
nz est convergente (z > 1), la série

∑+∞
n=1 f

′
n(z)

converge normalement sur [z; +∞[.
Comme ζ(x) =

∑+∞
n=1 fn(x) converge simplement sur [z; +∞[ et

∑+∞
n=1 f

′
n(z) sur ce

même intervalle, ζ est dérivable sur celui-ci et on a ζ ′(x) =
∑+∞

n=1 f
′
n(x) pour x ∈ [z; +∞[.

En particulier ζ ′(s) = −
∑+∞

n=1
ln(n)
ns .

Lemme 31. Pour tout réel s > 1 on a :

−ζ ′(s) =
∫ +∞

1

ln(t)

ts
dt+ O

s→1+
(1).

Démonstration. Soit s > 1 un réel. D’après le Lemme 30 on a :

ζ ′(s) = −
+∞∑
n=1

ln(n)

ns
=

+∞∑
n=2

ln(n)

ns
.

Soit X > 2 un réel. La formule d’Euler-McLaurin (Lemme 26) nous donne :

Sx :=

⌊X⌋∑
n=2

ln(n)

ns
=

∫ ⌊X⌋

1

ln(t)

ts
dt+

∫ ⌊X⌋

1

(t− ⌊t⌋)1− s

ts+1
dt.

Or on a 1 ≥ t− ⌊t⌋ ≥ 0 pour tout t ∈ R. On obtient :∫ ⌊X⌋

1

ln(t)

ts
dt ≤ Sx ≤

∫ ⌊X⌋

1

ln(t)

ts
+

1− s

ts+1
dt

En faisant tendre X vers +∞ on a :∫ +∞

1

ln(t)

ts
dt ≤ −ζ ′(s) ≤ s− 1

s
+

∫ +∞

1

ln(t)

ts
dt.

Nous avons le résultat voulu.

Théorème 32. On a :

lim
s→1+

(s− 1)ζ(s) = 1, (41)

et lim
s→1+

(s− 1)2ζ ′(s) = 1. (42)

Démonstration. Soit s > 1 un réel. Soit k ≥ 2 un entier. Comme la fonction x → x−s est
décroissante sur ]k − 1; k + 1[, on a :∫ k+1

k

1

xs
dx ≤ 1

ks
≤
∫ k

k−1

1

xs
dx.
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En sommant cette inégalité pour chaque k ≥ 2 on obtient :∫ +∞

2

1

xs
dx ≤ ζ(s)− 1 ≤

∫ +∞

1

1

xs
dx. (43)

En ajoutant à l’inégalité (43) la suivante :∫ 2

1

1

xs
≤ 1 ≤ 1,

on a :
1

s− 1
≤ ζ(s) ≤ 1 +

1

s− 1
.

En multipliant par (s− 1), puis en faisant tendre s vers 1+ on obtient l’égalité (41).
Pour le calcul de (42) on reprend le résultat du Lemme 31 :

−ζ ′(s) =
∫ +∞

1

ln(x)

xs
dx+ o

s→1+
(1).

On ne s’intéresse pour l’instant qu’à la partie « non-négligeable » :

Is :=

∫ +∞

1

ln(x)

xs
dx.

En faisant le changement de variable Φ(x) = exp x
s−1

, on a :

Is =

∫ Φ−1(+∞)

Φ−1(1)

Φ′(x)
ln(Φ(x)

(Φ(x))s
dx =

∫ +∞

0

e
x

s−1

s− 1
·

x
s−1

(e
x

s−1 )s
dx.

En simplifiant, puis en intégrant par parties :

Is =
1

(s− 1)2

∫ +∞

0

xexdx =
1

(s− 1)2

(
[−xe−x]+∞

0 +

∫ +∞

0

e−xdx

)
=

1

(s− 1)2
[−xe−x − e−x]+∞

0

=
1

(s− 1)2
.

En revenant au calcul de (42) on a :

−ζ ′(s) = 1

(s− 1)2
+ o

s→1+
(1),

qui est le résultat attendu.
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Théorème 33. Pour s > 1, on a :

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

+∞∑
n=1

Λ(n)

ns
,

où Λ(n) est la fonction de Von Mangoldt (voir p.3). On se souviendra que ψ(x) =
∑

n≤x Λ(n)
d’après (10).

Démonstration. Soit s > 1 un réel. De l’identité d’Euler (Théorème 28) suit que :

ln(ζ(s)) = −
∑
p∈P

ln(1− ps).

En utilisant le développement en série entière de ln(1− x) en 0 on obtient :

ln(ζ(s)) =
∑
p∈P

+∞∑
m=1

1

mpms
.

Comme chaque nombre n ∈ N s’écrit, si possible, de manière unique sous la forme mpm
avec (m, p) ∈ N× P, on a en réordonnant les termes d’une série à termes positifs :

ln(ζ(s)) =
+∞∑
n=1

Λ1(n)
1

ns
,

avec :

Λ1(n) =

{
1
m

si n = pm, m ≥ 1

0 sinon
.

On pose pour n ≥ 1, fn(x) := n−xΛ1(n). On a pour n ≥ 1, f ′
n(x) = − ln(n)n−xΛ1(n).

Prenons z = s+1
2

. f ′
n est croissante et négative sur [z; +∞[, donc on a pour n ≥ 1 :

sup
x∈[z;+∞[

|f ′
n(x)| = ln(n)n−zΛ1(n),

et comme 0 ≤ Λ1(n) ≤ 1 :
sup

x∈[z;+∞[

|f ′
n(x)| = Λ1(n)n

−z.

Or la série de Bertrand
∑+∞

n=1
ln(n)
nz est convergente, la série

∑+∞
n=1 f

′
n(x) est convergente

normalement sur [z; +∞[.
Donc ζ′(s)

ζ(s)
=
∑+∞

n=1
ln(n)Λ1(n)

nz . Mais comme on a :

ln(n)Λ1(n) =

{
1
m
ln(pm) si n = pm, m ≥ 1

0 sinon
= Λ(n),

on a trouvé le résultat.
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Théorème 34. Pour s > 1, on a :

ζ(s)

ζ ′(s)
= s

∫ +∞

1

ψ(x)x−s−1dx.

Démonstration. D’après le théorème 33 il suffit de voir que :

+∞∑
n=1

Λ(n)

ns
= s

∫ +∞

1

ψ(x)x−s−1dx.

On commence par travailler avec les sommes partielles. Soit y > 1. Le lemme d’Abel
(25) avec a(n) = Λ(n) et Φ(t) = 1

ts
nous donne :

∑
1≤n≤y

Λ(n)

ns
=

( ∑
1≤n≤y

Λ(n)

)
y−s +

∫ y

1

( ∑
1≤n≤t

Λ(n)

)
s

ts+1
dt.

Comme
∑m

n=1 Λ(n) = ψ(m) pour m ≥ 1, on a :∑
1≤n≤y

Λ(n)

ns
= ψ(y)y−s + s

∫ y

1

ψ(t)

ts+1
dt. (44)

Les théorèmes 11 et I nous donnent ψ(x) = Ox→+∞( x
ln(x)

), et comme s > 1 :

ψ(y)y−s = O
y→+∞

(
y−s+1

ln(x)

)
= o

y→+∞
(1).

Donc dans (44), en faisant tendre y vers +∞ on a :

+∞∑
n=1

Λ(n)

ns
= s

∫ +∞

1

ψ(t)

ts+1
dt.
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9 Démonstration du théorème II de Tchebychev
Nous sommes désormais prêts à aborder la démonstration du théorème II. On en rap-

pelle l’énoncé ci-dessous.

Théorème II (Tchebychev). On a :

lim inf
x→+∞

π(x)

x/ ln(x)
≤ 1 ≤ lim sup

x→+∞

π(x)

x/ ln(x)
.

Démonstration. En reprenant le théorème 11 on a :

l := lim inf
x→+∞

π(x)

x/ ln(x)
= lim inf

x→+∞

ψ(x)

x
,

et :
L := lim sup

x→+∞

π(x)

x/ ln(x)
= lim sup

x→+∞

ψ(x)

x
.

On pose F (x) := − ζ′(s)
ζ(s)

, pour s > 1 et :

l′ := lim inf
s→1+

(s− 1)F (s),

ainsi que :
L′ := lim sup

s→1+
(s− 1)F (s).

On verra d’abord que l ≤ l′ ≤ L′ ≤ L, puis que l′ = L′ = 1. Comme on sait déjà que
l′ ≤ L′, il nous reste à démontrer l ≤ l′ et L′ ≤ L pour première étape.

Voyons l ≤ l′. Soit b < l. Soit X > 1 tel que pour tout x ≥ X on ait :

b <
ψ(x)

x
.

D’après le théorème 34, on a pour s > 1 :

F (s) = s

∫ X

1

ψ(x)

xs+1
dx+ s

∫ +∞

X

ψ(x)

xs+1
dx.

Comme pour x > X, ψ(x)
xs+1 ≥ b

xs
, on a :

F (s) ≥ s

∫ X

1

ψ(x)

xs+1
dx+ s

∫ +∞

X

b

xs
dx.

Comme s > 1 et ψ(x)
xs+1 ≥ 0 pour x ∈]1, X[, on a :

F (s) ≥ s

s− 1
X−s+1b.
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Donc on a :
(s− 1)F (s) ≥ sX−s+1b,

et en prenant la limite inférieure pour s → 1+ on a l′ ≥ b. Comme c’est vrai pour tout
b < l on a l′ ≥ l.

On va maintenant voir L′ ≤ L. Soit B > L. On prend X > 1 tel que si x ≥ X alors on
a :

ψ(x)

x
< B.

D’après le théorème 34, on a pour s > 1 :

F (s) = s

∫ X

1

ψ(x)

xs+1
dx+ s

∫ +∞

X

ψ(x)

xs+1
dx.

En utilisant les propriétés de B et X on a :

F (s) ≤ s

∫ X

1

ψ(x)

xs+1
dx+ s

∫ +∞

X

B

xs
dx.

Comme s+ 1 > 2 et
∫ X
1
Bx−sdx > 0 on a :

F (s) ≤ s

∫ X

1

ψ(x)

x2
dx+ s

∫ +∞

1

B

xs
dx.

Autrement dit :
F (s) = O

s→1+
(s) +

s

s− 1
B.

En multipliant par (s− 1) et en passant à la limite supérieure on a L′ ≤ B, et comme c’est
vrai pour tout B > L, L ≥ L′.

Or on a d’après le théorème 32, l’expression :

(s− 1)F (s) = (
(s− 1)2ζ ′(s)

(s− 1)ζ(s)

a pour limite en 1+ :
lim
s→1+

F (s)(s− 1) = 1.

Donc l′ = L′ = 1, et l ≤ 1 ≤ L.
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