
CRITÈRE DE LANG-SCHNEIDER ET TRANSCENDANCE

SÉVERIN PHILIP

Introduction

Le but de ce papier est de démontrer un critère explicite de transcendance,
qui permet en outre de répondre au 7 ème problème de Hilbert ( démontrer la
transcendance de ab pour a algébrique non nul di�érent de 1 et b algébrique
irrationnel). Ce problème a été résolu en 1935 par Gelfond et Schneider
simultanément. Le critère que l'on démontre ici est un résultat plus général
qui permet de retrouver facilement la transcendance de π ou e qui avaient
été démontrés par Hermite et Lindemann au 19ème siècle. Les dé�nitions
suivantes permettent d'énoncer le théorème.

Dé�nition 0.1. Soit f une fonction entière, on dit que f est d'ordre infé-
rieur à ρ ∈ R s'il existe des constantes C > 1 et R1 > 0 tel que pour R > R1

on ait :

∀z ∈ C, |z| ≤ R|f(z)| ≤ CRρ .
Une fonction méromorphe est dite d'ordre inférieur à ρ si elle est quotient
de fonctions entières d'ordres inféreurs à ρ.

Dé�nition 0.2. Soient f, g deux fonctions de C dans C et k un sous-corps
de C. On dit que f et g sont algébriquement dépendantes sur k s'il existe un
polynôme P ∈ [�X1, X2] tel que :

∀z ∈ C, P (f(z), g(z)) = 0.

Dans le cas contraire on dit que f et g sont algébriquement indépendantes
sur k.

Théorème 0.1. (Critère de Lang-Schneider)
Soient K une extension �nie de Q et f1, · · · , fn des fonctions méromorphes
d'ordres inférieurs à ρ. On suppose qu'au moins deux des fonctions fi sont
algébriquements indépendantes sur K et que l'anneau K[f1, · · · , fn] est stable
pour la dérivation d/dz. Soient w1, · · · , wm des nombres complexes, ne fai-
sant pas partie des pôles des fi, tels que

∀i ∈ {1 · · ·n}, ∀k ∈ {1 · · ·m} fi(wk) ∈ K.

Alors m ≤ 10ρ[K : Q].

Les applications directes sont les suivantes, on verra en dernière partie une
application aux fonctions elliptiques.
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Corollaire 0.1. (Hermite-Lindemann)
Soit α un nombre algébrique non nul sur Q, alors eα est transcendant. En
particulier e et π sont transcendants.

La transcendance de e et π sont historiquements dû à Hermite (1873) pour
e et Lindemann (1882) pour π.

Démonstration. Soit α un algébrique non nul sur Q. On suppose que eα

est algébrique. Le corps K = Q(α, eα) est donc un corps de nombre. Les
fonctions z 7→ z et z 7→ ez sont algébriquement indépendantes. En e�et,
supposons qu'il existe un polynôme P ∈ C[X,Y ] tel que P (z, ez) = 0 pour
tout z ∈ C. En factorisant par la plus grande puissance de ez on aurait

alors enz[
N∑
k=0

akz
k + e−zF (z)] = 0 où F est une fonction à croissance au plus

polynômiale. En prenant la limite pour Re(z) → ∞ on obtient une contra-
diction. L'anneau K[z, ez] est trivialement stable par dérivation. Comme α
et eα sont algébriques, il suit que pour tout m entier naturel mα et emα sont
algébriques, ce qui est en contradiction avec le théorème.
En particulier si 2πi est algébrique alors e2πi est transcendant. Or e2πi = 1
est algébrique, 2πi est donc transcendant. Il suit que π est transcendant. �

Corollaire 0.2. (Gelfond-Schneider)
Soit α un nombre algébrique sur Q di�érent de 0 et 1 et β un nombre algé-
brique irrationnel. Alors αβ est transcendant.

Démonstration. Soit α un nombre algébrique di�érent de 0 et 1 et β un
algébrique irrationnel. On suppose que αβ est algébrique sur Q. Le corps
K = Q(α, αβ, β) est donc un corps de nombre. Les fonctions z 7→ eβz et
z 7→ ez sont algébriquement indépendantes. En e�et supposons qu'il existe
un polynôme P ∈ C[X,Y ] non nul tel que P (eβt, et) = 0 pour tout t ∈ C.
On peut donc écrire, pour tout z ∈ C.∑

n,m

an,me
nβzemz = 0,

∑
n,m

an,me
(nβ+m)z = 0,

Si βn + m n'est pas nul lorsque an,m 6= 0 on peut factoriser par eβN+M où
βN + M réalise le supremum des parties réelles des βn + m. Le terme de
gauche diverge alors pour |z| grand. Il suit que βn + m = 0 si an,m 6= 0
est donc que β est rationnel. Inversement, si β est rationnel et vaut p

q le

polynôme P (X,Y ) = Xq − Y p convient.
L'anneau K[ez, eβz] est stable par la dérivation d/dz et les fonctions z 7→ ez

et z 7→ eβz prennent des valeurs algébrique en n logα pour tout n entier
naturel non nul. On obtient la même contradiction que précedemment ce qui
conclut la preuve. �
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1. Lemme de Siegel

Lemme 1.1. Soient (ai,j)i,j∈[1,r]×[1,n] une famille �nie d'entiers avec n > r.
On considère le système d'équations linéaires suivant :

n∑
j=1

ai,jxj = 0

pour i variant de 1 à n. Soit A ∈ R une constante telle que |ai,j | ≤ A pour
tous i, j. Il existe une solution entière non triviale X du système telle que

|xj | ≤ 2(2nA+ 1)
r

n−r .

Démonstration. On note L la matrice des coe�cients (ai,j), L est alors une
application linéaire de Zn dans Zr. On peut traduire le système par l'équation
L(X) = 0. Pour X un vecteur, on note |X| la norme in�nie de X, c'est-à-dire
le maximum des valeurs absolues des coordonnées de X. Soit X ∈ Zn telle
que |X| ≤M. On a :

L(X)i =

n∑
j=1

ai,jxj ,

où Xi est la i-ème coordonnée du vecteur X. Il suit :

|L(X)i| ≤
n∑
j=1

AM,

|L(X)i| ≤ nA.
On a donc l'inclusion L(BZn(0,M)) ⊂ BZr(0, nMA). On note BZk(a, r)
la boule ouverte de centre a et de rayon r dans Zk. Un simple calcul de
dénombrement montre que BZk(0, r) contient au moins rk éléments et au
plus (2r + 1)k éléments. Comme n > r pour M assez grand il est clair que

BZn(0,M) contient strictement plus d'éléments que BZr(0, nMA). Il su�t
en fait que Mn > (2nMA+ 1)r. D'où

M > (2nA+ 1)
r

n−r

convient. Il suit qu'il existe deux éléments X et Y distincts de BZn(0,M)
qui ont même image par L. La majoration d'une telle solution non triviale
est celle annoncée. �

On pose quelques dé�nitions pour la suite. On considère K une extension
�nie de Q.

Dé�nition 1.1. On appelle clotûre intégrale de Z dans K l'ensemble des
entiers algébriques de K, noté OK

Dé�nition 1.2. Soit α ∈ K. On appelle conjugué de α un élément σ(α) où
σ est un plongement de K dans C.
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Dé�nition 1.3. Soit A ⊂ K une partie de K. On dé�nit la hauteur de A
ht(A) par

ht(A) = maxα∈A(|σ(α)|, σ : K → C plongement).

Si X ∈ Kn, on dé�nit la hauteur de X par la hauteur de l'ensemble de ses
coordonnées. Pour un polynôme P de K[X] on dé�nit la hauteur de P par
la hauteur de l'ensemble de ses coe�cients.

Dé�nition 1.4. Soit A ⊂ K une partie de K. On appelle dénominateur
de A un entier positif n tel que le produit de n avec tout élément de A est
un entier algébrique. Si P est un polynôme on notera den(P ) le plus petit
dénominateur de ses coe�cients.

Dé�nition 1.5. Soient P ∈ C[X1, · · · , Xn] et Q ∈ R[X1, · · · , Xn] deux
polynômes, avec Q à coe�cients positifs. On a :

P (T ) =
∑
ν

α(ν)M(ν)(T ),

Q(T ) =
∑
ν

β(ν)M(ν)(T ).

On dit que Q domine P si |α(ν)| ≤ β(ν) pour tout ν.

La relation de domination est préservée par l'addition, la multiplication et
la dérivation partielle. On sait que OK est un module libre sur Z de dimension
[K : Q]. Soit (wi)i∈{1···M} une base de OK sur Z. La trace (x, y)→ tr(xy) est
une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, et soit (w′i)i∈{1···M} la base
duale de la base (wi) par rapport a celle-ci. Soit α un élément de OK , on
peut écrire

α =
M∑
i=1

aiwi.

Il s'ensuit que ai = tr(αw′i). La trace étant une somme sur les conjugués on
a

ht(ai) ≤ ht(α)W

où W est une constante dépendant de la hauteur des w′i mais est indépen-
dante des ai.

Lemme 1.2. Soit K une extension �nie de Q. On considère le système
d'équations linéaires à coe�cients dans OK suivant :

n∑
j=1

ai,jxj = 0

où i varie de 1 à r. On suppose n > r et qu'il existe un nombre A tel que
ht(ai,j) ≤ A pour tous i, j. Alors il existe une solution non triviale X de IK
telle que

ht(X) ≤ C1(C2nA+ 1)
r

n−r .
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Démonstration. L'hypothèse n > r assure l'existence de solutions non tri-
viales au système. Soit X une telle solution. On considère à nouveau (wi)
une base de IK sur Z. On décompose notre solution et les coe�cients ai,j
dans cette base :

xj =

M∑
i=1

ei,jwi,

ai,j =
M∑
k=1

fi,j,kwk.

Les coe�cients fi,j,k sont dans Z. En développant les produits ai,jxj dans
cette base on ramène le système à coe�cients dans OK à un système de rM
équations à nM inconnues à coe�cients dans Z. Les (ei,j) étant les inconnues
du nouveau système. On se ramène a la situation du lemme 1.1 en remarquant
que les coe�cients fi,j,k sont majorés par CA où C est une constante qui
dépend de la hauteur des éléments wi et des produits wiwj , autrement dit C
dépend exclusivement de K. On peut donc a�rmer l'existence d'une solution

X ′ pour les ei,j majorée par 2(2nCA + 1)
r

n−r ce qui nous donne bien une
solution X dans OK satisfaisant la majoration souhaitée. �

2. Un lemme technique

On rappel un résultat sur les dérivations. Une dérivation D d'un anneau
A est une application D : A → A linéaire et véri�ant la règle de Leibniz,
c'est-à-dire :

∀(x, y) ∈ A, D(x+ y) = Dx+Dy, D(xy) = xDy + yDx.

De plus, étant donnée une dérivation D sur un corps k et une famille �nie
d'éléments (xi)i∈{1,..,n} transcendants sur k. Soit (ui)i∈{1,..,n} un ensemble
d'éléments de K(xi). Il existe une unique dérivation D∗ sur k((xi)i∈{1,..,n})
telle que D∗ coïncide avec D sur k et D ∗ xi = ui pour tout i, voir [1] p.382.
Le degré pour un polynôme à plusieurs indéterminées est ici le maximum des
degrés en chaque indéterminée.

Lemme 2.1. Soient K une extension �nie de Q et f1, · · · , fn des fonc-
tions holomorphes sur un voisinnage d'un point w ∈ C. On suppose l'anneau
K[f1, · · · , fn] stable pour la dérivation D = d/dz et fi(w) ∈ K, pour tous i.
Soit P ∈ K[X1, · · · , Xn] un polynôme de degré r, posons f = P (f1, · · · , fn).
On a alors la majoration suivante :

ht(Dkf(w)) ≤ ht(P )rkk!Ck+r
1 ,

où C1 est une constante. De plus, le dénominateur den(Dkf(w)) est majoré

par den(P )Ck+r
1 .

Démonstration. L'hypothèse de stabilité par la dérivation D de l'anneau
K[f1, · · · , fn] donne l'existence de polynômes Pi ∈ K[X1, · · · , Xn] tels que

Dfi = Pi(f1, · · · , fn).
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Notons h le degré maximal des Pi. Par le calcul on a

D(P (f1, · · · , fn)) =
n∑
i=1

(DiP )(f1, · · · , fn).Pi(f1, · · · , fn),

où l'on note Di la dérivée partielle par rapport à Xi. Les Xi étant transcen-
dants surK il existe une unique dérivationD∗ surK[Xi] telle queD

∗Xi = Pi.
On a :

(D∗P )(f1, · · · , fn) =
d

dz
(P (f1, · · · , fn).

On a de plus les dominations triviales suivantes : P est dominé par

ht(P )(1 +X1 + · · ·+Xn)r,

et Pi est dominé par

ht(Pi)(1 +X1 + · · ·+Xn)h.

Il s'ensuit que le polynôme D∗P est dominé par

ht(P )C1r(1 +X1 + · · ·+Xn)r+h,

où C1 est un majorant des ht(Pi). Par une récurrence sur l'ordre de la dérivée
on obtient que D∗kP est dominé par

ht(P )Ck1 r
kk!(1 +X1 + · · ·+Xn)r+kh.

Par substitution des fi(w) aux Xi on a

ht(Dkf(w)) ≤ ht(P )Ck1 r
kk!(1 + ht(f1(w)) + · · ·+ ht(fn(w)))r+kh

En notant M un nombre majorant les hauteurs des fi(w) on a :

Ck1 (1 + ht(f1(w)) + · · ·+ ht(fn(w)))r+kh ≤ Ck1 (1 + nM)r+kh,

Ck1 (1 + ht(f1(w)) + · · ·+ ht(fn(w)))r+kh ≤ Ck1 (1 + nM)r((1 + nM)h)k

Et donc en considérant C2 = max(1, C1, 1+nM, (1+nM)h), on a le résultat.
�
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3. Démonstration du critère de Lang-Schneider

On démontre maintenant le théorème principal.

Démonstration. (Du critère)
Soient f, g deux fonctions des fi algébriquement indépendantes sur K. Soit
r un entier divisible par 2m. On considère la fonction méromorphe F dé�nie
par

F =
r∑

i,j=1

ai,jf
igj .

Les ai,j étant des éléments de K. On pose n = r2/2m. Les équations

DkF (wi) = 0 pour k ∈ {0 · · ·n} et i ∈ {1 · · ·m} forment un système de
mn équations linéaires en r2 = 2mn inconnues. On se ramène dans le cadre
du lemme 1.2 en multipliant par le dénominateur commun des coe�cients
majoré grâce au lemme 2.1 en considérant le polynôme

∑
0≤i,j≤r

XiY j . Le

lemme 1.2 donne alors une solution pour les ai,j dont la hauteur est majoré
par C2(2C32mnA+ 1), où A est un majorant de la hauteur des dérivées en
wk des f igj . Le lemme 2.1 permet alors de majorer A par ht(P )Cn+r

1 )n!rn.
On peut donc choisir des ai,j qui véri�ent DkF (wi) = 0 pour k ∈ {0 · · ·n}
et i ∈ {1 · · ·m} et qui soient des entiers algébriques de hauteur majorée par

2C2C3mnr
nn!(Cr+n1 )2.

Or r =
√

2mn et on a de plus n! ≤ C4n
1/2nn. D'où

ht(ai,j) ≤ 2mC4n
3/2nn

√
2mn1/2nC

2(n+r)
1 ,

et donc pour n assez grand on obtient la majoration :

ht(ai,j) ≤ C6n
2n,

pour une constante C6 strictement positive. On peut remplacer n2n par nβn

avec β > 3
2 . Une puissance β de n strictement supérieur à 3/2n convient ici.

On a F = R(f, g), oùR(X1, X2) est le polynôme
r∑

i,j=1
ai,jX

i
1X

j
2 deK[X1, X2].

Comme f et g sont algébriquement indépendantes sur K, la fonction F n'est
pas identiquement nulle. Il s'en suit qu'il existe s telle qu'au moins l'un des
Dsf(wi) soit non nul, nécessairement on a s ≥ n. On choisit le plus petit s
qui convient. Quitte à renuméroter les wi, on suppose que Dsf(w1) est non
nul et on le note γ. La stabilité par dérivation de K[f1, · · · , fn] donne que
DsF = P (f1, · · · , fn) pour un certain polynôme P à coe�cients dans K et
donc γ ∈ K. Le lemme 2.1 permet de majorer le dénominateur c de γ par
Cr+s7 car den(P ) = 1, les coe�cients de P étant des entiers algèbriques. La
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norme NK/Q(cγ) est donc un entier non nul. On a de plus :

ht(cγ) ≤ ht(γ)|c|,
≤ ht(P )Cr+s7 rss!Cr+s7 ,

≤ C7n
2nrss!C

2(r+s)
7 ,

≤ C8s
2sn2nC

2(r+s)
7 .

Avec n ≤ s, on majore grossièrement pour n assez grand C
2(r+s)
7 par ss. Ce

qui donne �nalement :

ht(cγ) ≤ C8s
5s.

Cela permet de majorer chaque conjugué de cγ par C8(s5s On a ainsi les
inégalités suivantes :

1 ≤ |NK/Q(cγ)| ≤ (C8s
5s)[K:Q]−1|cγ|.

Ce qui donne la minoration attendu de γ.
On va maintenant majorer |γ|. On considère θ une fonction entière d'ordre

inférieur à ρ, telle que θf et θg soient entières. Une telle fonction existe,
une fonction méromorphe étant un quotient de fonctions holomorphes (voir

[3] p.353). Il existe f1, f2 et g1, g2 entières telles que f = f1
f2

et g = g1
g2
. On

pose alors θ = f2g2 qui est entière et d'ordre inférieur à ρ. On considère
maintenant, pour z ∈ C,

H(z) =
θ(z)2rF (z)
m∏
i=1

(z − wi)s

qui est entière par choix de s. La fonction F étant méromorphe, H(w1)
di�ère de DsF (w1) = γ par un facteur Cs8s!. Par le principe du maximum,
la valeur H(w1) est majorée par la borne de H sur un grand cercle de rayon
R contenant w1. Pour R su�semment grand, avec |z| = R, |z−wi| et R sont
équivalents. Il suit

|H(z)| ≤ C2rRρ

9 F (z)/Rms.

Avec

|F (z)| ≤ ht(ai,j)C2rRρ

10 ,

et

ht(ai,j) ≤ C6n
2n ≤ s3s

pour s assez grand, on obtient

|H(z)| ≤ s3sC2rRρ
11

Rms
,

|γ| ≤ s3sC2rRρ
11

Rms
Cs7s!,
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|γ| ≤ Cs8
s4sC2rRρ

11

Rms
.

On prend alors R = s
1
2ρ , ce qui donne

|γ| ≤ Cs8
s4sC2rs1/2

11

s
ms
2ρ

.

En mettant cette majoration dans l'inégalité obtenue par la norme de cγ on
a :

1 ≤ Cs8
s4sC2rs1/2

11

s
ms
2ρ

C12s
5s([K:Q]−1)Cr+s1 .

Pour que cela soit possible il faut que la puissance de s au dénominateur soit
inférieur ou égale à celle au numérateur, ce qui donne l'inégalité suivante

5s[K : Q]− s ≥ ms

2ρ
,

m ≤ 10ρ[K : Q]− 2ρ,

m ≤ 10ρ[K : Q].

Ce qui est l'inégalité recherchée. �

4. Applications aux fonctons elliptiques

On rappel les dé�nitions.

Dé�nition 4.1. Un réseau de C est un sous-groupe discret maximal. Il est
de la forme ω1Z + ω2Z où ω1

ω2
n'est pas réel.

Dé�nition 4.2. Un tore complexe est un quotient C/Λ où Λ est un réseau
de C.

Dé�nition 4.3. Une fonction elliptique sur un réseau Λ est une fonction f
méromorphe sur C et Λ-périodique.

On remarque que l'on peut mettre en bijection les fonctions elliptiques et
les fonctions méromorphes dé�nis sur C/Λ. De plus, les seules fonctions ellip-
tiques holomorphes sont les fonctions constantes par le théorème de Liouville.
On donne maintenant une telle fonction elliptique.

Dé�nition 4.4. Soit Λ un réseau. On appelle fonction P de Weierstrass la
fonction associée à Λ dé�nie par

P(z) =
1

z2
+

∑
ω∈Λ\{0}

1

(z − ω)2
− 1

ω2
.

La fonction P et sa dérivée P ′ sont toutes deux des fonctions elliptiques.
On a de plus le résultat suivant.

Théorème 4.1. Toute fonction elliptique sur Λ s'écrit comme fraction ra-
tionnelle en P et P ′.
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Les fonctions P et P ′ satisfont de plus à l'équation suivante :

(P ′)2 = 4P3 − g2P − g3.

Les constantes g2 et g3 dépendant de Λ. Cette équation di�érentielle va nous
permettre d'appliquer le critère de Lang-Schneider, étant donné un corps
de nombres k, l'anneau k(ω1, ω2)[P,P ′] sera stable par dérivation. On va
appliquer le critère aux fonctions f : z 7→ az + bP (z) et P. La fonction

P étant dé�nie par P (z) = σ(z)′

σ(z) avec σ(z) = z
∏

ω∈Λ\{0}
(1 − z

ωe
z
ω

+ 1
2

( z
ω

)2) et

P ′ = −P. Les fonctions P et P sont toutes deux d'ordre 2. Il suit que la
fonction f satisfait à l'équation di�érentielle

f ′′′(z) = −6

b
(f ′(z))2 +

12a

b
f ′(z)− 6a2

b
+
g2b

2
.

Pour |a|+ |b| 6= 0 les fonctions f et P sont algébriquements indépendantes,
voir [2] p.60. On peut alors énoncer le résultat.

Théorème 4.2. Avec les notations précédentes, si α n'est pas un pôle de P.
Les six nombres

a, b, g2, g3, P(α), aα+ bP (α)

ne peuvent pas être tous algébriques étant donnés que |a|+ |b| 6= 0.

Démonstration. On suppose tous les nombres considérés algébriques. Le corps
k = Q[a, b, g2, g3,P(α), aα + bP (α)] est donc une extenson �nie de Q. Les
équations di�érentielles véri�és par f et P assure l'hypothèse de stabilité
de k[f,P, f ′′′, f ′,P ′] par dérivation. Les fonctions sont f et P de plus algé-
briquements indépendantes. Etant donné les équations véri�és par f et P,
a, b, g2, g3 étant supposés algébriques, si P(α) est algébrique alors P ′(α) l'est,
et si f(α) est algébrique les dérivées de f en α le sont aussi. De plus on a les
formules d'additions :

P(2z) = −P(z) +
P ′′(z)
4P ′(z)

,

f(2z) = 2(f(z)) +
bP ′′(z)
2P ′(z)

.

Sous les hypothèses on a donc que toutes les valeurs en nα pour n entier de
f et P sont algébriques. C'est absurde. �

Corollaire 4.1. Toute ellipse à longueur d'axes algébriques à un périmétre
transcendant.

On retrouve ici la transcendance de π.
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