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La fonction zêta de Riemann est définie pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > 1 par
la série

ζ(s) := ∑
m⩾1

1
ms .

Cette fonction admet un prolongement méromorphe à C, avec un unique pôle au point
z = 1. Elle joue un rôle central en théorie analytique des nombres.

Il est connu depuis Euler une expression explicite des valeurs de zêta aux entiers pairs,
faisant intervenir le ℓ-ième nombre de Bernoulli Bℓ. Les valeurs aux entiers négatifs sont
aussi connues :

ζ(2ℓ) =
(2)2ℓ−1|B2ℓ|

(2ℓ)!
π2ℓ, ζ(−ℓ) = − Bℓ+1

ℓ+ 1
, ℓ ⩾ 0.

En particulier, les premiers sont transcendants, tandis que les seconds sont rationnels.
Mais qu’en est-il des entiers positifs impairs? Seule l’irrationalité de ζ(3) a été démontrée

de manière directe, en 1978 par Apéry [1]. Nous évoquons ce sujet dans la section 1 de ce
mémoire. Il est conjecturé que tous les ζ(2ℓ + 1) sont des nombres irrationnels, mais à ce
jour, ce résultat n’est prouvé que pour ℓ = 1.

En 2001, Ball et Rivoal font une grande avancée théorique en prouvant qu’une infinité
de ces nombres sont irrationnels. L’idée majeure est de considérer non plus les ζ(2ℓ + 1)
individuellement, mais d’établir des résultats d’indépendance Q-linéaires entre eux et 1.
Nous exposons leur démarche dans la section 2, qui fournit une minoration logarithmique
de la dimension sur Q de VectQ(1, ζ(3), ζ(5), ..., ζ(s)) pour s impair. Celle-ci fait usage des
polylogarithmes, définis par la série :

Liℓ(z) := ∑
m⩾1

zm

mℓ
.

Dans la suite du mémoire, nous proposons deux pistes d’approfondissement. Dans la
section 3, nous suivons les travaux de Fischler, Sprang et Zudilin de 2019, qui obtiennent

une minoration de l’ordre de 2
log(s)

log log(s) sur le nombre d’irrationnels parmi ζ(3), ζ(5), ..., ζ(s).
Il est à noter que si la minoration est bien meilleure que logarithmique, l’irrationalité de
certains de ces nombres est plus faible que leur indépendance Q-linéaire.

Enfin, dans la section 4, nous suivons les travaux de Fischler de 2018 afin de généraliser
le résultat de Ball et Rivoal aux valeurs de fonctions L issues de fonctions arithmétiques
périodiques, comme par exemple les fonctions L de Dirichlet.

Avant de continuer, j’adresse mes remerciements les plus chaleureux à Stéphane Fi-
schler et Tanguy Rivoal, pour toute leur bienveillance et leur accompagnement précieux au
cours de la rédaction de ce mémoire.
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DÉFINITIONS ET NOTATIONS

Nous clarifions ici quelques notations qui nous seront utiles tout au long du mémoire.
Lorsqu’on écrira un rationnel comme quotient de deux entiers a/b, on supposera tou-

jours b ∈N∗ et a et b premiers entre eux.
Pour alléger les notations, nous utiliserons souvent le symbole de Pochhammer, dont

nous citons quelques propriétés immédiates mais fort utiles.

Définition 0.0.1. Le symbole de Pochhammer de x ∈ R et p ∈N est défini par

(x)p :=
p−1

∏
j=0

(x + j) = x(x + 1)...(x + p− 1).

Proposition 0.0.2.

(i) (x)p = (−1)p(−x− p + 1)p,

(ii) Pour m ∈N, (m)p = p!
(m−1)! (p + 1)m−1,

(iii) Pour m ∈N, (m + 1)p = (m+p)!
m! = 1

p! (
m+p

m ),

(iv) (m)p ∼
m→+∞

(m + 1)p ∼
m→+∞

ep (m+p)m+p

mm

√
m+p

m (Formule de Stirling).

Pour formuler des problèmes de Padé, nous utiliserons la notation "grand O" au sens
suivant :

Définition 0.0.3. Soit f : C → C une fonction admettant un développement de Laurent au
voisinage d’un point α ∈ C :

f (z) :=
+∞

∑
m=−n

am(z− α)m

On dit que f s’annule en α à l’ordre r, et l’on note f (z) =
z→α

O((z− α)r), si les coefficients am,
−n ⩽ m ⩽ r− 1 sont tous nuls.

Cette définition est valable pour α = ∞, sous réserve de lire ”z−∞” comme 1/z.

Le symbole log désignera toujours la détermination principale du logarithme définie sur
C\]−∞, 0]. Une fois ce choix fait, la détermination principale des polylogarithmes est dé-
finie sur C \ [1,+∞[ via la récurrence Li1(z) = − log(1− z) et d

dzLiℓ+1(z) = 1
z Liℓ(z). Liℓ est

alors prolongeable par continuité en 1, avec la valeur ζ(ℓ) (voir [15, §1]).
Enfin, nous introduisons une fonction de trois variables qui généralise à la fois la fonction

zêta et les polylogarithmes
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Définition 0.0.4. La fonction zêta de Lerch est définie par

Φ(z, s, δ) :=
+∞

∑
m=0

zm

(m + δ)s pour |z| ⩽ 1, δ ∈ R∗+, et

{
s ∈ C si |z| < 1
ℜ(s) > 1 si |z| = 1.

Elle contient l’information de tous les polylogarithmes via Φ(z, s, 1) = Lis(z)
z , et de la fonc-

tion zêta de Hurwitz en z = 1 :

Φ(1, s, δ) = ζ(s, δ) :=
+∞

∑
m=0

1
(m + δ)s pour ℜ(s) > 1, δ ∈ R∗+.
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1
PANORAMA À TRAVERS L’EXEMPLE DE ζ(3)

Dans cette partie, nous évoquons plusieurs des concepts qui nous seront utiles à travers
l’exemple de l’irrationalité de ζ(3). L’histoire (singulière !) de cette découverte est retracée
par Van der Poorten [17]. Suivant tour à tour Fischler [7] et Beukers [3] [4], nous nous éloi-
gnons de la preuve originelle d’Apéry [1].

En 1978, ce dernier introduit les deux suites

an :=
n

∑
j=0

(
n
j

)2(n + j
j

)2
(

n

∑
m=1

1
m3 +

j

∑
m=1

(−1)m−1

2m3(n
m)(

n+m
m )

)
, bn :=

n

∑
j=0

(
n
j

)2(n + j
j

)2

.

En désignant par dn le ppcm des n premiers entiers, on constate immédiatement que
(bn)n et (2d3

nan) sont des suites d’entiers strictement positifs.
On voit aussi que ces deux suites définissent une suite de rationnels approchant ζ(3) :

an

bn
−−−−→
n→+∞

ζ(3). (1)

Ces deux suites vérifient une même relation de récurrence

(n + 1)yn+1 + (34n3 + 51n2 + 27n + 5)yn + n3yn−1 = 0. (2)

Une première conséquence de cette relation est que si l’on pose ∆n = an−1bn − bn−1an,
on a ∆n+1 = n3

(n+1)3 ∆n. Couplé aux conditions initiales

b0 = 1, b1 = 6, a0 = 1, a1 = 5,

on en déduit que ∆n = 6
n3 . Par conséquent an

bn
− an−1

bn−1
= 6

n3bnbn−1
> 0, et la convergence dans

(1) a lieu de manière strictement croissante. En particulier, an
bn

n’égale jamais ζ(3).

Une autre conséquence de la relation de récurrence est donnée par le Théorème B.2.1 de
Poincaré et Perron. L’espace E des suites réelles vérifiant (2) est de dimension 2. Une base en
est donnée par deux suites (un)n, (vn)n avec les comportements asymptotiques suivants :{

un =
n→+∞

(
√

2− 1)4n+o(n)

vn =
n→+∞

(
√

2 + 1)4n+o(n) . (3)

La suite des an− bnζ(3) est combinaison linéaire de (an)n et (bn)n, c’est donc un élément
de E. Puisqu’elle tend vers 0, il s’agit d’un multiple de un. Nous déduisons de (3) et de la
Proposition B.2.2 le comportement asymptotique suivant :

|2d3
nan − 2d3

nbnζ(3)| =
n→+∞

[(
√

2− 1)4e−3]n+o(n).

Puisque (
√

2− 1)4e−3 < 1, nous en concluons que notre suite de combinaisons linéaires
à coefficients entiers en 1 et ζ(3) est de limite nulle : |2d3

nan − 2d3
nbnζ(3)| −−−−→

n→+∞
0.

6



Mais rappelons que cette suite ne s’annule pas, puisque an
bn

n’égale jamais ζ(3). Ainsi, si
ζ(3) s’écrivait p

q , cette quantité serait minorée par 1
q et ne saurait converger vers 0.

L’irrationalité de ζ(3) est donc prouvée.

L’étape la plus subtile est de conjecturer, puis de prouver la relation de récurrence (2).
Voir à cet effet [7] §1.1-1.2. Celle-ci n’est pas sans lien avec la représentation de ζ(3) en
fractions continues généralisées.

L’équivalent fonctionnel des approximations en fractions continues sont les approxima-
tions de Padé. Beukers propose en 1981 une nouvelle démonstration de ζ(3) /∈ Q en partant
du problème de Padé suivant, paramétré par n ∈N∗ :

Trouver des polynômes P0,n, P0,n, P1,n, P2,n ∈ Q[X] de degré ⩽ n tels que :


P0,n(z) + P1,n(z)Li1(1/z) + P2,n(z)Li2(1/z) =

z→+∞
O(z−n−1)

P0,n(z) + P1,n(z)Li2(1/z) + 2P2,n(z)Li3(1/z) =
z→+∞

O(z−n−1)

P1,n(z)− P2,n(z) log(z) =
z→1

O(z− 1) (équivaut à P1,n(1) = 0)

. (4)

L’idée sera à terme de spécialiser en z = 1 pour obtenir sur la deuxième ligne une com-
binaison linéaire à coefficients rationnels en 1 et ζ(3). Nous souhaitons bien sûr obtenir une
combinaison linéaire aussi petite que possible. Heuristiquement, la condition en O(z−n−1)
demande que la série de Laurent soit petite pour la norme |.|∞ = e−deg sur Q((1

z )). Nous
verrons que cela induit bien des combinaisons linéaires suffisamment petites pour conclure
à l’irrationalité de ζ(3) lorsqu’on spécialise en z = 1.

Les variables de ce problème sont les 4n + 4 coefficients des 4 polynômes de degré ⩽ n.
Les deux premières lignes équivalent chacune à 2n + 1 conditions linéaires en ces coeffi-
cients 1, et la troisième ligne impose une conditions linéaire supplémentaire.

Nous avons donc un total de 4n + 3 équations linéaires pour 4n + 4 variables, si bien
qu’il existe des solutions non triviales à ce problème. Dès lors, écrivons

P1,n(z) =
n

∑
j=0

cj,1,nzj, P2,n(z) =
n

∑
j=0

cj,2,nzj.

Les polynômes P0,n, P0,n n’interviennent pas dans le calcul des coefficients de degré stric-
tement négatif dans (4). Les deux premières lignes impliquent donc respectivement

n

∑
j=0

cj,1,n

j + m
+

cj,2,n

(j + m)2 = 0 et
n

∑
j=0

cj,1,n

(j + m)2 +
2cj,2,n

(j + m)3 = 0, 1 ⩽ m ⩽ n. (5)

1. En développant avec des produits de Cauchy, chacune de ces lignes fait apparaître une série de Laurent
en 1

z avec des termes de degré−n à +∞. On demande précisément la nullité des termes de degré dans J−n, nK.
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La première expression est la décomposition en éléments simples d’une fraction ration-
nelle

Rn(t) :=
Qn(t)
(t)2

n+1

évaluée en m, où Qn est un polynôme à coefficients rationnels que nous allons déterminer.
Les deux conditions de (5) se reformulent en{

Rn(m) = 0
R′n(m) = 0,

1 ⩽ m ⩽ n.

Nous en déduisons que (t− n)2
n divise Qn(t).

Il apparaît aussi dans (5) que Rn n’a pas de partie entière. Le degré de Qn est donc au
plus 2n+ 1. En remettant tout le monde sur le même dénominateur, on voit que le coefficient
de degré 2n + 1 de Qn vaut

n

∑
j=0

cj,1,n = P1,n(1).

La troisième condition du problème de Padé (4) est exactement la nullité de ce coefficient, si
bien que Qn est de degré 2n, donc donné à une constante près par (t− n)2

n.
Finalement, les coefficients de P1,n, P2,n sont donnés par la décomposition en éléments

simples de

Rn(t) =
(t− n)2

n

(t)2
n+1

.

Nous pouvons désormais retrouver les combinaisons linéaires d’Apéry. De l’expression
ci-dessus on déduit, en multipliant par (t + j)2 et en faisant t→ −j :

cj,2,n =

(
n
j

)2(n + j
j

)2

, d’où P2,n(1) =
n

∑
j=0

(
n
j

)2(n + j
j

)2

= bn.

Par le calcul, on trouve ensuite P0,n(1) = −2an. Ainsi, en spécialisant (4) en z = 1 nous
obtenons {

P0,n(1) + bnζ(2) = ∑+∞
m=n+1 Rn(m),

−an + 2bnζ(3) = ∑+∞
m=n+1 R′n(m).

Il ne reste plus qu’à estimer le second membre de la deuxième ligne pour s’assurer qu’il tend
encore vers 0 après multiplication par d3

n.
Définissons la série suivante :

Sn(z) :=
+∞

∑
m=n+1

Rn(m)z−m.

Rn étant de degré ⩽ −2, Sn converge absolument pour |z| ⩾ 1. On retrouve le second
membre de la première ligne en évaluant en 1.
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En utilisant le Proposition 0.0.2, on peut exprimer Sn comme une série hypergéométrique :

Sn(z) = z−n−1 n!4

(2n + 1)!2 4F3

(
n + 1 n + 1 n + 1 n + 1

1 2n + 1 2n + 1

∣∣∣∣ 1
z

)
.

En fait, c’est un phénomène général pour les solutions de certains problèmes de Padé,
voir à ce sujet [9, Théorème 1, p.1373].

Mais pour montrer l’irrationalité de ζ(3), il faut estimer la série Sn(z) (a priori non hy-
pergéométrique) obtenue en dérivant les coefficients de Sn(z) par rapport à m. [9, Théo-
rème 5, p.1381] nous indique que ce phénomène aussi est général : si une série hypergéo-
métrique est une combinaison linéaire en 1, Liℓ, Liℓ+1..., Liℓ+s, la série obtenue en dérivant
les coefficients décale les indices impliqués. Nous obtenons une combinaison linéaire en
1, Liℓ+1, Liℓ+2, ..., Liℓ+s+1.

Certaines séries hypergéométriques possèdent une représentation intégrale, comme décrite
dans [16, p.108]. Par exemple, dans [3], Beukers prouve l’irrationalité de ζ(2) en utilisant
l’intégrale∫ 1

0

∫ 1

0

un(1− u)nvn(1− v)n

(1− uv)n+1 dudv =
n!4

(2n + 1)!2 3F2

(
n + 1 n + 1 n + 1

2n + 2 2n + 2

∣∣∣∣ 1
)

.

Toujours dans [3], Beukers introduit l’intégrale∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

un(1− u)nvn(1− v)nwn(1− w)n

(1− (1− uv)w)n+1 dudvdw

pour prouver l’irrationalité de ζ(3). Celle-ci n’est pas issue d’une série hypergéométrique,
mais réalise tout de même une combinaison linéaire en 1 et ζ(3) qui décroît suffisamment
vite.

Malheureusement, aucune des méthodes que nous avons évoquées ne s’adapte directe-
ment aux ζ(2ℓ+ 1), ℓ ⩾ 2. Bien qu’elle soit conjecturée, l’irrationalité d’aucun d’entre eux
n’est établie.

Nous savons cependant depuis [2] qu’une infinité d’entre eux sont irrationnels. C’est
l’objet de la prochaine partie.
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2
UNE INFINITÉ DE ζ(2ℓ+ 1) SONT

IRRATIONNELS

Dans cette section, suivant [2], nous allons construire des combinaisons linéaires expli-
cites des valeurs de la fonction zêta de Riemann aux entiers impairs et leur appliquer le
critère d’irrationalité de Nesterenko. Nous obtiendrons le Théorème 2.4.1.

2.1 CONSTRUCTION DE COMBINAISONS LINÉAIRES

Nous fixons désormais un entier impair s ⩾ 3 et allons construire pour chaque n ∈ N∗

une combinaison linéaire à coefficients rationnels de 1, ζ(3), ζ(5), ..., ζ(s).
Nous utilisons un paramètre entier r que l’on optimisera plus tard, choisi tel que 1 ⩽ r ⩽

s+1
2 . Presque tous les objets que nous allons définir dépendent de r et de s, ce que nous

omettrons la plupart du temps pour alléger les notations.

En s’inspirant de (4), considérons le problème de Padé suivant :

Trouver des polynômes P0,n, P0,n, Pℓ,n ∈ Q[X] de degré ⩽ n tels que :



P0,n(z) +
s

∑
ℓ=1

Pℓ,n(z)Liℓ(1/z) =
z→+∞

O(z−rn−1) (i),

P0,n(z) +
s

∑
ℓ=1

(−1)ℓPℓ,n(z)Liℓ(z) =
z→0

O(zn+rn+1) (ii),

s

∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1Pℓ,n(z)
logℓ−1(z)
(ℓ− 1)!

=
z→1

O((z− 1)(s−2r)n+s−1) (iii).

(6)

Comme dans la partie précédente, nous avons (s + 2)(n + 1) variables sur lesquelles
nous imposons (s + 2)(n + 1) − 1 relations linéaires. Un raisonnement semblable à ce qui
précède nous pousse à considérer la fraction rationnelle 2

Rn(t) := n!s−2r (t− rn)rn(t + n + 1)rn

(t)s
n+1

.

2. Tout le raisonnement fonctionnerait en partant directement de cette fraction rationnelle et en constatant
qu’elle satisfait à tous nos besoins. Nous avons choisi d’évoquer son "origine" via le problème de Padé ci-dessus
pour comprendre pourquoi elle y satisfait.
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Exemple 2.1.1. Pour s = 5, r = 2, n = 3, on a

Rn(t) = 6
(t− 6)(t− 5)(t− 4)(t− 3)(t− 2)(t− 1) · (t + 4)(t + 5)(t + 6)(t + 7)(t + 8)(t + 9)

t5(t + 1)5(t + 2)5(t + 3)5 .

En fait, d’après [9, Théorème 1, p.1373], l’unique solution de (6) s’obtient à partir de la
décomposition en éléments simples de Rn, qu’on écrit

Rn(t) =:
n

∑
j=0

s

∑
ℓ=1

cj,ℓ,n

(t + j)ℓ
.

Enfin, nous définissons la série 3

Sn(z) := ∑
m⩾1

Rn(m)z−m.

Celle-ci converge absolument pour |z| ⩾ 1, car l’intervalle dans lequel on prend r assure que
deg Rn ⩽ −2.

Il s’agit du membre de gauche de (6)(i). C’est donc une combinaison linéaire en 1, Li1(1
z ),

Li2(1
z ), ..., Lis(

1
z ) à coefficients dans Q[z]. Nous pouvons aussi retrouver ce résultat par un

calcul direct, ce qui nous permet au passage d’expliciter l’expression des Pℓ,n :

Démonstration. On calcule pour |z| > 1, l’interversion des sommes étant justifiée par la
convergence absolue :

Sn(z) = ∑
m⩾1

(
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,ℓ,n

(m + j)ℓ

)
z−m

=
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,ℓ,n

(
∑

m⩾1

z−m

(m + j)ℓ

)

=
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,ℓ,n

(
∑

m⩾j+1

z−(m−j)

mℓ

)

=
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,ℓ,n

(
zj ∑

m⩾1

z−m

mℓ
−

j

∑
m=1

zj−m

mℓ

)

=
s

∑
ℓ=1

(
n

∑
j=0

cj,ℓ,nzj

)
Liℓ(1/z)−

s

∑
ℓ=1

n

∑
j=1

(
cj,ℓ,n

j

∑
m=1

zj−m

mℓ

)
.

Cela fournit le résultat voulu, avec

P0,n(z) = −
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=1

(
cj,ℓ,n

j

∑
m=1

zj−m

mℓ

)
et Pℓ,n(z) =

n

∑
j=0

cj,ℓ,nzj (1 ⩽ ℓ ⩽ s).

3. Nous faisons commencer la sommation à m = 1 par habitude, mais il faut remarquer que seuls les termes
à partir de m = rn + 1 sont non nuls.
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On en déduit une combinaison linéaire en 1, ζ(2), ζ(3), ..., ζ(s) :

Proposition 2.1.2. On a

Sn(1) = p0,n +
s

∑
ℓ=2

pℓ,nζ(ℓ),

avec p0,n, pℓ,n ∈ Q, (1 ⩽ ℓ ⩽ s).

Démonstration. Nous venons d’établir

Sn(z) = P0,n(z) +
s

∑
ℓ=1

Pℓ,n(z)Liℓ(1/z). (7)

On souhaite faire z −−−→
|z|>1

1 dans (7), mais Li1(1
z ) = − log(1− 1

z ) diverge logarithmique-

ment vers +∞. Cependant, si on montre que P1,n s’annule en 1, alors cette divergence sera
compensée par une convergence polynomiale vers 0.

Cette nullité est impliquée par (6)(iii), mais on peut la retrouver directement par :

P1,n(1) =
n

∑
j=0

cj,1,n = lim
t→+∞

zRn(z) (Lemme B.1.3),

où la dernière limite est nulle car deg Rn ⩽ −2.

Ainsi P1,n(z) =
z→1

O(z− 1), d’où

P1,n(z)Li1(
1
z
) =

z→1
O((z− 1) log(1− 1

z
)) = O((z− 1) log(z− 1)).

L’expression log(z) étant borné au voisinage de 1. Par conséquent, P1,n(z)Li1(1
z ) −−→z→1

0. On

en déduit le résultat voulu, avec

p0,n = P0,n(1) = −
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=1

cj,ℓ,n

(
j

∑
m=1

1
mℓ

)
et pℓ,n = Pℓ,n(1) =

n

∑
j=0

cj,ℓ,n (1 ⩽ ℓ ⩽ s) .

La dernière étape de ce paragraphe consiste à montrer que les zêtas aux entiers pairs
dans notre combinaison linéaire ont en fait un coefficient nul lorsque n est pair. Nous tirons
pour cela parti d’une symétrie dans le numérateur de Rn :

Lemme 2.1.3. On a cn−j,ℓ,n = (−1)(n+1)s+ℓcj,ℓ,n.

Démonstration. Notons ϕj,n(t) := Rn(t)(t + j)s, de sorte que le Lemme B.1.2 se réécrit

cj,ℓ,n =
1

(s− ℓ)!
ds−ℓϕj,n

dts−ℓ (−j).

12



On calcule :

ϕn−j,n(−t− n) = Rn(−t− n)((−t− n) + (n− j))s

= n!s−2r (−t− (r + 1)n)rn(−t + 1)rn

(−t− n)s
n+1

(−t− j)s

= n!s−2r(−1)2rn−(n+2)s (t + n + 1)rn(t− rn)rn

(t)s
n+1

(t + j)s (Proposition 0.0.2)

= (−1)nsϕj,n(t).

D’où en dérivant s− ℓ fois :

ds−ℓϕn−j,n

dts−ℓ (−t− n) = (−1)s−ℓ(−1)ns ds−ℓϕj,n

dts−ℓ (t).

En évaluant en t = −j et en divisant par (s− ℓ)!, il vient précisément le résultat attendu.

En sommant sur 0 ⩽ j ⩽ n on obtient :

Pour tout ℓ ∈ J1, sK Pℓ,n(1) = (−1)(n+1)s+ℓPℓ,n(1).

On rappelle que s est impair, si bien qu’en prenant n pair, (n + 1)s + ℓ est impair si et seule-
ment si ℓ est pair. Ainsi par l’égalité ci-dessus, pℓ,n = Pℓ,n(1) est nul lorsque l’exposant
(n + 1)s + ℓ est impair. En conclusion :

Résultat 2.1.4. En choisissant n pair, on a

Sn(1) = p0,n +
s

∑
ℓ=3

ℓ impair

pℓ,nζ(ℓ),

avec p0,n, pℓ,n ∈ Q, (1 ⩽ ℓ ⩽ s).

2.2 ESTIMATIONS DES COEFFICIENTS

Dans cette section, nous obtenons les estimations suivantes :

Résultat 2.2.1. On a pour tout ℓ ∈ J0, sK

(i) ds−ℓ
n pℓ,n ∈ Z,

(ii) |pℓ,n| ⩽ (2s(r + 1)2r+2)n+o(n).

13



Démonstration. Le résultat découle immédiatement des estimations suivantes sur les coeffi-
cients de la décomposition de Rn en éléments simples, pour tout j ∈ J0, nK et tout ℓ ∈ J0, sK :
(i′) ds−ℓ

n cj,ℓ,n ∈ Z,

(ii′) |cj,ℓ,n| ⩽ (2n)s−1(s− 1)!(2s(r + 1)2r+2)n.

Pour prouver celles-ci, nous allons appliquer le Lemme B.1.5 en écrivant

Rn(X) =
s

∏
i=1

n!Qi(X)

X(X + 1)(X + 2)...(X + n)
avec Qi(X) =


(X−1−(i−1)n

n ) si 1 ⩽i ⩽r,
(X+(i−r+1)n

n ) si r+1 ⩽i ⩽2r,
1 si 2r + 1 ⩽i ⩽s,

,

où (X
n) =

X(X− 1)...(X− n + 1)
n!

est de degré n.

Bien sûr (0
n) = 1 et (X+1

n+1) = ( X
n+1)+ (X

n), si bien qu’on voit par récurrence que le polynôme
(X

n) prend des valeurs entières aux entiers. Il en va donc de même des Qi.
Le maximum des |Qi(−j)| est atteint pour j = 0 (resp. j = n) lorsque 1 ⩽ i ⩽ r (resp.

r + 1 ⩽ i ⩽ 2r). Le Lemme B.1.4 fournit alors les majorations suivantes :

B(Qi) ⩽


2n ((i+1)n)!

(in)!n! si 1 ⩽ i ⩽ r

2n ((i−r+1)n)!
((i−r)n)!n! si r + 1 ⩽ i ⩽ 2r

2n si 2r + 1 ⩽ i ⩽ s.

En les multipliant toutes, il vient

s

∏
i=1

B(Qi) ⩽ 2ns
(
((r + 1)n)!
(n!)r+1

)2

⩽ 2ns(r + 1)2(r+1)n,

où la deuxième inégalité découle de la majoration des coefficients multinomiaux
m!

m1!m2!...mk! ⩽ km si m1 + m2 + ... + mk = m.
Le Lemme B.1.5 nous donne alors précisément (i′) et (ii′).

2.3 ESTIMATION DE LA COMBINAISON LINÉAIRE

Dans ce paragraphe, nous montrons que la combinaison linéaire Sn(1) ⩾ 0 approche 0
géométriquement.

Résultat 2.3.1. Il existe un réel fini αr,s tel que

(i) lim
n→+∞

Sn(1)
1
n = αr,s,

(ii) 0 < αr,s ⩽
(2r+1)2r+1

rs−2r .
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Démonstration. A l’aide du Proposition 0.0.2, nous pouvons exprimer Sn comme une série
hypergéométrique :

Sn(z) = z−rn−1n!s−2r Γ(rn + 1)s+1Γ((2r + 1)n + 2)
Γ((r + 1)n + 2)s+1

× s+2Fs+1

(
rn + 1 ... rn + 1 (2r + 1)n + 2

(r + 1)n + 2 ... (r + 1)n + 2

∣∣∣∣ 1
z

)
.

Or celle-ci possède une représentation intégrale (voir [16, p.108] pour |z| > 1, et [2,
Lemme 2, p.199] pour le prolongement à |z| = 1) :

Sn(z) = z(r+1)n+2 ((2r + 1)n + 1)!
n!2r+1

∫
[0,1]s+1

(
∏s

l=0 xr
l (1− xl)

(z− x0x1...xs)2r+1

)n dx0dx1...dxs

(z− x0x1...xs)2 .

D’une part, on a à l’aide de la formule de Stirling :

lim
n→+∞

(
((2r + 1)n + 1)!

n!2r+1

) 1
n

= (2r + 1)2r+1.

D’autre part, nous posons

f (x0, x1, ..., xs) :=
∏s

ℓ=0 xr
ℓ(1− xℓ)

(1− x0x1...xs)2r+1 .

D’après le Lemme 2.3.2 ci-dessous, il ne nous reste plus qu’à majorer le maximum de f sur
[0, 1]s+1. On a (1− x0x1...xs) ⩾ (1− xℓ) pour tout ℓ ∈ J0, sK, d’où

f (x0, x1, ..., xs) ⩽
s

∏
ℓ=0

(
(xr

ℓ(1− xℓ)
s−2r
s+1

)
. (8)

En calculant sa dérivée logarithmique, on voit que le maximum de x 7→ xr(1− x)
s−2r
s+1 est

atteint en ξ =
(

1 + s−2r
r(s+1)

)−1
. On en déduit que

max
(xℓ)ℓ∈K

f ⩽ ξr(s+1)(1− ξ)s−2r ⩽ (1− ξ)s−2r.

Finalement :
lim

n→+∞
Sn(1)

1
n = (2r + 1)2r+1 max

(xℓ)ℓ∈K
f .

et on obtient (ii) à l’aide de

1− ξ =

s−2r
r(s+1)

1 + s−2r
r(s+1)

⩽
s− 2r

r(s + 1)
⩽

1
r

.
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Lemme 2.3.2. On a

In(1)
1
n :=

(∫
[0,1]s+1

f (x0, ..., xs)
n dx0...dxs

(1− x0...xs)2

) 1
n
−−−−→
n→+∞

max
K

f .

Démonstration. L’idée est d’appliquer la Proposition B.2.3, qui généralise la méthode de La-
place à des intégrales multiples. Cependant, la mesure µ := dx0...dxs

(1−x0...xs)2 n’est pas finie sur

K := [0, 1]s+1. En effet, le point (1, 1, ..., 1) est singulier. Heureusement dans notre cas, ceci
est compensé par l’annulation de f à un grand ordre en ce point, si bien que l’on peut adap-
ter la preuve de la Proposition B.2.3 comme suit.

D’une part, pour ε > 0, nous définissons l’ouvert Uε := f−1(]maxK f − ε, maxK f ]). Il est
clair que maxK f est strictement positif. f étant nulle en (1, 1, ..., 1), ce point n’est pas dans
Uε pour ε assez petit, de sorte que 0 < µ(Uε) < +∞. Il vient :(∫

[0,1]s+1
f (x0, ..., xs)

n dx0...dxs

(1− x0...xs)2

) 1
n
⩾
(∫
Uε

(max
K

f − ε)n dµ

) 1
n
⩾ µ(Uε)

1
n (max

K
f − ε).

On en déduit l’inégalité lim
n→+∞

In(1)
1
n ⩾ max

K
f − ε pour tout ε > 0 suffisamment petit, d’où

lim
n→+∞

In(1)
1
n ⩾ max

K
f .

D’autre part, pour 0 < η < 1, nous découpons le petit hypercube Kη := [1− η, 1]s+1

autour du point singulier (1, 1, ..., 1) et utilisons (8) pour obtenir la majoration

In(1) ⩽
∫

K\Kη

f (x0, ..., xs)
n dx0...dxs

(1− x0...xs)2 +
∫

Kη

s

∏
ℓ=0

xnr
ℓ (1− xℓ)

(s−2r)n−2
s+1 dx0...dxs

⩽
∫

K\Kη

(max
K

f )n dµ +
∫

Kη

η(s−2r)n−2 dx0...dxs

⩽ µ(K \ Kη)(max
K

f )n + η(s−2r)n+s−1.

La fonction x 7→ x
1
n étant concave, on en déduit pour tout n ⩾ 1 et tout 0 < η < 1

l’inégalité
In(1)

1
n ⩽ µ(K \ Kη)

1
n max

K
f + ηs−2r+ s−1

n .

Ainsi :
lim

n→+∞
In(1)

1
n ⩽ max

K
f .
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2.4 CONCLUSION

Théorème 2.4.1. (Ball- Rivoal, 2001)

Pour tout ε > 0, il existe sε > 0 tel que pour tout entier impair s ⩾ sε :

dimQ(1, ζ(3), ..., ζ(s)) ⩾
1− ε

1 + log(2)
log(s).

En particulier, une infinité de ζ(2ℓ+ 1) sont irrationnels.

Démonstration. Soit s un entier positif impair. Grâce aux Résultat 2.1.4 et Résultat 2.2.1(i),
nous disposons pour chaque entier pair n d’une combinaison linéaire à coefficients entiers
en 1, ζ(3), ..., ζ(s) :

ds
nSn(1) = ds

n p0,n +
s

∑
ℓ=3

ℓ impair

ds
n pℓ,nζ(ℓ).

De plus, on a en vertu de la Proposition B.2.2 :
(i) Les combinaisons linéaires sont encadrées par

(esαr,s)
n+o(n) ⩽ ds

nSn(1) ⩽ (esαr,s)
n+o(n) où 0 < esαr,s < 1 (Résultat 2.3.1).

(ii) Les coefficients sont majorés par

|ds
n pℓ,n| ⩽ ((2e)s(r + 1)2r+2)n+o(n) où (2e)s(r + 1)2r+2 > 1 (Résultat 2.2.1(ii)).

On peut donc appliquer le critère de Nesterenko (Théorème A.2.1). Le minorant obtenu
vaut

1− log(esαr,s)

log((2e)s(r + 1)2r+2)
= 1− s + log(αr,s)

(1 + log(2))s + (2r + 2) log(r + 1)

⩾ 1 +
(s− 2r) log(r)− (2r + 1) log(2r + 1)− s

(1 + log(2))s + (2r + 2) log(r + 1)
(Résultat 2.3.1)

= 1 +
(1− 2r

s ) log(r)− 2r+1
s log(2r + 1)

1 + log(2) + 2r+2
s log(r + 1)

.

Il est temps d’assigner une valeur à notre paramètre r. Nous choisissons l’entier le plus
proche de s

log2(s)
, de sorte que r = s

log2(s)
+ O(1) et

log(r), log(r + 1), log(2r + 1) =
s→+∞

(1 + o(1)) log(s).

On conclut finalement :

dimQ(Q + Qζ(3)... + Qζ(s)) >
1 + o(1)

1 + log(2)
log(s).
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3
RAFFINEMENT SUR LA PROPORTION DE

ζ(2ℓ+ 1) IRRATIONNELS

Dans cette section, suivant [10], nous allons construire pour chaque entier n ⩾ 1 une
famille de D combinaisons linéaires dont les coefficients sont reliés entre eux. Celles-ci seront
numérotées par k ∈ J1, DK, et feront respectivement intervenir 1, ζ(3, k

D ), ζ(5, k
D ), ..., ζ(s, k

D ).
En choisissant judicieusement des combinaisons linéaires de ces combinaisons linéaires

( !), nous pourrons obtenir des combinaisons linéaires en 1, ζ(3), ζ(5), ..., ζ(s) où certains
ζ(2ℓ+ 1) au choix ont été éliminés.

Nous obtiendrons alors le Théorème 3.3.2, qui offre une minoration asymptotiquement
bien meilleure que le Théorème 2.4.1, mais au prix de l’indépendance Q-linéaire : nous n’ob-
tenons en effet ici que l’irrationalité d’un certain nombre de ζ(2ℓ+ 1).

3.1 CONSTRUCTION DE NOUVELLES COMBINAISONS LINÉAIRES

Fixons un entier impair s ⩾ 3. Le paramètre r de la section précédente est remplacé par
un paramètre D qui pilote le nombre de combinaisons linéaires que nous allons construire
pour chaque entier n ⩾ 1, mais aussi leur expression. Nous prenons s ⩾ 3D.

Considérons la nouvelle fraction rationnelle

Rn(t) := D3Dnn!s+1−3D

3Dn

∏
i=0

(
t− n +

i
D

)
n

∏
j=0

(t + j)s+1
=:

n

∑
j=0

s

∑
ℓ=1

cj,ℓ,n

(t + j)ℓ
. (9)

Exemple 3.1.1. Pour s = 7, D = 2, n = 2, on a

Rn(t) = 214 ·
(t− 2)(t− 3

2)(t− 1)(t− 1
2) · (t +

1
2) · (t +

3
2) · (t +

5
2)(t + 3)(t + 7

2)(t + 4)
t7(t + 1)7(t + 2)7 .

Encore une fois, le choix de D assure que deg Rn ⩽ −2, d’où la convergence absolue pour
|z| ⩾ 1 des séries :

Sn,k(z) = ∑
m⩾1

Rn

(
m +

k
D

)
z−m (1 ⩽ k ⩽ D).
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Ces séries sont des combinaisons linéaires de valeurs de la fonction zêta de Lerch :

Proposition 3.1.2. Pour |z| ⩾ 1 et 1 ⩽ k ⩽ D, on a

Sn,k(z) = P0,n,k(z) +
s

∑
ℓ=1

Pℓ,n(z)Φ
(1

z
, ℓ,

k
D

)
,

avec P0,n,k, Pℓ,n ∈ Q[z], (1 ⩽ l ⩽ s).

Remarque. Un élément remarquable de cet énoncé est que seul le coefficient P0,n,k devant 1
dépend de k.

Démonstration. Nous menons un calcul très semblable à la partie précédente :

Sn,k(z) = ∑
m⩾1

(
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,ℓ,n

(m + j + k
D )ℓ

)
z−m

=
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,ℓ,n

(
∑

m⩾1

z−m

(m + j + k
D )ℓ

)

=
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,ℓ,n

(
∑

m⩾j+1

z−(m−j)

(m + k
D )ℓ

)

=
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,ℓ,n

(
zj ∑

m⩾0

z−m

(m + k
D )ℓ
−

j

∑
m=0

zj−m

(m + k
D )ℓ

)

=
s

∑
ℓ=1

(
n

∑
j=0

cj,ℓ,nzj

)
Φ(

1
z

, ℓ,
k
D
)−

s

∑
ℓ=1

n

∑
j=1

(
cj,ℓ,n

j

∑
m=0

zj−m

(m + k
D )ℓ

)
.

D’où le résultat, avec :

P0,n,k(z) = −
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=1

(
cj,ℓ,n

j

∑
m=0

zj−m

(m + k
D )ℓ

)
et Pℓ,n(z) =

n

∑
j=0

cj,ℓ,nzj (1 ⩽ ℓ ⩽ s).

On en déduit une famille de combinaisons linéaires en les valeurs de la fonction zêta de
Hurwitz :

Proposition 3.1.3. On a pour tout k ∈ J1, DK

Sn,k(1) = p0,n,k +
s

∑
ℓ=2

pℓ,nζ
(
ℓ,

k
D

)
,

avec p0,n,k, pℓ,n ∈ Q, (1 ⩽ ℓ ⩽ s).
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Démonstration. Comme précédemment, il suffit de faire z −−−→
|z|>1

1, la divergence logarith-

mique de Φ(1
z , 1, k

D ) ne posant pas de problème car P1,n(1) = ∑n
j=0 cj,1,n = 0. On obtient la

combinaison linéaire voulue avec

p0,n,k = −
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=1

(
cj,ℓ,n

j

∑
m=0

1
(m + k

D )ℓ

)
et pℓ,n =

n

∑
j=0

cj,ℓ,n (1 ⩽ ℓ ⩽ s).

Enfin, nous éliminons les termes avec ℓ pair en exploitant la symétrie du numérateur.
L’entier s étant impair, on constate de nouveau que

Rn(−n− t) = (−1)3Dn+1−(s+1)(n+1)Rn(t) = (−1)3Dn+1Rn(t).

L’unicité des coefficients dans la décomposition en éléments simples donne alors

cn−j,ℓ,n = (−1)3Dn+ℓ+1cj,ℓ,n

pour tous 0 ⩽ j ⩽ n, 1 ⩽ ℓ ⩽ s. Compte tenu de l’expression obtenue ci-dessus pour les
pℓ,n, il vient :

Résultat 3.1.4. Si Dn est pair, on a

Sn,k(1) = p0,n,k +
s

∑
ℓ=3

ℓ impair

pℓ,nζ
(
ℓ,

k
D

)
,

avec p0,n,k, pℓ,n ∈ Q, (1 ⩽ k ⩽ D, 1 ⩽ ℓ ⩽ s).

3.2 ESTIMATIONS DES COMBINAISONS LINÉAIRES ET DES DÉ-
NOMINATEURS

Comme précédemment, nous devons déterminer le comportement asymptotique des
combinaisons linéaires ainsi créées et des dénominateurs de leurs coefficients. Nous ren-
voyons à [10, §§2-3] pour la preuve des deux résultats suivants.

Résultat 3.2.1.

(i) ∀ℓ ∈ J1, sK, ds+1−ℓ
n pn,ℓ ∈ Z,

(ii) ∀k ∈ J1, DK, ds+1
n+1p0,n,k ∈ Z.
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Résultat 3.2.2. Supposons que D ⩾ 2. Il existe une constante absolue c0 telle que :

si s
D log(D)

⩾ c0, alors on a pour tous k, k̃ ∈ J1, DK :

(i) lim
n→+∞

Sn,k(1)
1
n <

(
1
4

)s+1

,

(ii) lim
n→+∞

Sn,k(1)
Sn,k̃(1)

= 1.

3.3 ÉLIMINATION DE CERTAINS ζ(2ℓ+ 1)

Nous commençons par montrer, suivant [11, p.76-77], qu’une généralisation du détermi-
nant de Vandermonde ne s’annule pas :

Proposition 3.3.1. Soient n ⩾ 1, x1 < x2 < ... < xn des réels strictement positifs et
α1 < α2 < ... < αn des entiers positifs.

Alors le déterminant de la matrice (xαi
j )1⩽i,j⩽n est non nul.

Démonstration. Nous commençons par montrer par récurrence sur n ⩾ 1 que toute fonction
non identiquement nulle

f (x) := c1xα1 + c2xα2 + ... + cnxαn , (α1 < ... < αn), ci ∈ R, (10)

admet au plus n− 1 zéros dans R∗+.
Pour le cas n = 1, il est clair que si c1 ̸= 0, la quantité c1xα1 ne s’annule pas sur R∗+.
Supposons désormais le résultat vrai au rang n− 1. Par l’absurde, nous supposons que

la fonction (10) possède n zéros dans R∗+. Alors h : x 7→ x−α1 f (x) aussi, et le théorème de
Rolle implique que

h′(x) = (α2 − α1)c2xα2−α1−1 + ... + (αn − α1)cnxαn−α1−1

possède au moins n − 1 zéros dans R∗+, chacun étant compris entre deux zéros de h. Ceci
entre en contradiction avec l’hypothèse de récurrence.

Nous venons donc de montrer que les réels distincts x1, ..., xn ∈ R∗+ ne peuvent pas tous
être des zéros de (10). Ainsi, la seule solution de

xα1
1 xα2

1 ... xαn
1

xα1
2 xα2

2 ... xαn
2

...
... . . . ...

xα1
n xα2

n ... xαn
n

 ·


c1
c2
...

cn

 =


0
0
...
0


est le vecteur nul avec c1 = c2 = ... = cn = 0. C’est exactement det(xαi

j )1⩽i,j⩽n ̸= 0.
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Guidés par [10], nous allons désormais mettre en place une méthode qui permet de créer
des combinaisons linéaires en 1, ζ(3), ..., ζ(s) desquelles nous pouvons éliminer autant de
termes que D a de diviseurs (moins un).

Par le Résultat 3.1.4, nous disposons de combinaisons linéaires :

Sn,k(1) = p0,n,k +
s

∑
ℓ=3

ℓ impair

pℓ,nζ
(
ℓ,

k
D

)
, (1 ⩽ k ⩽ D).

Nous remarquons pour tout diviseur d de D l’identité cruciale

d

∑
k=1

ζ

(
ℓ,

k D
d

D

)
=

d

∑
k=1

ζ
(
ℓ,

k
d

)
=

+∞

∑
m=0

d

∑
k=1

dℓ

(md + k)ℓ
= dℓζ(ℓ),

ce qui motive la définition suivante :

Tn,d :=
d

∑
k=1

Sn,k D
d
(1) =

d

∑
k=1

p0,n,k D
d
+

s

∑
ℓ=3

ℓ impair

pℓ,ndℓζ(ℓ).

On déduit immédiatement du Résultat 3.2.2 les comportements asymptotiques suivants :

Tn,d =
n→+∞

(d + o(1))Sn,1(1), lim
n→+∞

Sn,1(1)
1
n < 4−(s+1). (11)

Notons δ le nombre de diviseurs de D. Il s’agit maintenant de réaliser une combinaison
linéaire des Tn,d de façon à éliminer les termes en ζ(ℓi) pour des entiers impairs ℓ1, ..., ℓδ−1
choisis. On pose par convention ℓ0 = 1.

D’après la Proposition 3.3.1, la matrice (dℓi)d|D,0⩽i⩽δ−1 est inversible, si bien qu’on trouve
des entiers wd ∈ Z tels que

1 d ... D
1 dℓ1 ... Dℓ1

...
... . . . ...

1 dℓδ−1 ... Dℓδ−1

 ·


w1
wd
...

wD

 =


a
0
...
0

 , a ̸= 0.

Finalement, nous considérons

Tn := ∑
d|D

wdTn,d =

∑
d|D

wd

d

∑
k=1

p0,n,k D
d

+
s

∑
ℓ=3

ℓ impair

pℓ,n

∑
d|D

wddℓ

 ζ(ℓ). (12)

C’est une combinaison linéaire en 1, ζ(3), ...ζ(s), où n’apparaissent pas ζ(ℓ1), ...ζ(ℓδ−1).
On déduit de (11) et (12) le comportement asymptotique :

Tn = (a + o(1))Sn,1(1), d’où T
1
n

n =
n→+∞

α < 4−(s+1).

Nous pouvons alors prouver le
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Théorème 3.3.2. (Fischler, Sprang & Zudilin, 2018)

Soit ε > 0. Il existe sε ⩾ 3 tel que pour tout entier impair s ⩾ sε, au moins 2(1−ε)
log(s)

log log(s)

parmi les valeurs
ζ(3), ζ(5), ..., ζ(s)

soient irrationnelles.

Démonstration. Fixons ε > 0. Pour un s donné, il est naturel de choisir D de manière à maxi-
miser son nombre de diviseurs par rapport à sa taille. D’après [13, §XVIII.1], l’optimum est
atteint pour les produits de r premiers nombres premiers.

Afin de satisfaire l’hypothèse du Résultat 3.2.2, nous prenons D comme étant le produit
des ⌊(1− 2ε) log(s)⌋ premiers nombres premiers. Nous avons en effet dans ce cas

log(D) = ∑
p⩽(1−2ε) log(s)

p premier

log(p) ⩽ π
(
(1− 2ε) log(s)

)
log
(
(1− 2ε) log(s)

)
⩽ (1− ε) log(s) pour s assez grand.

Cela signifie D ⩽ s1−ε, d’où s
D log(D)

⩾ sε et quitte à prendre s assez grand, le Résul-
tat 3.2.2 s’applique.

Un tel D possède δ := 2π((1−2ε) log(s)) diviseurs, d’où par le théorème des nombres pre-
miers :

log(δ) = π((1− 2ε) log(s)) log(2) ⩾ (1− 3ε)
log(s)

log log(s)
log(2),

ce qui se réécrit

δ ⩾ 2(1−ε)
log(s)

log log(s) .

Maintenant, supposons par l’absurde qu’il y ait strictement moins de δ− 1 irrationnels
parmi ζ(3), ζ(5), ..., ζ(s). Nous pouvons alors prendre des entiers impairs ℓ1, ..., ℓδ−1 ⩽ s tels
que tout ζ(ℓ) irrationnel soit l’un des ζ(ℓi). En particulier, tous les autres ζ(ℓ) sont rationnels,
nous notons Q un ppcm de leurs dénominateurs.

Par ce qui précède et le Résultat 3.2.1, nous obtenons une combinaison linéaire à coeffi-
cients entiers dans laquelle n’apparaît aucun des ζ(ℓi) en considérant ds+1

n Tn. On a de plus le
comportement asymptotique :

lim
n→+∞

(ds+1
n Tn)

1
n <

( e
4

)s+1
< 1.

Ainsi, la suite d’entiers (Qds+1
n Tn)n tend vers 0 sans s’annuler, ce qui est absurde. Il y a donc

au moins δ ⩾ 2(1−ε)
log(s)

log log(s) nombres irrationnels parmi ζ(3), ζ(5), ..., ζ(s).
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Remarque. Les zéros de la fraction rationnelle Rn que nous avons utilisée sont tous des élé-
ments de 1

D Z, D étant fixé. Dans [14], Lai et Yu utilisent une fraction rationnelle dont les
zéros peuvent avoir tous les dénominateurs D tels que φ(D) ⩽ B, où B est fixé et φ est
l’indicatrice d’Euler.

En réintroduisant le paramètre r de [2] et en l’optimisant ainsi que B, ils améliorent la
minoration asymptotique du Théorème 3.3.2 en (c− ε)

√
s

log(s) , où une expression explicite

de c ≃ 1.19 est donnée.

3.4 INTERPRÉTATION SOUS FORME D’UN PROBLÈME DE PADÉ

Nous posons ici un problème de Padé dont la solution fait naturellement apparaître la
fraction rationnelle (9). Le numérateur de celle-ci peut être découpé en trois parties :

→ Pour 0 ⩽ i ⩽ Dn− 1, les facteurs (t− n + i
D ) proviennent de conditions semblables à

(6)(i) paramétrées par k ∈ J1, DK.
→ Pour 2Dn + 1 ⩽ i ⩽ 3Dn, ils proviennent de conditions semblables à (6)(ii) paramé-

trées par k ∈ J1, DK.

→ Pour Dn ⩽ i ⩽ 2Dn, c’est très différent. Les facteurs (t − n + i
D ) avec i multiple

de D n’apparaissent pas réellement au numérateur, puisqu’ils se simplifient avec le
dénominateur. Pour trouver une condition faisant apparaître les autres, il nous faut
introduire la série bilatérale (qui n’est pas une série formelle au sens usuel)

Ψ(z, ℓ, δ) :=
+∞

∑
m=−∞

zm

(m + δ)ℓ
.

Remarquons que celle-ci a un sens analytique pour δ > 0, ℓ ⩾ 1 et |z| = 1, avec de
plus z ̸= 1 si ℓ = 1. Remarquons aussi que multiplier Ψ par un polynôme P en z a du
sens et résulte en une nouvelle série bilatérale dont les coefficients sont obtenus par
produit de Cauchy fini, car P ne fait apparaître qu’un nombre fini de puissances de z.
En revanche, la multiplication de deux telles séries par le produit de Cauchy n’est pas
définie en général.

Nous formulons le problème de Padé suivant :

Trouver des polynômes P0,n,k, P0,n,k, 1 ⩽ k ⩽ D, et Pℓ,n, 1 ⩽ ℓ ⩽ s dans Qn[X] tels que :



P0,n,k(z) +
s

∑
ℓ=1

Pℓ,n(z)
1
z

Φ
(1

z
, ℓ,

k
D

)
=

z→+∞
O(z−n−1) (ik), 1 ⩽ k ⩽ D,

P0,n,k(z) +
s

∑
ℓ=1

(−1)ℓPℓ,n(z)zΦ
(

z, ℓ,
k
D

)
=

z→0
O(z2n+1) (iik), 1 ⩽ k ⩽ D,

Le coefficient en zm de ∑s
ℓ=1(−1)ℓPℓ,n(z)Ψ(z, ℓ, k

D )
est nul pour 0 ⩽ m ⩽ n− 1. (iiik), 1 ⩽ k ⩽ D− 1,

s

∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1Pℓ,n(z)
logℓ−1(z)
(ℓ− 1)!

=
z→1

O((1− z)(s−3D+1)n+s−1) (iv).

(13)
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Ce problème comporte (n + 1)(s + 2D) variables et

(2n + 1)D + (2n + 1)D + n(D− 1) + (s− 3D + 1)n + s− 1 = (n + 1)(s + 2D)− 1

conditions linéaires, si bien qu’il existe des polynômes non tous nuls qui le résolvent. On
note pour 1 ⩽ ℓ ⩽ s :

Pℓ,n(z) =
n

∑
j=0

cj,l,nzj

et on définit la fraction rationnelle

Rn(t) :=
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,l,n

(t + j)ℓ
=:

Qn(t)
(t)s

n+1
.

P0,n,k n’intervient pas dans le calcul du coefficient en z−m de (13)(ik) pour m ⩾ 1. Celui-ci
s’écrit

s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,l,n

(m + j− 1 + k
D )ℓ

= Rn(m− 1 +
k
D
) =

Qn(m− 1 + k
D )

(m− 1 + k
D )s

n+1

.

Demander l’annulation de ce coefficient revient à demander (t − m + 1− k
D )|Qn. Ainsi, la

condition (ik) équivaut à (t− n + D−k
D )n|Qn. Le changement de variables k← D− k montre

que les conditions (ik) réunies pour 1 ⩽ k ⩽ D équivalent à

Dn−1

∏
i=0

(
t− n +

i
D

) ∣∣∣ Qn.

De manière très semblable, P0,n,k n’intervient pas dans le calcul du coefficient en zn+m de
(13)(iik) pour m ⩾ 1. Celui-ci s’écrit

s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,l,n

(−n−m + j + 1− k
D )ℓ

= Rn

(
− n−m + 1− k

D

)
.

Demander l’annulation de ce coefficient revient à demander (t + n + m− 1 + k
D )|Qn. Ainsi

la condition (iik) équivaut à (t + n + k
D )n|Qn. Réunies pour 1 ⩽ k ⩽ D, elles équivalent à

3Dn

∏
i=2Dn+1

(t− n +
i
D
)
∣∣∣ Qn.

Passons à la condition (iiik). Si nous utilisions à la place de Ψ une série formelle infinie
d’un seul côté, nous verrions apparaître des sommations incomplètes pour n grand comme
dans la preuve de [9, Lemme 2, p.1377]. Dans notre cas, peu importe à quel point n est grand,
le coefficient en zm de (iiik), m ∈ Z, s’écrit

s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

cj,l,n

(−m + j− k
D )ℓ

= Rn

(
−m− k

D

)
.

25



Demander l’annulation de ce coefficient revient à demander (t + m + k
D )|Qn. Ainsi la condi-

tion (iiik) équivaut à (t + k
D )n|Qn. Réunies pour 1 ⩽ k ⩽ D− 1, elles équivalent à

∏2Dn
i=Dn(t− n + i

D )

∏n
j=0(t + j)

∣∣∣∣∣ Qn.

Nous avons démontré que les trois premières conditions de (13) équivalent à la divisibi-
lité de Qn par le numérateur de (9). Nous montrons désormais que la quatrième condition
équivaut à deg Qn ⩽ (3D− 1)n. Cela implique que Rn est nécessairement donnée par (9) à
un scalaire près. En particulier, le problème de Padé admet une solution unique à un scalaire
près, et toutes ses conditions sont linéairement indépendantes.

Nous utilisons le développement asymptotique à l’infini

1
(t + j)ℓ

=
+∞

∑
m=0

(
m + ℓ− 1

m

)
(−j)m

tm+ℓ

pour obtenir

Rn(t) =
+∞

∑
q=1

rq

tq avec rq =
n

∑
j=0

min(s,q)

∑
ℓ=1

(−j)q−ℓ
(

q− 1
q− ℓ

)
cj,l,n.

Le dénominateur de Rn étant de degré s(n + 1), les équivalences suivantes deviennent
claires :

deg Qn ⩽ (3D− 1)n ⇐⇒ Rn(t) ∼
t→+∞

1
ta avec a ⩾ s(n + 1)− (3D− 1)n

⇐⇒ rq = 0 pour 1 ⩽ q ⩽ (s− 3D + 1)n + s− 1 (14)
⇐⇒ (13)(iv),

la dernière étant due au

Lemme 3.4.1. On a

T(z) :=
s

∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1Pl,n(z)
logℓ−1(z)
(ℓ− 1)!

= ∑
q⩾1

(−1)q−1rq
logq−1(z)
(q− 1)!

.

Démonstration.

T(ex) =
s

∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1Pℓ,n(ex)
xℓ−1

(ℓ− 1)!

=
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

(−1)ℓ−1cj,l,nejx xℓ−1

(ℓ− 1)!

=
s

∑
ℓ=1

n

∑
j=0

∑
m⩾0

(−1)ℓ−1cj,l,n
xℓ+m−1 jm

(l − 1)!m!

= ∑
q⩾1

xq−1

(q− 1)!

(
n

∑
j=0

min(s,q)

∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1
(

q− 1
ℓ− 1

)
jq−ℓcj,l,n

)
(q = ℓ+ m)

= ∑
q⩾1

(−1)q−1rq

(q− 1)!
xq−1. □
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4
GÉNÉRALISATION AUX VALEURS DE

FONCTIONS L AUX ENTIERS

Dans cette section, suivant Fischler dans [8], nous étendons le résultat de la section 2
aux fonctions L issues de fonctions périodiques, dont la fonction zêta de Riemann est un cas
particulier associé à la fonction constante 1.

Le mécanisme mis en jeu fait intervenir un problème de Padé généralisant (6), dont les
familles de fonctions que l’on combine linéairement sont solutions d’une même équation
différentielle linéaire. A la place du critère de Nesterenko, nous appliquons ici celui de Siegel
(Théorème A.2.2). Ainsi, nous ne construisons non plus une mais autant de combinaisons linéaires
que celles-ci ont de termes pour chaque n. Leurs coefficients forment alors une matrice carrée
dont il faut s’assurer qu’elle est inversible.

Nous introduisons dans le premier paragraphe un outil différentiel fondamental, le lemme
de Shidlovskii, que nous appliquons à titre d’exemple dans le deuxième paragraphe pour
obtenir une preuve alternative du Théorème 2.4.1 de Ball-Rivoal. Nous revenons au cas gé-
néral dans le troisième paragraphe, dans l’optique de démontrer le Théorème 4.3.1.

4.1 LE LEMME DE SHIDLOVSKII

Les versions des deux propositions que nous allons citer sont dues à Fischler et démon-
trées dans [8, §3]. Avant cela, nous devons donner un peu de contexte.

Définition 4.1.1. Soit σ ∈ C∪ {∞}. La classe de Nilsson au point σ est l’ensemble des fonc-
tions f définies (à une détermination du logarithme près) sur un domaine simplement connexe
contenant σ, et pouvant s’écrire comme une somme finie

f (z) = ∑
e∈C

∑
i∈N

ae,i fe,i(z)(z− σ)e log(z− σ)i,

où ae,i ∈ C et fe,i est holomorphe et non nulle en σ.
Par convention dans le cas σ = ∞, ”z−∞” est à comprendre comme 1

z .

Lorsque f n’est pas identiquement nulle, on peut définir son ordre en σ, noté ordσ( f ),
comme étant le minimum de {Re(e) | e ∈ C, ∃i ∈N, ae,i ̸= 0}.

Il est bien connu qu’un système différentiel Y′ = A(z)Y de dimension q admet une base
de solutions analytiques de dimension q au voisinage de tout point où A est analytique.

Nous allons être amenés à étudier de tels systèmes au voisinage d’un point singulier de
A. Pour cela nous suivons le chapitre 6 de [5]. Dans le cas où le point singulier n’est pas
trop irrégulier, on dispose d’une base de solutions locales que l’on peut décrire à l’aide de
fonctions de la classe de Nilsson :
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Définition 4.1.2. On considère un système différentiel (E) : Y′ = A(z)Y. Un point singulier
α de A est dit régulier du premier ordre si (E) peut s’écrire sous la forme

Y′ =
(

R
z− α

+ Ã(z)
)

Y,

où R ∈ Mq(C) et Ã est analytique en α.

Définition 4.1.3. Dans le contexte précédent, soient λ1, ..., λq les valeurs propres de R, appa-
raissant avec multiplicité.

On en forme une partition M1, ..., Mr en rassemblant les valeurs propres différant d’un
entier relatif. Pour j ∈ J1, rK, soit µj l’élément de Mj de partie réelle minimale.

Les µj sont appelés exposants du système différentiel (E) au point α. Leurs multiplicités
respectives sont mµj := #Mj.

Théorème 4.1.4. Soit α un point singulier régulier du premier ordre d’un système différentiel
(E) : Y′ = A(z)Y. Il existe au voisinage de α une base constituée de solutions de la forme

Y(z) = (t− α)µF(t)

où µ est un exposant de (E) et les coordonnées de F sont des polynômes de degré ⩽ mµ en
log |t− α| et à coefficients analytiques en z = α.
En particulier, toute solution de (E) au voisinage de α est dans la classe de Nilsson en α.

On se donne maintenant un entier positif q et une matrice carrée A ∈ Mq(C(z)) dont les
coefficients sont des fractions rationnelles en z.

On se donne de plus un entier positif n et des polynômes P1, ..., Pq ∈ C[z] de degré ⩽ n.
Nous considérons l’équation différentielle linéaire Y′ = AY. À chacune de ses solutions

Y = t(y1, ..., yq) nous associons un reste

Sn(Y)(z) :=
q

∑
ℓ=1

Pℓ(z)yℓ(z). (15)

On s’intéresse à un ensemble fini Σ de points σ ∈ C ∪ {∞}. Pour chacun d’entre eux, on
considère une famille de solutions (Yi)i∈Iσ

de Y′ = AY telle que les Sn(Yi), i ∈ Iσ, soient
dans la classe de Nilsson en σ et linéairement indépendants sur C.

Enfin, nous définissons par récurrence les fractions rationnelles Pℓ,k parP1,1
...

Pq,1

 =

P1
...

Pq

 ,

P1,k+1
...

Pq,k+1

 =

(
d
dz

Iq +
t A
)P1,k

...
Pq,k

 , (16)
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de façon à obtenir exactement les coefficients qui apparaissent lorsqu’on dérive (15) :

Sn(Y)(k−1)(z) =
q

∑
ℓ=1

Pℓ,k(z)yℓ(z).

Dans ce cadre, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.1.5. Il existe une constante positive c1, ne dépendant que de A et de Σ, possédant
la propriété suivante :

S’il existe τ ∈K−∞, n− c1K tel que

(n + 1)q−
(

∑
σ∈Σ

∑
i∈Iσ

ordσ(Sn(Yi)) + n#I∞

)
⩽ τ, (17)

alors le déterminant de la matrice (Pℓ,k(z))1⩽ℓ,k⩽q n’est pas identiquement nul.

Par la suite, nous aurons besoin de minorer le rang d’une telle matrice après l’avoir spécia-
lisée en un point α du plan complexe. A cet effet, nous disposons de la

Proposition 4.1.6. Il existe une constante positive c2, ne dépendant que de A et de Σ, possédant
la propriété suivante :

Si α ∈ C est tel que :

(i) Si α est une singularité du système différentiel Y′ = AY, elle est régulière du premier
ordre, et tous les exposants non nuls en α ont une partie réelle strictement positive,

(ii) L’équation (17) est vérifiée pour un τ ∈K−∞, n− c1K,

(iii) Toutes les fractions rationnelles Pℓ,k, 1 ⩽ ℓ ⩽ q, 1 ⩽ k ⩽ c2 + τ sont holomorphes en α,

alors la matrice (Pℓ,k(α))1⩽ℓ⩽q, 1⩽k⩽c2+τ−1 est de rang au moins q− #Iα.

4.2 UNE NOUVELLE PREUVE DU THÉORÈME DE BALL-RIVOAL

Nous rappelons le problème de Padé considéré dans la section 2 :

Trouver des polynômes P0,n, P0,n, Pℓ,n ∈ Q[X] de degré ⩽ n tels que :



P0,n(z) +
s

∑
ℓ=1

Pℓ,n(z)Liℓ(1/z) =
z→+∞

O(z−rn−1) (i),

P0,n(z) +
s

∑
ℓ=1

(−1)ℓPℓ,n(z)Liℓ(z) =
z→0

O(zn+rn+1) (ii),

s

∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1Pℓ,n(z)
logℓ−1(z)
(ℓ− 1)!

=
z→1

O((1− z)(s−2r)n+s−1) (iii).

(18)
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Comme précédemment, nous considérons la fraction rationnelle

Rn(t) := n!s−2r (t− rn)rn(t + n + 1)rn

(t)s
n+1

,

de sorte que les lignes (i) et (ii) soient respectivement données par

Sn,∞(z) :=
+∞

∑
m=1

Rn(m)z−m et Sn,0(z) :=
+∞

∑
m=n+1

Rn(−m)zm.

À ce stade, il nous faut remarquer que les trois familles

Y∞(z) = t(1, 0, Li1(1/z), Li2(1/z), . . . , Lis(1/z)),

Y0(z) =
t(0, 1,−Li1(z), Li2(z), . . . , (−1)sLis(z)), (19)

Y1(z) =
t(0, 0, 1,− log(z),

log(z)2

2
, ..., (−1)s−1 log(z)s−1

(s− 1)!
),

dont on effectue des combinaisons linéaires dans (18), sont solutions d’une même équation
différentielle linéaire Y′ = A(z)Y avec

A(z) :=



0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0
1

z(1−z)
−1
1−z 0 0 . . . 0 0

0 0 −1
z 0 . . . 0 0

0 0 0 −1
z . . . 0 0

...
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 0 . . . −1

z 0


.

Notre première preuve consistait à construire une combinaison linéaire de 1, ζ(2), ..., ζ(s)
à partir des Sn,∞(1) pour tout n pair, puis à exploiter une symétrie dans le numérateur de
Rn pour supprimer les valeurs de zêta aux entiers pairs.

Ici, nous allons créer plusieurs combinaisons linéaires pour chaque n à l’aide des dé-
rivées successives S(k−1)

n,∞ et S(k−1)
n,0 pour k ∈ J1, (s − 2r)n + s − 1K. Les familles (19) étant

solution de Y′ = AY, ces dérivées successives forment encore des combinaisons linéaires en
les polylogarithmes, bien que les coefficients ne soient plus nécessairement des polynômes :

S(k−1)
n,∞ (z) = P0,n,k(z) +

s

∑
ℓ=1

Pℓ,n,k(z)Liℓ(1/z),

S(k−1)
n,0 (z) = P0,n,k(z) +

s

∑
ℓ=1

(−1)ℓPℓ,n,k(z)Liℓ(z),

où t(P0,n,k, P0,n,k, P1,n,k, . . . , Ps,n,k) est défini par la récurrence (16), qui se réécrit :

P0,n,1 = P0,n, P0,n,k+1(z) = P′0,n,k(z) +
1

z(1− z)
P1,n,k(z),

P0,n,1 = P0,n, P0,n,k+1(z) = P′0,n,k(z)−
1

1− z
P1,n,k(z), (20)

Pℓ,n,1 = Pℓ,n, Pℓ,n,k+1(z) = P′ℓ,n,k(z)−
1
z

Pℓ+1,n,k(z), (1 ⩽ ℓ ⩽ s),
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avec la convention Ps+1,n,k = 0 quel que soit k.

Malheureusement, l’astuce de symétrie de s’applique plus à S(k−1)
n,∞ et S(k−1)

n,0 . À la place,
nous supprimons les valeurs de zêta aux entiers pairs par combinaison en posant 4 :

Λn,k : = S(k−1)
n,0 (1)− S(k−1)

n,∞ (1)

= ps+1,n,k +
s

∑
ℓ=3

ℓ impair

pℓ,n,kζ(ℓ),

où les coefficients ps+1,n,k = P0,n,k(1)− P0,n,k(1) et pℓ,n,k = 2Pℓ,n,k(1) sont rationnels.
Prenons maintenant c2 comme dans la Proposition 4.1.6. Quitte à l’agrandir, on peut

supposer c2 ⩾ s. Nous ne considérons désormais plus que les n assez grand pour que (s−
2r)n + s− 1 ⩾ c2.

En bornant k par la constante c2 qui ne dépend pas de n, les majorations des coefficients
|pℓ,n,k|, de leurs dénominateurs et des combinaisons linéaires |Λn,k| sont essentiellement les
mêmes que dans la section 2. Ainsi, il ne reste plus qu’à s’assurer que la matrice (pℓ,n,k)2⩽ℓ⩽s+1, 1⩽k⩽c2
est de rang maximal s pour pouvoir appliquer le critère de Siegel (Théorème A.2.2) et conclure.

À cet effet, nous vérifions que les hypothèses de la Proposition 4.1.6 sont satisfaites au
point α = 1.

(i) Puisque 1
z = ∑m⩾0(−1)m(z− 1)m, le système différentiel Y′ = A(z)Y peut se réécrire

Y′ =
(

R
z− 1

+ Ã(z)
)

Y, avec R =



0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
−1 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0
... 0


et Ã analytique en z = 1. La seule valeur propre de R est 0, avec multiplicité s + 2. Le
seul exposant du système différentiel Y′ = A(z)Y est donc 0, avec multiplicité s + 2.

(ii) Avec les notations du paragraphe précédent, nous avons Sn(Y∞) = Sn,∞ et Sn(Y0) =
Sn,0. Puisque ces séries émergent du problème de Padé (18), on constate immédiate-
ment

ord∞(Sn(Y∞)) ⩾ rn + 1 et ord0(Sn(Y0)) ⩾ (r + 1)n + 1.

De même, Sn(Y1) est la troisième ligne de (18) et à ce titre,

ord1(Sn(Y1)) ⩾ (s− 2r)n + s− 1.

Ainsi, l’équation (17) est vérifiée avec τ = 1, qui correspond exactement à la différence
entre le nombres d’inconnues et le nombre d’équations du problème de Padé.

4. Voir les détails dans le cas général au (26) pour s’assurer que P1,n,k(1) est nul pour tout k ⩽ (s− 2r)n +
s− 1, ce qui légitime l’évaluation en 1.
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(iii) Enfin, les Pℓ,n,k étant des fractions rationnelles, il nous suffit de s’assurer qu’elles n’ont
pas de pôle en α = 1 pour affirmer qu’elles y sont holomorphes. En vertu de la récur-
rence (20), seuls P0,n,k et P0,n,k sont susceptibles d’avoir un pôle en 1. Mais les fractions
rationnelles (−1)k−1(m)k−1Rn(m) et (−1)k−1(−m)k−1Rn(−m) qui apparaissent dans
les séries S(k−1)

n,∞ (z) et S(k−1)
n,0 (z) sont de degré (2r − s)n − s + k − 1 en m. Ces séries

convergent en z = 1 si et seulement si ce degré est ⩽ −2, de sorte que :

Pour k ⩽ (s− 2r)n + s− 1, Sn,∞(z) et Sn,0(z) ont des limites finies quand z→ 1.
(21)

Cela prouve que 1 n’est pas un pôle de P0,n,k, ni de P0,n,k.

Pour tout n assez grand pour vérifier (s− 2r)n+ s− 1 ⩾ c2, la Proposition 4.1.6 affirme alors
que la matrice 

P0,n,1(1) P0,n,2(1) . . . P0,n,c2(1)
P0,n,1(1) P0,n,2(1) . . . P0,n,c2(1)
P1,n,1(1) P1,n,2(1) . . . P1,n,c2(1)

...
... . . . ...

Ps,n,1(1) Ps,n,2(1)) . . . Ps,n,c2(1)


est de rang au moins s + 1.

Mais (21) impose P1,n,k(1) = 0 pour compenser la divergence logarithmique de Li1. Ainsi,
la troisième ligne de cette matrice est nulle et la matrice est de rang exactement s + 1. On en
déduit immédiatement que (pℓ,n,k)2⩽ℓ⩽s+1, 1⩽k⩽c2 est de rang s, ce qui conclut.

Remarque. La condition

(i′) Le système différentiel Y′ = AY possède une base de solutions locales en α, dont les
coordonnées sont dans C[log(z− α)][[(z− α)r]]

pour un rationnel r traduit le fait que tous les exposants de Y′ = AY en α sont des multiples
de r. En particulier, elle implique la condition (i) de la Proposition 4.1.6.

Dans notre cas, cette condition (i′) est vérifiée pour r = 1. En effet, en plus des 3 solutions
de (19), le système différentiel Y′ = AY possède une solution

Y[j]
1 = t(0, ..., 0, 1,− log(z), ..., (−1)s−j log(z)s−j

(s− j)!
)

avec j + 1 zéros au début, pour chaque j ∈ J2, sK.
Nous disposons ainsi de s + 2 solutions linéairement indépendantes de Y′ = AY, c’est à

dire d’une base de solutions.
De

log(z) = ∑
m⩾1

(−1)m+1(z− 1)m

m
et

1
z
= ∑

m⩾0
(−1)m(z− 1)m,

on déduit que les coefficients des Y{j}
1 sont dans C[log(z− 1)][[(z− 1)]] pour 1 ⩽ j ⩽ s.

Pour le cas de Y∞, on utilise l’égalité

Li1(1/z) = − log
(

1− 1
z

)
= − log(z− 1) + ∑

m⩾1

(−1)m+1(z− 1)m

m
,
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puis les relations de récurrence d
dzLiℓ+1(

1
z ) = −1

z Liℓ(1
z ), une primitive de log(z− 1) sur un

ouvert simplement connexe étant donnée par (z− 1) log(z− 1) + (z− 1).
Enfin, le cas de Y0 se déduit de tout ce qui précède et de la relation d’inversion [15, (5)

p.51].

4.3 LE CAS GÉNÉRAL

Nous démontrons dans ce paragraphe le théorème suivant :

Théorème 4.3.1. (Fischler, 2018)

Soient N ⩾ 1 un entier et f : N → C une fonction arithmétique N-périodique. On définit
pour tout entier ℓ ⩾ 2 :

ξℓ :=
+∞

∑
m=1

f (m)

mℓ
.

Soit p ∈ {0, 1}. Alors pour tout ε > 0, il existe sε ⩾ 3 tel que pour tout entier s ⩾ sε de parité
p :

dimQVectQ{ξℓ | 2 ⩽ ℓ ⩽ s, ℓ ≡ p[2] } ⩾ 1− ε

N + log(2)
log(s).

Nous fixons dès maintenant N, f et p comme dans l’énoncé. Nous prenons de plus un
entier s ⩾ 3 de parité p, et un paramètre entier r < s

2N comme dans la section 2. Nous allons
construire pour chaque multiple n de N une combinaison linéaire des s + N − 1 réels

{
ξ ′ℓ := 2(−1)pξℓ si ℓ ≡ p [2]
ξ ′ℓ := 0 si ℓ ̸≡ p [2]

(2 ⩽ ℓ ⩽ s), ξ ′s+1+i := f (i) (0 ⩽ i ⩽ N − 1).

Le Q-espace vectoriel engendré par ces réels est de dimension au plus N de plus que
VectQ{ξℓ | ℓ ≡ p [2]}. Nous allons appliquer le critère de Siegel pour minorer sa dimension
par 1+o(1)

N+log(2) log(s), où o(1) est une suite qui dépend de N, s et r et qui tend vers 0 lorsque
s → +∞. La même minoration sera alors valable pour dimQVectQ{ξℓ | ℓ ≡ p [2]}, puisqu’à
N fixé, N = o(log(s)).

4.3.1 • CONSTRUCTION DE COMBINAISONS LINÉAIRES

Considérons pour chaque multiple n de N la fraction rationnelle

Rn(t) :=
( n

N

)
!s−2rN (t− rn)rn(t + n + 1)rn

∏n/N
j=0 (t + Nj)s

.
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Exemple 4.3.2. Pour N = 2, s = 9, r = 1, n = 6, on a

Rn(t) = 65 (t− 6)(t− 5)(t− 4)(t− 3)(t− 2)(t− 1) · (t + 7)(t + 8)(t + 9)(t + 10)(t + 11)(t + 12)
t9(t + 2)9(t + 4)9(t + 6)9 .

On écrit la décomposition en éléments simples de Rn :

Rn(t) =:
n/N

∑
j=0

s

∑
ℓ=1

cj,l,n

(t + Nj)ℓ
.

Cette fraction rationnelle est de degré 2rn − s( n
N + 1) ⩽ −2, car r < s

2N . Ceci assure la
convergence, pour |z| ⩾ 1 et |z| ⩽ 1 respectivement, des deux séries

Sn,∞(z) :=
+∞

∑
m=1

Rn(m)z−m et Sn,0(z) :=
+∞

∑
m=n+1

Rn(−m)zm. (22)

Le même calcul qu’à la section 2 (p. 11) montre qu’il s’agit de combinaisons linéaires en
les polylogarithmes :

Sn,∞(z) = P0,n(z) +
s

∑
ℓ=1

Pℓ,n(z)Liℓ(1/z),

Sn,0(z) = P0,n(z) +
s

∑
ℓ=1

(−1)ℓPℓ,n(z)Liℓ(z),
(23)

dont les coefficients sont les polynômes

P0,n(z) = −
s

∑
ℓ=1

n/N

∑
j=0

cj,l,n

Nj

∑
m=1

zNj−m

mℓ
, P0,n(z) = −

s

∑
ℓ=1

n/N

∑
j=0

(−1)ℓcj,l,n

n−Nj

∑
m=1

zNj+m

mℓ
,

et Pℓ,n =
n/N

∑
j=0

cj,l,nzNj, (1 ⩽ ℓ ⩽ n).

En dérivant k− 1 fois, on obtient pour |z| > 1 et |z| < 1 respectivement :

S(k−1)
n,∞ (z) = P0,n,k(z) +

s

∑
ℓ=1

Pℓ,n,k(z)Liℓ(1/z),

S(k−1)
n,0 (z) = P0,n,k(z) +

s

∑
ℓ=1

(−1)ℓPℓ,n,k(z)Liℓ(z),
(24)

où les fractions rationnelles P0,n,k, P0,n,k, Pℓ,n,k sont définies par les relations de récurrences

P0,n,1 = P0,n, P0,n,k+1(z) = P′0,n,k(z) +
1

z(1− z)
P1,n,k(z),

P0,n,1 = P0,n, P0,n,k+1(z) = P′0,n,k(z)−
1

1− z
P1,n,k(z), (25)

Pℓ,n,1 = Pℓ,n, Pℓ,n,k+1(z) = P′ℓ,n,k(z)−
1
z

Pℓ+1,n,k(z), (1 ⩽ ℓ ⩽ s).
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Ces fractions rationnelles sont toutes holomorphes en z = 1 si k est assez petit. En ef-
fet, en dérivant (22) k− 1 fois, on voit apparaître dans les sommes les fraction rationnelles
(−1)k−1(−m)k−1Rn(−m) et (−1)k−1(m)k−1Rn(m), qui sont de degré 2rn− s( n

N + 1) + k− 1

en m. Ainsi, pour k ⩽ ( s
N − 2r)n + s− 1, S(k−1)

n,∞ et S(k−1)
n,0 convergent pour |z| = 1.

Au vu de (23) et (25), les seules divergences possibles en z = 1 sont

→ Une divergence polynomiale si P0,n,k ou P0,n,k a un pôle,

→ Une divergence logarithmique due à Li1 si P1,n,k(1) n’est pas nul.

Puisque S(k−1)
n,∞ et S(k−1)

n,0 ont des limites finies en z = 1 et que des divergences polynomiales
et logarithmiques ne peuvent se compenser, on en déduit que ni l’une ni l’autre n’ont lieu :

Pour 1 ⩽ k ⩽
( s

N
− 2r

)
n + s− 1,

{
P0,n,k et P0,n,k sont holomorphes en z = 1,
P1,n,k(1) = 0.

(26)

En particulier, le seul pôle possible pour les P0,n,k, P0,n,k, Pℓ,n,k est 0. Ce sont donc des poly-
nômes de Laurent en z, ie des éléments de Q[z±1].

Nous fixons désormais une racine N-ième de l’unité primitive ω. On remarque par une
récurrence immédiate que zk−1Pℓ,n,k est dans Q[z±N] pour tout 1 ⩽ ℓ ⩽ s, si bien qu’évaluer
cette fraction rationnelle en n’importe quelle puissance de ω donne la même valeur. Nous
décomposons P0,n,k et P0,n,k en termes ayant la même propriété en écrivant

zk−1P0,n,k(z) =:
N

∑
i=1

ziP<i>
0,n,k(z) et zk−1P0,n,k(z) =:

N

∑
i=1

ziP<i>
0,n,k(z) (27)

avec P<i>
0,n,k , P<i>

0,n,k ∈ Q[z±N].
Nous définissons enfin pour 1 ⩽ h ⩽ N les coefficients

f̂ (h) :=
1
N

N

∑
q=1

f (q)ω−hq.

Lemme 4.3.3. (Formule d’inversion)

(i) Pour tout i ∈N, on a
N

∑
h=1

f̂ (h)ωhi = f (i) (formule d’inversion)

(ii) Pour tout 2 ⩽ ℓ ⩽ s, on a
N

∑
h=1

f̂ (h)Liℓ(ω
h) = ξℓ

Démonstration.

N

∑
h=1

f̂ (h)ωhi =
1
N

N

∑
h=1

N

∑
q=1

f (q)ω−h(q−i)

= f (m) +
1
N ∑

q=1
q ̸≡i [N]

f (q)

(
N

∑
h=1

ω−h(q−i)

)
.
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On obtient (i) car pour q ̸≡ i [N], la somme intérieure sur h est nulle : elle somme le même
nombre de fois chaque racine N

pgcd(N,q−i) -ème de l’unité.
Le point (ii) en découle :

N

∑
h=1

f̂ (h)Liℓ(ω
h) =

N

∑
h=1

f̂ (h)

(
+∞

∑
m=1

ωhm

mℓ

)

=
+∞

∑
m=1

1
mℓ

(
N

∑
h=1

f̂ (h)ωhm

)

=
+∞

∑
m=1

f (m)

mℓ
.

Nous disposons de tous les éléments pour effectuer la combinaison linéaire

Λn,k :=
N

∑
h=1

f̂ (h)
(

ωh(k−1)S(k−1)
n,0 (ωh) + (−1)pω−h(k−1)S(k−1)

n,∞ (ω−h)

)
.

Les polynômes de Laurent P<i>
0,n,k , P<i>

0,n,k et zk−1Pℓ,n,k ne dépendant que de la puissance
N-ième du point où on les évalue, on voit à l’aide du Lemme 4.3.3 que

Λn,k =
N

∑
i=1

(( N

∑
h=1

f̂ (h)ωhi
)

P<i>
0,n,k(1) + (−1)p

( N

∑
h=1

f̂ (h)ω−hi
)

P<i>
0,n,k(1)

)

+
s

∑
ℓ=2

1k−1Pℓ,n,k(1)
( N

∑
h=1

f̂ (h)Liℓ(ω
h)
(
(−1)ℓ + (−1)p))

=
N

∑
i=1

(
P<i>

0,n,k(1) + (−1)pP<N−i>
0,n,k (1)

)
f (i) + 2(−1)p

s

∑
ℓ=2

Pℓ,n,k(1)δℓ≡p [2]ξℓ,

avec la convention P<0>
0,n,k = P<N>

0,n,k . Finalement, en posant

pℓ,n,k = Pℓ,n,k(1), (2 ⩽ ℓ ⩽ s)

et ps+i,n,k = P<i>
0,n,k(1) + (−1)pP<N−i>

0,n,k (1), (1 ⩽ i ⩽ N), (28)

on obtient le

Résultat 4.3.4. On a pour tout multiple n de N et tout k ⩽ ( s
N − 2r)n + s− 1 :

Λn,k =
s+N

∑
ℓ=2

pℓ,n,kξ ′ℓ,

avec pℓ,n,k ∈ Q, (2 ⩽ ℓ ⩽ s + N).
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4.3.2 • INVERSIBILITÉ DE LA MATRICE DES COEFFICIENTS

Dans le paragraphe précédent, nous avons en fait mis la main sur une solution d’un
problème de Padé. Dans ce paragraphe, nous l’exhibons, puis nous tirons parti de ce fait
pour appliquer le lemme de Shidlovskii (Proposition 4.1.6) et obtenir le

Résultat 4.3.5. Il existe une constante positive c2 ne dépendant que de N et s telle que :

Pour tout n assez grand pour que ( s
N − 2r)n + s− 1 ⩾ c2, il existe des indices

k2, ..., ks+N ∈ J1, c2K (dépendant de N, s, r et n) tels que la matrice (pℓ,n,kj)2⩽ℓ,j⩽s+N soit
inversible.

On rappelle que ω est une racine N-ième de l’unité primitive et que les Pℓ,n sont dans
C[zN], de sorte que Pℓ,n(ω

hz) = Pℓ,n(z) pour tout h ∈ Z. En posant P{h}0,n (z) := P0,n(ω
hz) et

P{h}0,n (z) := P0,n(ω
hz), on déduit de (22) et (23) les annulations suivantes pour 1 ⩽ h ⩽ N,

Rn(t) ayant pour racines les entiers de −(r + 1)n à rn :

Sn,∞,h(z) := Sn,0(ω
hz) = P{h}0,n (z) +

s

∑
ℓ=1

Pℓ,n(z)Liℓ(
1

ωhz
) =

n→+∞
O(z−rn−1) (ih),

Sn,0,h(z) := Sn,∞(ωhz) = P{h}0,n (z) +
s

∑
ℓ=1

(−1)ℓPℓ,n(z)Liℓ(ω
hz) =

z→0
O(z(r+1)n+1) (iih).

Le même raisonnement que pour les équivalences (14) donne, mutatis mutandis :

s

∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1Pℓ,n(z)
logℓ−1(z)
(ℓ− 1)!

=
z→1

O((z− 1)(
s
N−2r)n+s−1).

Puisque Pℓ,n(ω
−hz) = Pℓ,n(z), on en déduit pour tout 1 ⩽ h ⩽ N :

Sn,ωh(z) :=
s

∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1Pℓ,n(z)
logℓ−1(ω−hz)

(ℓ− 1)!
=

z→ωh
O((z−ωh)(

s
N−2r)n+s−1) (iiih).

Les conditions (ih), (iih) et (iiih) réunies pour 1 ⩽ h ⩽ N forment un problème de Padé
à (n + 1)(s + 2N) variables et (s + 2N)n + (s + 1)N conditions linéaires. La différence entre
ces deux quantités vaut donc τ := N − s(N − 1). Pour N = 1, τ = 1 et on retrouve par
exemple le cas de la fonction zêta de Riemann avec f = 1 traité plus haut. Pour N ⩾ 2, τ est
strictement négatif : il y a plus de conditions que d’inconnues. Cela ne pose aucun problème
car nous disposons déjà d’une solution. Cela implique en particulier que certaines de ces
conditions linéaires sont redondantes.

On pose maintenant q = s + 2N et on considère la matrice de Mq(C) dont les coefficients
non nuls sont donnés par 

A2N+1,h = 1
z(1−ωhz) (1 ⩽ h ⩽ N),

A2N+1,N+i =
ωh

ωhz−1 (1 ⩽ h ⩽ N),
Aℓ,ℓ−1 = −1

z (2 ⩽ ℓ ⩽ s),
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A =



0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0
... . . . ...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

...
0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0
1

z(1−ωz) . . . 1
z(1−ωNz)

ω
ωz−1 . . . ωN

ωNz−1 0 0 . . . 0 0 0

0 . . . 0 0 . . . 0 −1
z 0 . . . 0 0 0

0 . . . 0 0 . . . 0 0 −1
z . . . 0 0 0

... . . . ...
... . . . ...

...
... . . . ...

...
...

0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . −1
z 0 0

0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 −1
z 0


.

D’une part, évaluer (24) en ωhz donne 5

S(k−1)
n,∞,h (z) = ωh(k−1)P0,n,k(ω

hz) +
s

∑
ℓ=1

Pℓ,n,k(z)Liℓ(
1

ωhz
),

S(k−1)
n,0,h (z) = ωh(k−1)P0,n,k(ω

hz) +
s

∑
ℓ=1

(−1)ℓPℓ,n,k(z)Liℓ(ω
hz),

de sorte qu’il est naturel de considérer

P{h}0,n,k := ωh(k−1)P0,n,k(ω
hz) et P{h}0,n,k := ωh(k−1)P0,n,k(ω

hz), (1 ⩽ h ⩽ N).

Or la relation (25) évaluée en ωhz donne exactement

Pk+1 =

(
d
dz

Is+2N + t A
)

Pk, (29)

où Pk =
t(P{1}0,n,k , ..., P{N}

0,n,k , P{1}0,n,k , ..., P{N}
0,n,k , P1,n,k , ..., Ps,n,k).

D’autre part, nous disposons pour chaque h ∈ J1, NK des solutions suivantes du système
différentiel linéaire Y′ = AY :

Y∞,h(z) =
t(0, ..., 0, 1, 0, ..., 0, Li1(

1
ωhz

), Li2(
1

ωhz
), ..., Lis(

1
ωhz

)) (1 en h-ième position),

Y0,h(z) =
t(0, ..., 0, 1, 0, ..., 0,−Li1(ωhz), Li2(ωhz), ..., (−1)sLis(ω

hz)) (en (N + h)-ième ici),

Y1,h(z) =
t(0, ..., 0, 0, ..., 0, 1,− log(ω−hz),

log2(ω−hz)
2

, ..., (−1)s−1 logs−1(ω−hz)
(s− 1)!

).

On pose Σ := {∞, 0} ∪ {ωh | 1 ⩽ h ⩽ N}, puis I∞ := {(∞, 1), ..., (∞, N)}, I0 =
{(0, 1), ..., (0, N)} et Iωh := {ωh} pour 1 ⩽ h ⩽ N. On a donc Sn(Yi)(z) = Sn,i(z) pour
tout σ ∈ Σ et tout i ∈ Iσ. Pour σ ∈ {∞, 0}, l’indépendance linéaire sur C de (Sn,i)i∈Iσ

est une
conséquence directe du

5. Garder en tête les égalités dk−1

dzk−1 (Sn,0,h(z)) = ωh(k−1)S(k−1)
0,n (ωhz) et ωh(k−1)Pℓ,n,k(ω

hz) = Pℓ,n,k(z).
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Lemme 4.3.6. Les fonctions 1 et z 7→ Liℓ(ωhz), pour ℓ ⩾ 1 et 1 ⩽ h ⩽ N, sont linéairement
indépendantes sur C(z).

Ce lemme découle des relations de monodromie satisfaites par ces polylogarithmes, dé-
crites dans [15, Proposition 1, p.53].

Nous prenons c2 comme dans la Proposition 4.1.6. Quitte à l’agrandir, nous supposons
c2 ⩾ s + N. Nous ne considérons désormais plus que les n assez grands pour que ( s

N −
2r)n + s − 1 ⩾ c2. Vérifions que les hypothèses de la Proposition 4.1.6 sont satisfaites en
α = 1 :
(i) La matrice A(z) peut s’écrire R

z−1 + Ã(z) où Ã est analytique en z = 1. La matrice R n’a
que des coefficients nuls, sauf un −1 et un 1, aux emplacements respectifs de 1

z(1−ωNz)

et ωN

ωNz−1 dans A. Ceux-ci étant situés strictement sous la diagonale, R est nilpotente
et n’admet que 0 comme valeur propre, avec multiplicité s + 2N. Le seul exposant du
système différentiel Y′ = AY est donc 0.

(ii) Les majorations suivantes pour 1 ⩽ h ⩽ N découlent respectivement des conditions
(ih), (iih) et (iiih) de notre problème de Padé :

ord∞(Sn(Y∞,h)) ⩾ rn + 1,
ord0(Sn(Y0,h)) ⩾ (r + 1)n + 1,

ordωh(Sn(Yωh)) ⩾
( s

N
− 2r

)
n + s− 1.

Par conséquent, l’équation (17) est vérifiée pour τ = N− s(N− 1) ⩽ 1, qui correspond
à la différence entre le nombre de conditions et de variables du problème de Padé.

(iii) Puisque les coordonnées de P0 sont des polynômes, la relation (29) montre que seuls

les P{N}
0,n,k et P{N}

0,n,k peuvent avoir des pôles en z = 1. Puisque nous avons exclu ceci en

(26), toutes les fractions rationnelles P{h}0,n,k, P{h}0,n,k et Pℓ,n,k sont holomorphes en z = 1.
La Proposition 4.1.6 affirme alors qu’il existe q − #I1 = s + 2N − 1 indices 1 ⩽ k1 < ... <
ks+2N−1 ⩽ c2 + τ − 1 ⩽ c2 tels que la matrice qui a pour colonnes les Pkℓ(1), 1 ⩽ ℓ ⩽ s + 2N
soit de rang au moins s + 2N − 1.

Mais d’après (26), P1,n,k(1) = 0 pour tout k ⩽ c2, si bien qu’en supprimant la ligne
correspondante on obtient la matrice inversible

G :=



P{1}0,n,k1
(1) . . . . . . . . . . . . P{1}0,n,ks+2N−1

(1)
...

...
P{N}

0,n,k1
(1) . . . . . . . . . . . . P{N}

0,n,ks+2N−1
(1)

P{1}0,n,k1
(1) . . . . . . . . . . . . P{1}0,n,ks+2N−1

(1)
...

...

P{N}
0,n,k1

(1) . . . . . . . . . . . . P{N}
0,n,ks+2N−1

(1)
P2,n,k1(1) . . . . . . . . . . . . P2,n,ks+2N−1(1)

...
...

Ps,n,k1(1) . . . . . . . . . . . . Ps,n,ks+2N−1(1)



∈ GLs+2N−1(C).
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Nous pouvons reconstruire la matrice (pℓ,n,kj)2⩽ℓ,j⩽s+N à partir de G. En effet, les rela-
tions (27) évaluées en ωh donnent pour 1 ⩽ h ⩽ N :

P{h}0,n,k(1) =
N

∑
i=1

ωhiP<i>
0,n,k(1),

P{h}0,n,k(1) =
N

∑
i=1

ωhiP<i>
0,n,k(1).

Selon le même principe que la formule d’inversion (Lemme 4.3.3), ces relations impliquent
pour 1 ⩽ i ⩽ N :

P<i>
0,n,k(1) =

1
N

N

∑
h=1

ω−hiP{h}0,n,k(1),

P<i>
0,n,k(1) =

1
N

N

∑
h=1

ω−hiP{h}0,n,k(1).

En vertu de (28), nous pouvons considérer la matrice M ∈ Ms+N−1,s+2N−1 de rang s +
N − 1 dont les coefficients non nuls sont donnés par

Mℓ,ℓ = 1 (1 ⩽ ℓ ⩽ s− 1),
Ms+i,s+h = ω−hi

N (1 ⩽ i, h ⩽ N),

Ms+N+i,s+h = (−1)p ω−h(N−i)

N (1 ⩽ i, h ⩽ N),

et obtenir l’égalité MG = (pℓ,n,kj)2⩽ℓ⩽s+N, 2⩽j⩽s+2N. Cette dernière matrice est donc de rang
s + N− 1. Nous pouvons en extraire s + N− 1 colonnes linéairement indépendantes. Quitte
à les permuter, supposons qu’il s’agit de celles d’indice k2 à ks+N. La matrice (pℓ,n,kj)2⩽ℓ,j⩽s+N
est alors inversible, ce qui conclut.
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4.3.3 • CONCLUSION

Les résultats arithmétiques et asymptotiques suivants sont donnés dans [8, Proposition
4.4] :

Résultat 4.3.7. On pose δn := (N1+ n
N dn)s. Alors pour tout multiple n de N et tout k ⩽

( s
N − 2r)n + s− 1 :

(i) Pour tout ℓ ∈ J1, s + NK, pℓ,n,k ∈ 1
δn

Z.

(ii) Les combinaisons linéaires sont majorées par∣∣∣∣∣s+N

∑
ℓ=2

δn pℓ,n,kξ ′ℓ

∣∣∣∣∣ ⩽ αn+o(n) avec α :=
es4

s
N−r(N + 1)2r+2

r
s
N−4r+2

.

(iii) Les coefficients sont majorés par

max
1⩽ℓ⩽s+N

|δn pℓ,n,k| ⩽ βn+o(n) avec β := (2eN)s/N(rN + 1)2r+2.

Par le Résultat 4.3.4, nous disposons pour chaque multiple n de N et chaque k ⩽ ( s
N −

2r)n + s− 1 d’une combinaison linéaire

Λn,k =
s+N

∑
ℓ=2

pℓ,n,kξ ′ℓ.

Par le Résultat 4.3.5, nous trouvons une constante c2 indépendante de n telle que pour tout
multiple n de N, il existe des indices 1 ⩽ k(n)2 < ... < k(n)s+N ⩽ c2 tels que la matrice
(pℓ,n,kj)2⩽ℓ,j⩽s+N soit inversible.

Enfin, d’après le Résultat 4.3.7, nous pouvons appliquer le critère de Siegel (Théorème A.2.2)
aux combinaisons linéaires δnΛ

n,k(n)j
de coefficients δn p

ℓ,n,k(n)j
pour obtenir la minoration 6 :

dimQ VectQ{ξ ′ℓ | 2 ⩽ ℓ ⩽ s + N}

⩾ 1−
s + 2( s

N − r) log(2) + (2r + 2) log(N)− ( s
N − 4r + 2) log(r)

s
N (log(2) + N) + (2r + 2) log(rN + 1)

.

Nous choisissons maintenant r comme étant l’entier le plus proche de s
log2(s)

, de sorte que

le minorant peut se réécrire

1 +
s
N log(s) + o(s log(s))
s
N (N + log(2)) + o(s)

=
1 + o(1)

N + log(2) + o(1)
log(s),

ce qui conclut la démonstration du Théorème 4.3.1.

6. Les o(n) dans la formulation du Résultat 4.3.7 sont des quantités qui peuvent dépendre de k. Cela ne
pose pas de problème, tous les indices k apparaissant étant bornés indépendamment de n par c2.
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On en déduit une généralisation du Théorème 2.4.1 de Ball-Rivoal aux fonctions L de
Dirichlet :

Corollaire 4.3.8. (Fischler, 2018)
Soit χ un caractère de Dirichlet de conducteur N.
Soit p ∈ {0, 1}. Alors pour tout ε > 0, il existe sε ⩾ 3 tel que, pour tout entier s ⩾ sε de
parité p on ait :

dimQ VectQ{L(χ, ℓ) | 2 ⩽ ℓ ⩽ s, ℓ ≡ p [2]} ⩾ 1− ε

N + log(2)
log(s).

Démonstration. Supposons que χ est un caractère de Dirichlet modulo d. Lui appliquer direc-
tement le Théorème 4.3.1 offre une minoration en 1+o(1)

d+log(2) log(s). Cependant, nous pouvons
réduire ce dénominateur et améliorer la minoration en remarquant la chose suivante.

Le caractère χ étant de conducteur N, on trouve un caractère χ∗ modulo N coïncidant
avec χ sur tous les entiers premiers à d.

Écrivons, pour ℓ ⩾ 2, L(χ, ℓ) et L(χ∗, ℓ) sous la forme de produits eulériens, en gardant
en tête que χ(q) = 0 pour tout nombre premier q ne divisant pas d :

L(χ, ℓ) = ∏
q∤d

1

1− χ(q)
qℓ

= ∏
q∤d

1

1− χ∗(q)
qℓ

,

L(χ∗, ℓ) = ∏
q∤N

1

1− χ∗(q)
qℓ

.

Ainsi, on a l’égalité

L(χ, ℓ) = L(χ∗, ℓ)∏
q|d
q∤N

(
1− χ∗(q)

qℓ

)
.

Celle-ci implique que {L(χ, ℓ) | 2 ⩽ ℓ ⩽ s, ℓ ≡ p [2]} et {L(χ∗, ℓ) | 2 ⩽ ℓ ⩽ s, ℓ ≡ p [2]}
engendrent un Q-espace vectoriel de la même dimension, ce qui conclut.
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A
MÉTHODES DE PREUVE D’IRRATIONALITÉ

A.1 MÉTHODE ÉLÉMENTAIRE

Beaucoup de preuves d’irrationalité reposent sur l’observation suivante :

Rien n’est aussi bien approché par des rationnels qu’un irrationnel.

Pour donner du sens à ce principe, disons que pour une approximation d’un réel θ par
un rationnel a/b :

→ Sa qualité est d’autant plus grande que l’erreur
∣∣∣ a
b
− θ
∣∣∣ est petite.

→ Son prix est d’autant plus grand que le dénominateur b est grand.

Une bonne approximation correspond à un rapport qualité/prix élevé. Pour une suite de ra-
tionnels (an/bn)n, on souhaite donc avoir une convergence rapide vers θ et une suite (bn)n
qui ne croit pas trop vite.

Donnons nous un nombre rationnel p
q . Nous nous interdisons bien sûr de l’approcher

par lui-même. L’idée la plus naturelle pour l’approcher par d’autres rationnels est alors de
considérer la suite des

an

bn
:=

np + 1
nq

.

Ici, l’erreur vaut ∣∣∣∣np + 1
nq

− p
q

∣∣∣∣ = 1
nq

=
1
bn

.

Est-il possible de trouver une suite ( an
bn
)n plus sophistiquée telle que l’erreur soit asymptoti-

quement plus petite que 1
bn

?

La réponse est non. En effet, si on a
∣∣∣∣ an

bn
− p

q

∣∣∣∣ =
n→+∞

o(
1
bn

), on voit en multipliant par qbn :

|qan − pbn| =
n→+∞

o(1).

La suite d’entiers (qan − pbn)n tends donc vers 0, c’est qu’elle stationne à 0 à partir d’un
certain rang. Autrement dit, on a an

bn
= p

q à partir d’un certain rang, ce qui était exclu. Ainsi :

Proposition A.1.1.
Soit ( an

bn
)n une suite de rationnels convergeant vers un réel θ sans stationner.

Si
∣∣∣ an

bn
− p

q

∣∣∣ =
n→+∞

o( 1
bn
), alors θ est irrationnel.
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L’argument ci-dessus suggère la reformulation suivante. Pour prouver qu’un nombre θ
est irrationnel, nous pouvons essayer de construire des Z-combinaisons linéaires de 1 et θ
qui tendent vers 0 sans être nulles.

En effet, étant donnée l’existence de deux suites d’entiers (an)n et (bn)n telles que
|an − bnθ| −−−−→

n→+∞
0 sans s’annuler, on constate que θ se doit d’être irrationnel :

si θ = p
q , la plus petite valeur non nulle que |an − bnθ| peut prendre est 1

q , et on ne saurait
donc avoir convergence vers 0.

Cette reformulation se généralise facilement à un plus grand nombre de réels :

Proposition A.1.2. Soient θ1, ..., θs des réels. On suppose l’existence de suites d’entiers (aℓ,n)n,

1 ⩽ ℓ ⩽ s, tels que

∣∣∣∣∣ s

∑
ℓ=1

aℓ,nθℓ

∣∣∣∣∣ −−−−→n→+∞
0 sans s’annuler.

Alors au moins l’un des θℓ est irrationnel.

Démonstration. Dans le cas contraire, on peut considérer un ppcm q des dénominateurs des
θℓ. La plus petite valeur non-nulle que peut prendre la Z-combinaison linéaire |∑ aℓ,nθl| est
alors 1

q , ce qui entre en contradiction avec la convergence vers 0.

Remarque. Certaines constructions donnent naturellement des combinaisons linéaires à co-
efficients dans Q. Dans ce cas, il faut s’assurer que les dénominateurs des coefficients ne
croissent pas trop vite, de sorte qu’en multipliant par leur ppcm on obtienne une combinai-
son linéaires à coefficients entiers qui tend encore vers 0.

Remarque. Il est clair que tous les propos de cette partie et de la suivante tiennent encore
si l’on construit des combinaisons linéaires seulement pour tout n dans un sous-ensemble
infini de N. Par exemple, dans la démonstration du Théorème 2.4.1 de Ball-Rivoal, nous ne
considérerons que les n pairs.
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A.2 CRITÈRES D’INDÉPENDANCE LINÉAIRE

Le critère donné par la Proposition A.1.2 ci-dessus ne permet malheureusement pas de
savoir combien parmi les θℓ sont irrationnels, ni lesquels le sont. Une stratégie consiste à
mettre en place des critères plus sophistiqués, aux prix d’hypothèses plus fines :

Théorème A.2.1. (Critère de Nesterenko)
Soient θ1, ..., θs des réels. On suppose disposer de coefficients entiers (pℓ,n)l∈J1,sK,n∈N tels que

(i) Les combinaisons linéaires sont encadrées par

α
n+o(n)
1 ⩽

∣∣∣∣∣ s

∑
ℓ=1

pℓ,nθℓ

∣∣∣∣∣ ⩽ α
n+o(n)
2 , où 0 < α1 ⩽ α2 < 1.

(ii) Les coefficients sont majorés par

∀ℓ ∈ J1, sK |pℓ,n| ⩽ βn+o(n), où β > 1.

Alors
dimQ(Qθ1 + ... + Qθs) >

log(β)− log(α1)

log(β)− log(α1) + log(α2)
.

Une démonstration de ce résultat est donnée dans [6, p. II.6].
Dans la partie précédente, nous avons insisté sur le fait que les Z-combinaisons linéaires

construites devaient être non nulles. Dans le critère de Nesterenko, cette idée se retrouve à
travers la minoration géométrique par α1 > 0. Dans le cas où celle-ci s’avèrerait compliquée
à obtenir, on peut y échapper en construisant non plus une mais s combinaisons linéaires
pour chaque n. C’est l’objet du critère suivant :
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Théorème A.2.2. (Critère de Siegel)
Soient θ1, ..., θs des réels non tous nuls.
On suppose disposer de coefficients entiers (p(n)ℓ,k )ℓ,k∈J1,sK,n∈N tels que

(i) Les combinaisons linéaires sont majorées par

max
1⩽k⩽s

∣∣∣∣∣ s

∑
ℓ=1

p(n)ℓ,k θℓ

∣∣∣∣∣ ⩽ αn+o(n), où 0 < α < 1.

(ii) Les coefficients sont majorés par

max
1⩽k,ℓ⩽s

|p(n)ℓ,k | ⩽ βn+o(n), où β > 1.

(iii) Pour tout n ∈N, la matrice (p(n)k,ℓ )1⩽ℓ,k⩽s est de déterminant non nul.

Alors
dimQ(Qθ1 + ... + Qθs) > 1− log(α)

log(β)
.

Démonstration. Notons d la dimension dimQ(Qθ1 + ...+Qθs) que nous cherchons à minorer,
et prenons un sous-espace vectoriel F de Rs de dimension d contenant le point (θ1, ..., θs).

Grâce à (iii), nous disposons de s formes linéaires linéairement indépendantes :

L(n)
k :=


Rs → R

(x1, ..., xs) 7→
s

∑
ℓ=1

p(n)ℓ,k xℓ,
1 ⩽ k ⩽ s.

Quitte à réindexer, nous pouvons supposer que L(n)
1 |F, ..., L(n)

d |F sont d formes linéaires
linéairement indépendantes.

Prenons e = (e1, ..., ed) une R-base de F constituée d’éléments de Zp. Les coefficients des

el et les p(n)ℓ,k étant entiers, le déterminant de la matrice M :=
(

L(n)
k (eℓ)

)
1⩽k,ℓ⩽s

est un entier.

Par (iii), il est non nul.

Maintenant, prenons les coordonnées a1, ..., ad ∈ R du point (θ1, ..., θs) dans la base e. On
effectue la combinaison linéaire des colonnes Cl de M associée à ces scalaires :

d

∑
ℓ=1

aℓCℓ =
d

∑
ℓ=1

aℓ

L(n)
1 (eℓ)

...
L(n)

d (eℓ)

 =

L(n)
1 ((θ1, ..., θs))

...
L(n)

d ((θ1, ..., θs))

 .

La colonne obtenue a par l’hypothèse (i) des coefficients majorés par αn+o(n).
Les θℓ étant non tous nuls, au moins l’un des aℓ est non nul, supposons sans perte de gé-

néralité que a1 ̸= 0. On peut alors effectuer la transvection C1 ← ∑d
ℓ=1 aℓCℓ sur les colonnes
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de M, pour obtenir une matrice M′ dont les coefficients de la première colonne sont majorés
par αn+o(n). D’après (ii), ceux des d− 1 autres colonnes sont majorés par βn+o(n).

Ces majorations donnent immédiatement :

det(M′) = ∑
σ∈Σd

d

∏
i=1

M′i,σ(i) ⩽ d!αn+o(n)β(d−1)n+o(n) = β
log(α)
log(β)

+d−1+o(1).

Mais une transvection laissant le déterminant invariant, det(M′) = det(M) est un entier
non nul pour tout n. Ayant β > 1, cela impose que l’exposant log(α)

log(β)
+ d− 1 soit positif, d’où

d ⩾
log(β)− log(α)

log(β)
.
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B
OUTILS ANALYTIQUES

B.1 RAPPELS SUR LES FRACTIONS RATIONNELLES

On donne dans ce paragraphe quelques résultats élémentaires sur les fractions ration-
nelles que nous utilisons dans le texte.

On se donne une fraction rationnelle
P
Q

de degré strictement négatif où P et Q sont des

polynômes à coefficients dans C. Soit Q = Qs0
0 Qs1

1 ...Qsn
n la décomposition en irréductibles de

Q. On rappelle le

Théorème B.1.1. (Décomposition en éléments simples)

Il existe une unique décomposition de
P
Q

sous la forme

P
Q

= F0 + F1 + ... + Fn, où Fj =
Pj,1

Qj
+

Pj,2

Q2
j
+ ... +

Pj,sj

Q
sj
j

(0 ⩽ j ⩽ n)

avec Pj,ℓ ∈ k[X], deg Pj,ℓ < deg Qj (1 ⩽ ℓ ⩽ sj).

Dans le cas particulier où Q est scindé, avec des racines distinctes α0, ..., αn de multipli-
cités respectives s0, ..., sn, cette décomposition prend la forme

P
Q

=
n

∑
j=0

s

∑
ℓ=1

cj,ℓ

(X− αj)ℓ
.

On dispose alors d’une expression explicite pour calculer les coefficients cj,ℓ :

Lemme B.1.2. Soient j ∈ J0, nK et ℓ ∈ J1, sjK. On a :

cj,ℓ =
1

(sj − ℓ)!
dsj−ℓ

dtsj−ℓ

(
(t− αj)

sj
P
Q

)∣∣∣∣
t=αj

.

Démonstration. On multiplie la décomposition en éléments simples de
P
Q

par (t− αj)
sj pour

obtenir :

(t− αj)
sj

P
Q

=

sj

∑
k=1

cj,k(t− αj)
sj−k + ∑

i ̸=j

si

∑
k=1

ci,k(t− αj)
sj

(t− αi)k .
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On dérive ensuite sj − ℓ fois :

dsj−ℓ

dtsj−ℓ

(
(t− αj)

sj
P
Q

)
=

ℓ

∑
k=1

cj
(sj − k)!
(ℓ− k)!

(t− αj)
ℓ−k + (t− αj)

ℓR(t).

où la fraction rationnelle R n’a pas de pôle en αj. Lorsqu’on évalue en t = αj, le seul terme
non nul vaut précisément (sj − ℓ)!cj,ℓ.

Cette égalité met en évidence le fait que cj,1 n’est rien d’autre que le résidu Resαj(
P
Q ) de

P
Q

en αj. On en déduit un résultat permettant de calculer la somme des résidus de notre

fraction rationnelle :

Lemme B.1.3.
n

∑
j=0

Resαj

P
Q

=
n

∑
j=0

cj,1 = lim
t→+∞

tP(t)
Q(t)

.

Démonstration. On a
tP(t)
Q(t)

=
n

∑
j=0

sj

∑
ℓ=1

tcj,l

(t− αj)l .

En faisant t→ +∞, tous les termes avec ℓ > 1 tendent vers 0, d’où

lim
t→+∞

tP(t)
Q(t)

=
n

∑
j=0

(
lim

t→+∞

t
t− αj

)
cj,1 =

n

∑
j=0

cj,1.

On termine par deux lemmes issus de [6] estimant les coefficients cl,j et leurs dénomina-
teurs pour les fractions rationnelles d’une forme bien particulière :

Lemme B.1.4. Soit Q ∈ Q[X] un polynôme de degré au plus n prenant des valeurs entières
aux entiers. On décompose en éléments simples la fraction rationnelle :

F(X) :=
n!Q(X)

X(X + 1)(X + 2)...(X + n)
=:

n

∑
j=0

bj(Q)

(X + j)
.

Alors les bj(Q) sont entiers et B(Q) := max
0⩽j⩽n

|bj(Q)| ⩽ 2n max
0⩽j⩽n

|Q(−j)|.

Démonstration. Il suffit de remarquer

bj(Q) = lim
t→−j

(t + j)Q(t) =
n!Q(−j)

(−j) · ... · (−1) · (1) · ... · (n− j)
= (−1)j

(
n
j

)
Q(−j)

et d’utiliser la majoration sur les coefficients binomiaux (n
j) ⩽ 2n.
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Lemme B.1.5. Soient Qi ∈ Q[X] des polynômes de degré au plus n prenant des valeurs entières
aux entiers, 1 ⩽ i ⩽ s. On décompose en éléments simples la fraction rationnelle :

F(X) :=
s

∏
i=1

n!Qi(X)

X(X + 1)(X + 2)...(X + n)
=:

n

∑
j=0

s

∑
ℓ=1

cj,l

(X + j)l .

Alors pour tout j ∈ J0, nK et tout ℓ ∈ J1, sK :

(i) cj,ℓ ∈
1

ds−ℓ
n

Z,

(ii) |cj,ℓ| ⩽ (2n)s−1(s− 1)!
s

∏
i=1

B(Qi).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur s. Le cas s = 1 est traité dans le lemme pré-
cédent. Pour s ⩾ 2, l’hypothèse de récurrence permet d’écrire

s−1

∏
i=1

n!Qi(X)

X(X + 1)(X + 2)...(X + n)
=

n

∑
j=0

s−1

∑
ℓ=1

γj,ℓ

(X + j)ℓ

avec ds−1−ℓ
n γj,ℓ ∈ Z et |γj,ℓ| ⩽ (2n)s−2(s− 2)! ∏s−1

i=1 B(Qi). Ainsi,

n

∑
j=0

s

∑
ℓ=1

cj,ℓ

(X + j)ℓ
=

(
n

∑
j=0

bj(Qs)

(X + j)

)(
n

∑
j=0

s−1

∑
ℓ=1

γj,ℓ

(X + j)ℓ

)
.

On identifie alors les coefficients de chaque élément simple, en utilisant la décomposition

1
(X + j)(X + j′)ℓ

=
1

(j′ − j)(X + j)
−

ℓ

∑
k=1

1
(j′ − j)ℓ+1−k(X + j)k

pour obtenir :

cj,ℓ =

∑j′ ̸=j ∑s
k=1

bj(Qs)γj′ ,k−bj′ (Qs)γj,k

(j−j′)k si ℓ = 1

bj(Qs)γj,ℓ−1 −∑j′ ̸=j ∑s−1
k=ℓ

bj′ (Qs)γj,k

(j−j′)k+1−ℓ si ℓ ⩾ 2.
.

Le membre de droite contient au plus 2n(s − 1) termes, dont chacun est majoré par
B(Qs) · (2n)s−2(s− 2)! ∏s−1

i=1 B(Qi), d’où (ii).
Pour obtenir (i), il nous reste à écrire

ds−ℓ
n ·

bj′(Qs)γj,k

(j− j′)k+1−ℓ = ds−1−k
n γj,k ·

dk+1−ℓ
n

(j− j′)k+1−ℓ · bj′(Qs) ∈ Z

et
ds−ℓ

n · bj(Qs)γj,ℓ−1 = ds−1−(ℓ−1)
n γj,ℓ−1 · bj(Qs) ∈ Z.

Cela implique cj,ℓ ∈ Z, et achève la démonstration.
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B.2 RÉSULTATS ASYMPTOTIQUES UTILES

Nous reformulons en un énoncé les théorèmes de Poincaré et de Perron évoqués dans
[12, p.326-336].

Théorème B.2.1. On considère une relation de récurrence linéaire d’ordre p

yn+p + ap−1(n)yn+p−1 + ... + a1(n)yn+1 + a0(n)yn = 0 (30)

où les coefficients dépendent de n mais admettent tous une limite finie ak(n) −−−−→n→+∞
ak.

On suppose de plus que a0(n) ne s’annule jamais et que toutes les racines λ1, ..., λp de

P(X) := Xp + ap−1Xp−1 + ... + a1X + a0

sont distinctes en module.
Alors l’espace des suites vérifiant (30) est de dimension p, une base en étant donnée par des
suites y(1), ..., y(p) avec

y(k)n =
n→+∞

λ
n+o(n)
k .

Proposition B.2.2. La suite dn des ppcm des n premiers entiers a le comportement asymptotique

dn =
n→+∞

en+o(n).

Démonstration. Il nous faut montrer n− log(dn) = o(n).
Commençons par calculer la valuation p-adique de dn, pour p ⩽ n premier. Il est clair

que vp(dn) = max
k⩽n

vp(k) d’où :

vp(dn) = v ⇐⇒ pv ⩽ dn ⩽ pv+1 ⇐⇒ v log(p) ⩽ log(n) ⩽ (v + 1) log(p)

⇐⇒ v ⩽
log(n)
log(p)

⩽ v + 1

⇐⇒ v =

⌊
log(n)
log(p)

⌋
.

Nous voyons alors

log(dn) = ∑
p⩽n

vp(dn) log(p) = ∑
p⩽n

⌊
log(n)
log(p)

⌋
log(p).
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Ce qui permet d’écrire

n− log(dn) = ∑
p⩽n

(
log(n)−

⌊
log(n)
log(p)

⌋
log(p)

)
+ n− π(n) log(n)

Le théorème des nombres premiers affirme que n− π(n) log(n) = o(n). Il reste donc à
montrer qu’en notant un,p = log(n)−

⌊ log(n)
log(p)

⌋
log(p) et sn = ∑p⩽n un,p, on a sn = o(n).

Pour cela, prenons ε ∈]0, 1/2[ :

→ Si p ⩽ n1−ε, une majoration triviale va suffire. On a log(n)
log(p) ⩾

1
1−ε > 1.

Ainsi
⌊ log(n)

log(p)

⌋
⩾ 1, et |un,p| ⩽ log(n) .

→ Si n1−ε < p ⩽ n, on a 1 ⩽ log(n)
log(p) <

1
1−ε < 2.

Ainsi
⌊ log(n)

log(p)

⌋
= 1, et |un,p| = log(n)− log(p) ⩽ ε log(n) .

De ceci nous déduisons la majoration

sn ⩽
(

π(n1−ε) +
(
π(n)− π(n1−ε)

)
ε
)

log(n) ⩽ εn + o(n)

la deuxième inégalité étant due au théorème des nombres premiers. Ceci étant valable
pour ε arbitrairement petit, nous obtenons sn = o(n) comme voulu.

Proposition B.2.3. Soit f une fonction à valeurs réelles continue sur un compact K. Soit µ une
mesure sur K telle que 0 < µ(U ) < +∞ pour tout ouvert U . Alors :(∫

K
f n dµ

) 1
n
−−−−→
n→+∞

max
K

f .

Démonstration. D’une part, nous avons(∫
K

f n dµ

) 1
n
⩽
(∫

K
(max

K
f )n dµ

) 1
n
= (max

K
f ) · µ(K) 1

n .

Or, K étant recouvert par une union finie de ses ouverts, on a 0 < µ(K) < +∞. On en déduit
immédiatement µ(K)

1
n −−−−→

n→+∞
1 et

lim
n→+∞

(∫
K

f n dµ

) 1
n
⩽ max

K
f .

D’autre part, pour ε > 0 nous notons Uε := f−1(]maxK f − ε, maxK f [). f étant continue,
il s’agit d’un ouvert de K. On a alors(∫

K
f n dµ

) 1
n
⩾
(∫
Uε

(max
K

f − ε)n dµ

) 1
n
= (max

K
f − ε) · µ(Uε)

1
n .
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Une fois encore, 0 < µ(Uε) < +∞, d’où µ(Uε)
1
n −−−−→

n→+∞
1 et

∀ε > 0 lim
n→+∞

(∫
K

f n dµ

) 1
n
⩾ max

K
f − ε .
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