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La fonction zéta de Riemann est définie pour tout nombre complexe s tel que fRe(s) > 1 par

la série 1
G(s):= 2, 5

m>=1 ms
Cette fonction admet un prolongement méromorphe a C, avec un unique pole au point
z = 1. Elle joue un role central en théorie analytique des nombres.

I est connu depuis Euler une expression explicite des valeurs de zéta aux entiers pairs,
faisant intervenir le /-ieme nombre de Bernoulli By. Les valeurs aux entiers négatifs sont
aussi connues :

g(zg) — (2)2(52_;)|!32€’ 7_[26/ g(_g) — _KBi:l-i’ ?>0.

En particulier, les premiers sont transcendants, tandis que les seconds sont rationnels.

Mais qu’en est-il des entiers positifs impairs ? Seule l'irrationalité de {(3) a été démontrée
de maniere directe, en 1978 par Apéry [1]. Nous évoquons ce sujet dans la de ce
mémoire. Il est conjecturé que tous les {(2¢ + 1) sont des nombres irrationnels, mais a ce
jour, ce résultat n’est prouvé que pour £ = 1.

En 2001, Ball et Rivoal font une grande avancée théorique en prouvant qu'une infinité
de ces nombres sont irrationnels. L'idée majeure est de considérer non plus les {(2¢ + 1)
individuellement, mais d’établir des résultats d’indépendance Q-linéaires entre eux et 1.
Nous exposons leur démarche dans la qui fournit une minoration logarithmique
de la dimension sur Q de Vectg(1,(3),((5),...,{(s)) pour s impair. Celle-ci fait usage des
polylogarithmes, définis par la série :

Zm

Lij(z) :== ) =.
m=1 m€

Dans la suite du mémoire, nous proposons deux pistes d’approfondissement. Dans la
nous suivons les travaux de Fischler, Sprang et Zudilin de 2019, qui obtiennent

log(s)
une minoration de 'ordre de 2%s%s() sur le nombre d’irrationnels parmi {(3), {(5), ..., {(s).

Il est a noter que si la minoration est bien meilleure que logarithmique, l'irrationalité de
certains de ces nombres est plus faible que leur indépendance Q-linéaire.

Enfin, dans la nous suivons les travaux de Fischler de 2018 afin de généraliser
le résultat de Ball et Rivoal aux valeurs de fonctions L issues de fonctions arithmétiques
périodiques, comme par exemple les fonctions L de Dirichlet.

Avant de continuer, j’adresse mes remerciements les plus chaleureux a Stéphane Fi-
schler et Tanguy Rivoal, pour toute leur bienveillance et leur accompagnement précieux au
cours de la rédaction de ce mémoire.
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DEFINITIONS ET NOTATIONS

Nous clarifions ici quelques notations qui nous seront utiles tout au long du mémoire.

Lorsqu’on écrira un rationnel comme quotient de deux entiers a/b, on supposera tou-
jours b € IN* et a et b premiers entre eux.

Pour alléger les notations, nous utiliserons souvent le symbole de Pochhammer, dont
nous citons quelques propriétés immédiates mais fort utiles.

Définition 0.0.1. Le symbole de Pochhammer de x € R et p € IN est défini par

|
_

p
(x)p = | (x+j)=x(x+1)..(x+p—1).

T
(e}

Proposition 0.0.2.
() (¥)p = (=DP(=x = p+1)p,

(ii) Pourm € N, (m), = (mpfll)!(p + 1)1,

(iii) Pourm € N, (m+1), = (’”LP)! — %(m%—p),

(iv) (m)y ~ (m+1), ~ eP(m+nfn)1m+p mLp (Formule de Stirling).

m—s-+oo m—+o00 m

Pour formuler des problemes de Padé, nous utiliserons la notation "grand O" au sens
suivant :

Définition 0.0.3. Soit f : C — C une fonction admettant un développement de Laurent au
voisinage d'un point « € C :

—+00
fz):=Y ap(z—a)"
m=—n
On dit que f s’annule en o a Uordre t, et I'on note f(z) = O((z —a)"), si les coefficients ay,
—n < m < r— 1 sont tous nuls.
Cette définition est valable pour a = oo, sous réserve de lire "z — co” comme 1/z.

Le symbole log désignera toujours la détermination principale du logarithme définie sur
C\] — o0,0]. Une fois ce choix fait, la détermination principale des polylogarithmes est dé-
finie sur C \ [1, +oo[ via la récurrence Liy (z) = —log(1 — z) et £Lis,1(z) = LLis(2). Lis est
alors prolongeable par continuité en 1, avec la valeur {(¢) (voir [15, §1]).

Enfin, nous introduisons une fonction de trois variables qui généralise a la fois la fonction
zéta et les polylogarithmes



Définition 0.0.4. La fonction zéta de Lerch est définie par

D(z,5,0) = Z 2 pour |z| <1, 6€RY, et seC Sl, 2l <
= (m +6)° R(s)>1 silz| =1

Lis(z)
z 4

Elle contient I'information de tous les polylogarithmes via ®(z,s,1) =
tion zéta de Hurwitzenz = 1:

et de la fonc-

teo g
@(1L50) ={(0) = ¥ gy

m=0

pour R(s) > 1, e RY.



1
PANORAMA A TRAVERS L’'EXEMPLE DE 7(3)

Dans cette partie, nous évoquons plusieurs des concepts qui nous seront utiles a travers
I’exemple de l'irrationalité de {(3). L'histoire (singuliere!) de cette découverte est retracée
par Van der Poorten [17]. Suivant tour a tour Fischler [7]] et Beukers [3] [4], nous nous éloi-
gnons de la preuve originelle d"Apéry [1].

En 1978, ce dernier introduit les deux suites

o\ n+\? [ &1 I (—1)m-l n N2+ 7\
S (VY (B4 5,60 et () ()
L) U0 (B ™ o )

En désignant par d, le ppcm des n premiers entiers, on constate immédiatement que

(by)n et (2d3a,) sont des suites d’entiers strictement positifs.
On voit aussi que ces deux suites définissent une suite de rationnels approchant (3) :

(n
by P 2(3). 1)

Ces deux suites vérifient une méme relation de récurrence

(1 4+ 1)ypgq + (341> +51n% + 271 + 5y, + n’y,_, = 0. ()

Une premiere conséquence de cette relation est que si 1'on pose A, = a,,_1by, — b,_1ay,

3 . .. C .
onal,;1 = (’11—1)3&1. Couplé aux conditions initiales

bo = 1,b1 = 6,&10 = 1,611 == 5,
An-1 __ 6

bnfl o 7’131711177171
a lieu de maniere strictement croissante. En particulier, 7* n’égale jamais (3).
n

on en déduit que A, = %. Par conséquent §* — > 0, et la convergence dans
n

Une autre conséquence de la relation de récurrence est donnée par le[Ihéoreme B.2.1{de
Poincaré et Perron. L'espace E des suites réelles vérifiant (2) est de dimension 2. Une base en
est donnée par deux suites (1, )n, (vn)n avec les comportements asymptotiques suivants :

{un — (\/2_1)411—&—0(11)

3
on = (V2 1)brteln ¥

La suite des a, —b,{(3) est combinaison linéaire de (a,), et (by)n, ’est donc un élément
de E. Puisqu’elle tend vers 0, il s’agit d"un multiple de u,. Nous déduisons de (3) et de la

[Proposition B.2.2|le comportement asymptotique suivant :

[(\/E . 1)4673]n+0(n).

12d%a, — 2d3b,Z(3)|

n—+o0o

Puisque (v/2 — 1)*¢73 < 1, nous en concluons que notre suite de combinaisons linéaires
i coefficients entiers en 1 et {(3) est de limite nulle : [2d3a, — 2d>b,7(3)| — 0
n (o)



Mais rappelons que cette suite ne s’annule pas, puisque Z—: n’égale jamais {(3). Ainsi, si
1

{(3) s’écrivait g, cette quantité serait minorée par

et ne saurait converger vers 0.
L'irrationalité de (3) est donc prouvée.

L'étape la plus subtile est de conjecturer, puis de prouver la relation de récurrence (2).
Voir a cet effet [7] §1.1-1.2. Celle-ci n’est pas sans lien avec la représentation de ((3) en
fractions continues généralisées.

L’équivalent fonctionnel des approximations en fractions continues sont les approxima-
tions de Padé. Beukers propose en 1981 une nouvelle démonstration de (3) ¢ Q en partant
du probléeme de Padé suivant, paramétré par n € IN* :

Trouver des polynomes Py ,, Po y, P1n, Poy € Q[X] de degré < n tels que :

Pon(z) + Py y(2)Lig(1/2) + Poy(z)Lip(1/z2) = O(z—" 1)
Pou(z) + Py u(z)Lia(1/2) + 2P2,(2z)Liz(1/2) = O(z1) . (4)
Py ,(z) — Py (z) log(z) = O(z—1) (équivauta P; ,(1) =0)

L’idée sera a terme de spécialiser en z = 1 pour obtenir sur la deuxiéme ligne une com-
binaison linéaire & coefficients rationnels en 1 et {(3). Nous souhaitons bien stir obtenir une
combinaison linéaire aussi petite que possible. Heuristiquement, la condition en O(z~"~1)
demande que la série de Laurent soit petite pour la norme |.|c = ¢~9 sur Q((1)). Nous
verrons que cela induit bien des combinaisons linéaires suffisamment petites pour conclure
a l'irrationalité de {(3) lorsqu’on spécialise en z = 1.

Les variables de ce probléme sont les 41 +- 4 coefficients des 4 polynomes de degré < n.
Les deux premieres lignes équivalent chacune a 2n + 1 conditions linéaires en ces coeffi-
cientsﬂ et la troisieme ligne impose une conditions linéaire supplémentaire.

Nous avons donc un total de 4n 4 3 équations linéaires pour 4n + 4 variables, si bien
qu’il existe des solutions non triviales a ce probléeme. Dés lors, écrivons

n . n )
Pl,n (Z) = Z Cj,l,nZ]/ PZ,H (Z) = Z Cj,Z,nZ]'
= j=0

Les polyndmes Py, Py, n’interviennent pas dans le calcul des coefficients de degré stric-
tement négatif dans (). Les deux premiéres lignes impliquent donc respectivement

jln j2m jn j2mn
2 - + — =0 et 5 - + — =0, 1
].:O]—i—m (j+m)? j=0 (j+m)3>  (j+m)d

N
2
N
N

(5)

1. En développant avec des produits de Cauchy, chacune de ces lignes fait apparaitre une série de Laurent

en % avec des termes de degré —n & +co. On demande précisément la nullité des termes de degré dans [—n, n].



La premiere expression est la décomposition en éléments simples d"une fraction ration-

nelle 0. (1)
Ry(t) := (t%,ﬂ

évaluée en m, ou Q, est un polyndme a coefficients rationnels que nous allons déterminer.
Les deux conditions de (5] se reformulent en

Nous en déduisons que (t — 1)? divise Qy(t).

Il apparait aussi dans (5) que R, n’a pas de partie entiére. Le degré de Q, est donc au
plus 2n + 1. En remettant tout le monde sur le méme dénominateur, on voit que le coefficient
de degré 2n + 1 de Q, vaut

n
Z Cj,l,n = Pl,n(l).
j=0

La troisieme condition du probléme de Padé (@) est exactement la nullité de ce coefficient, si

bien que Qy, est de degré 211, donc donné a une constante pres par (t — n)3.

Finalement, les coefficients de P, ,,, P», sont donnés par la décomposition en éléments
simples de

_ (t=n);
Ro(t) = YOI

Nous pouvons désormais retrouver les combinaisons linéaires d’Apéry. De 1’expression
ci-dessus on déduit, en multipliant par (¢ + j)? et en faisant t — —j :

2 N 2 n 2 N 2
Cj,Z,n = (Vl) (7’1 +]) , d’ou len(l) = Z (7’1) (1’1 +]> = bn
] J i—o \J ]

Par le calcul, on trouve ensuite Py ,(1) = —2a,. Ainsi, en spécialisant { @) en z = 1 nous

obtenons
PO,n(l) + an(Z) = Z;/'q_o:on+1 Ry (m),
—an +2b,(3) = 1,2, 1 Ry (m).
Il ne reste plus qu’a estimer le second membre de la deuxiéme ligne pour s’assurer qu'il tend

encore vers 0 aprés multiplication par d5,.
Définissons la série suivante :

—+o0
Su(z) := Y. Ru(m)z™".
m=n+1

R, étant de degré < —2, S, converge absolument pour |z| > 1. On retrouve le second
membre de la premiére ligne en évaluant en 1.



En utilisant le [Proposition 0.0.2} on peut exprimer S,, comme une série hypergéométrique :

1
z) '

En fait, c’est un phénomene général pour les solutions de certains problemes de Padé,
voir a ce sujet [9, Théoréme 1, p.1373].

Mais pour montrer lirrationalité de {(3), il faut estimer la série S, (z) (a priori non hy-
pergéométrique) obtenue en dérivant les coefficients de S, (z) par rapport a m. [9, Théo-
réme 5, p.1381] nous indique que ce phénomene aussi est général : si une série hypergéo-
métrique est une combinaison linéaire en 1,Li,, Liy ..., Liy,, la série obtenue en dérivant

les coefficients décale les indices impliqués. Nous obtenons une combinaison linéaire en
1, Ll£+1, L1€+2’ veey ng+s+1

o nl# n+1 n+1 n+1 n+1
Sp(z) =z "1 i 3(

(2n+1 1 2n+1 2n+1

Certaines séries hypergéométriques posseédent une représentation intégrale, comme décrite
dans [16, p.108]. Par exemple, dans [3], Beukers prouve l'irrationalité de (2) en utilisant
I'intégrale

/1/1u”(1—u)”v”(1—v)”dudv_ ntt gl on+l omt1 |
0 Jo (1= uv)ntl T @2n+1)27? 2m+2 2m+2| )

Toujours dans [3]], Beukers introduit I'intégrale

J ! /01 /01 w'(1 _(L{) o1 o)W (1 —w)"

— (1 — uo)w)tl

pour prouver l'irrationalité de ((3). Celle-ci n’est pas issue d'une série hypergéométrique,
mais réalise tout de méme une combinaison linéaire en 1 et {(3) qui décroit suffisamment
vite.

Malheureusement, aucune des méthodes que nous avons évoquées ne s’adapte directe-
ment aux {(2¢ + 1), ¢ > 2. Bien qu’elle soit conjecturée, l'irrationalité d’aucun d’entre eux
n’est établie.

Nous savons cependant depuis [2] qu’une infinité d’entre eux sont irrationnels. C’est
l'objet de la prochaine partie.



2

UNE INFINITE DE Z(2¢+1) SONT
IRRATIONNELS

Dans cette section, suivant [2]], nous allons construire des combinaisons linéaires expli-
cites des valeurs de la fonction zéta de Riemann aux entiers impairs et leur appliquer le
critere d’irrationalité de Nesterenko. Nous obtiendrons le [Ihéoreme 2.4.1l

2.1 CONSTRUCTION DE COMBINAISONS LINEAIRES

Nous fixons désormais un entier impair s > 3 et allons construire pour chaque n € IN*
une combinaison linéaire a coefficients rationnels de 1, {(3),Z(5), ..., {(s).

Nous utilisons un parametre entier » que 1’on optimisera plus tard, choisi tel que 1 < r <
#. Presque tous les objets que nous allons définir dépendent de r et de s, ce que nous
omettrons la plupart du temps pour alléger les notations.

En s’inspirant de (@), considérons le probleme de Padé suivant :

Trouver des polynomes Py, Pon, Py, € Q[X] de degré < n tels que :

(Boalz) + Y Pra(a)Lin(1/2)_=_O(z") o)
/=1
Poa(a) + L (-1 Pa)Lira) =, 0@ (i), ©
=1
/-1
DR @R = oz - i),

Comme dans la partie précédente, nous avons (s + 2)(n + 1) variables sur lesquelles
nous imposons (s 4+ 2)(n + 1) — 1 relations linéaires. Un raisonnement semblable & ce qui
précede nous pousse a considérer la fraction rationnelleH

— n|s—2r (t — rn)m(t +n+ 1)rn
(t)i1

Ry (t)

2. Tout le raisonnement fonctionnerait en partant directement de cette fraction rationnelle et en constatant
qu’elle satisfait a tous nos besoins. Nous avons choisi d’évoquer son "origine" via le probléeme de Padé ci-dessus
pour comprendre pourquoi elle y satisfait.



Exemple 2.1.1. Pours =5,r =2,n =3,0na

(t—6)(t—5)(t—4)(t—-3)(t—2)(t—1)- (t~|—4)(t+5)(t+6)(t—l—7)(t+8)(t—|—9).

Rn(t) =6 B(t+1)5(t+2)5(t + 3)°

En fait, d’apres [9, Théoreme 1, p.1373], l'unique solution de (6) s’obtient a partir de la
décomposition en éléments simples de R;;,, qu’on écrit

.y Yy Gk
“LE Gy

j=0 (=1

Enfin, nous définissons la sérieE]

Su(z) ==Y Ru(m)z™™.

m=>1
Celle-ci converge absolument pour |z| > 1, car I'intervalle dans lequel on prend r assure que
deg R, < —2.
Il s’agit du membre de gauche de (6) (7). C’est donc une combinaison linéaire en 1, Liy (%),

Liz(%), v Lis(%) a coefficients dans Q[z]. Nous pouvons aussi retrouver ce résultat par un
calcul direct, ce qui nous permet au passage d’expliciter I'expression des Py, :

Démonstration. On calcule pour |z| > 1, I'interversion des sommes étant justifiée par la
convergence absolue :

Su(z) = ¥ (2 ) %}V) S

m=1 \f=1;=0

VY e (X
= C‘,E, —_—
(=1j=0 P\t (m+ )
s n Z_(m_])
ST oy
(=1j=0 m>j+1 m’
5 n ) z— M j o—m
i (g - L2
(=1j=0 ! m>1 mt = m
S s n j Zj—m
= Z ZC]gnZ] Liy(1/z) — Z Z Ci o Z — |-
=1 \j=0 (=1j=1 m=1
Cela fournit le résultat voulu, avec
s n ] Zj—m n
POH(Z)——EZ;'Z‘{ Cjn Zl_g et PE,n(Z)_Z(:)Cjé,nZ] (1<£<S)
=1j= m= =

3. Nous faisons commencer la sommation a m = 1 par habitude, mais il faut remarquer que seuls les termes
a partir de m = rn + 1 sont non nuls.



On en déduit une combinaison linéaire en 1,{(2), {(3), ..., {(s) :

Proposition 2.1.2. Ona
S
Sn(l) = Pon + Z pf,ng(g)

(=2
avec pon, e €Q, (1< L<s).
Démonstration. Nous venons d’établir
Sn(z) = Pou(z +2pén )Liy(1/z). )
On souhaite faire z Py 1 dans (7), mais Li; (1) = —log(1 — 1) diverge logarithmique-

|z[>1
ment vers +o00. Cependant, si on montre que P; , s’annule en 1, alors cette divergence sera
compensée par une convergence polynomiale vers 0.
Cette nullité est impliquée par (6) (iii), mais on peut la retrouver directement par :

n
P (1) =) cjin= Jim zRy(2) (Cemme B.1.3),
=0 —+o0

ou la derniére limite est nulle car deg R, < —2.

Ainsi P ,(2) = O(z—1),dou

Pua(2)Lin (1) = O((z— 1)log(1~ 1)) = O((= — 1) log(x ~ 1)).

z—1

L'expression log(z) étant borné au voisinage de 1. Par conséquent, P; ,(z)Li; (1) — 0. On
z—1

en déduit le résultat voulu, avec

S n ] 1 n
pon =Pou(1) ==3_ ) cjn (Z —> et | pon=Pru(l) =} cun (1<L<5)]

]
(=1j=1 m=1 "

]

La derniére étape de ce paragraphe consiste a montrer que les zétas aux entiers pairs
dans notre combinaison linéaire ont en fait un coefficient nul lorsque 7 est pair. Nous tirons
pour cela parti d'une symétrie dans le numérateur de Ry, :

I Lemme 2.1.3. Ona ¢, jin = (—1)(”+1)S+£Cj,£,n-

Démonstration. Notons @;,,(t) := Ry (t)(t + j)°, de sorte que le|Lemme B.1.2|se réécrit

B 1 ds—ﬁgb],,n '
Gan = G ant )




On calcule :

Pujn(—t —=n) = Ru(=t =n)((=t —n) + (n—j))°
— 52 (—t— (Qi’tlznr)l;%i;t + 1) m (—t—j)°

15—2r(__1\2rn—(n+2)s (t +n+ 1)7’71(t — rn)m

Y o7

=n

= (=1)"¢jn(t).

D’otl1 en dérivant s — ¢ fois :

(t+7)° (Proposition 0.0.2)

dsffqbn_],n y ds*éfpjn
ST () = (<),
En évaluanten t = —j et en divisant par (s — £)!, il vient précisément le résultat attendu. [

En sommant sur 0 < j < n on obtient :
Pour tout £ € [1,s]  Py,(1) = (=1)"*Vstp, (1).

On rappelle que s est impair, si bien qu’en prenant n pair, (n 4 1)s + £ est impair si et seule-
ment si ¢ est pair. Ainsi par 1'égalité ci-dessus, p;, = P;,(1) est nul lorsque 1’exposant
(n+1)s + ¢ est impair. En conclusion :

4 Résultat 2.1.4. En choisissant n pair, on a )
S
Sn(1) = pon + Z penl(f),
éit;n:p::’zir
e o pen €0 (1<) y

2.2 ESTIMATIONS DES COEFFICIENTS

Dans cette section, nous obtenons les estimations suivantes :

Résultat 2.2.1. On a pour tout ¢ € [0, s]
(l) dil_épé,n e Z/
(id) |penl < (2°(r+1)2rH2)mroln,




Démonstration. Le résultat découle immédiatement des estimations suivantes sur les coeffi-
cients de la décomposition de R, en éléments simples, pour tout j € [0, 1] et tout ¢ € [0,s] :

(i") d57Ycjon € 2,
(ii') lejonl < (2n)*~1(s = 1)1(25(r + 1) H2)".

Pour prouver celles-ci, nous allons appliquer le[Lemme B.1.5/en écrivant

: nQi(X) -
Ra(X) = i avec Q;(X) = q (X* M sire1 <i <2,
" £¥MX+&XX+2%(X+W) 1 i ) si2r+1<i<s

X) _ X(X—=1)..(X=n+1)
n n!

ot ( est de degré n.

Bien str (2) =1let (ifj:ll) = ( ni) + (ff), si bien qu’on voit par récurrence que le polynéme
(f,f ) prend des valeurs entieres aux entiers. Il en va donc de méme des Q;.
Le maximum des |Q;(—j)| est atteint pour j = 0 (resp. j = n) lorsque 1 < i < r (resp.

r+1 <i < 2r). Le|Lemme B.1.4{fournit alors les majorations suivantes :

n ((i+1)n)!

(in)!n! sil<isr
B(Qj) < 2”% sir+1<i<2r
2" si2r+1<i<s.

En les multipliant toutes, il vient

[15@) <2 (DY oy apeonr,

ot la deuxiéme inégalité découle de la majoration des coefficients multinomiaux

| .
<km simy + my + ... +my = m.
Le[Lemme B.1.5/nous donne alors précisément (i’) et (ii’). O

2.3 ESTIMATION DE LA COMBINAISON LINEAIRE

Dans ce paragraphe, nous montrons que la combinaison linéaire S, (1) > 0 approche 0
géométriquement.

Résultat 2.3.1. II existe un réel fini a, s tel que
- 1
(i) lim 5a(1)7 = s,

.. 2r+1
W)0<M§<Q%%fﬂ




Démonstration. A l’aide du [Proposition 0.0.2) nous pouvons exprimer S, comme une série
hypergéométrique :

T(rn+1)TIT((2r + 1)n +2)
T((r+1)n+2)5+1

X s42Fs 41 (

Sn (Z) — Z—rn—ln!s—Zr

m+1 .. m+1 2r+1)n+2
(r+1)n+2 .. (r+1)n+2

1
2

Or celle-ci posséde une représentation intégrale (voir [16, p.108] pour |z| > 1, et [2,
Lemme 2, p.199] pour le prolongement a |z| = 1) :

Su(z) = 2(rHDn+2 ((2r+1)n+1)! / [T ox/(1—x;) \" dxodxy...dxs
" n!2r+1 01+ \ (z — xox1..x5)¥ 1 ) (2 — xpx7...%5)?

D’une part, on a a l'aide de la formule de Stirling :

1
: (@r+1Ln+1)1\" 2r 41
n1—1>r—£100 ( n!2r+1 = (21’+ 1) T

D’autre part, nous posons

[T—o ) (1 —x¢)
1 — xpxq...005) 2+

f(x0/x1,...,xs) = (

D’apres le[Lemme 2.3.2 ci-dessous, il ne nous reste plus qu’a majorer le maximum de f sur
[0,1]5*1.Ona (1— xpx1...xs) = (1 —x;) pour tout ¢ € [0,s], d’otx

S

F(xo,x1,0x5) < T ((x;(1 . xg)sff) . 8)

=0

s—2r

En calculant sa dérivée logarithmique, on voit que le maximum de x — x"(1 — x) s¥1 est

-1
atteinten ¢ = (1 + r?;fb) . On en déduit que

max f < Cr(s—kl)(l — )T L (1- @)

(x¢)e€K
Finalement : :
lim S,(1)7" = (2r +1)>*! max
n—r+oo (x¢)¢€K

et on obtient (ii) a ’aide de

s—2r

1_g= sty o s—2r 1
RS



Lemme 2.3.2. Ona

1
1 . dxp..dx d
L(1)n = </[0,1}S+1f(XO,m, Xs) ( 025 ) — max f.

1 —x0...x5)? K

Démonstration. L'idée est d’appliquer la[Proposition B.2.3, qui généralise la méthode de La-

place a des intégrales multiples. Cependant, la mesure y := % n’est pas finie sur

K := [0,1]°"L. En effet, le point (1,1, ..., 1) est singulier. Heureusement dans notre cas, ceci
est compensé par 'annulation de f & un grand ordre en ce point, si bien que I'on peut adap-
ter la preuve de laProposition B.2.3|comme suit.

D’une part, pour ¢ > 0, nous définissons I'ouvert U, := f (] maxg f — &, maxy f]). Il est
clair que maxg f est strictement positif. f étant nulle en (1,1, ...,1), ce point n’est pas dans
U, pour ¢ assez petit, de sorte que 0 < p(U;) < +o0. Il vient :

Vv

</[0,1}S+1 S xs)nM)}q Z (/E(mI?Xf —¢)" dﬂ)}q > V(Us)%(mKaXf —¢).

1 — x0...x5)2

1
On en déduit I'inégalité lim I[,(1) > mI?x f — e pour tout € > 0 suffisamment petit, d’ot1
n——+oo

lim In(l)% > max f |
n—+oo K

D’autre part, pour 0 < 7 < 1, nous découpons le petit hypercube K, := [1 —n,1]5"!
autour du point singulier (1,1, ..., 1) et utilisons (8) pour obtenir la majoration

dxo dxs (s—2r)n—2

I oy )" / "(1—x,) 1 dxg..d
n(1) < K\qu(XO Xs) (1= xpxs)2 K 1t x¢) XQ-.-0Xs

< n (s—2r)n—2
\/I<\I<,7(ml?xf) dy+/K”17 dxg...dx

< p(K\ KU)(mI?xf)” + ;7(5—2f)"+5—1_

) 1
La fonction x — xn

I'inégalité

étant concave, on en déduit pour toutn > lettout0 <7 < 1

L(1)"

N
=
~
—
~
N
=
=
Q
b
~
_I_
Qm
W
I

Ainsi :




2.4 CONCLUSION

[Théoréme 2.4.1. (Ball- Rivoal, 2001) \

Pour tout e > 0, il existe s¢ > 0 tel que pour tout entier impair s > s :

— €&

dimg(1,£(3), ., {(s)) = rog()

log(s).

En particulier, une infinité de {(2¢ 4 1) sont irrationnels. )

Démonstration. Soit s un entier positif impair. Grace aux [Résultat 2.1.4] et [Résultat 2.2.1|(i),
nous disposons pour chaque entier pair 7 d"une combinaison linéaire a coefficients entiers

enl,{(3),..0(s):

S

d,Sn(1) = dypon + Z dypenl(L).

(=3
£ impair

De plus, on a en vertu de la [Proposition B.2.2|:

(i) Les combinaisons linéaires sont encadrées par
()"0 < d55,(1) < (¢ s)" 0 ott 0<efas <1 (Résultat 2.3.1).
(ii) Les coefficients sont majorés par

o] < ((20)°(r +1)2 24000 ou (20)°(r+1)*2>1  (Résultat 2.2.1(if)).

On peut donc appliquer le critere de Nesterenko (I'héoreme A.2.1)). Le minorant obtenu
vaut

B log(e’ays) _q_ s+ log(ars)
log((2e)s(r +1)2+2) (1+1og(2))s+ (2r+2)log(r+1)

(s —2r)log(r) — (2r+1)log(2r+1) —s
(1+1log(2))s+ (2r +2)log(r+1)

(1 - %) log(r) — *Hlog(2r +1)
1+1log(2) + 22 log(r +1)

(Résultat 2.3.1])

II est temps d’assigner une valeur a notre parametre r. Nous choisissons 1’entier le plus
proche de . —5— ( 7 de sorte que r = gﬁ B +0O(1) et

log(r), log(r +1), log(2r+1) T (140(1))log(s).
On conclut finalement :

dimg(Q + QZ(3)... + QZ(s)) >

1+40(1)

1T log(2) log(s).



3
RAFFINEMENT SUR LA PROPORTION DE
(2¢ +1) IRRATIONNELS

Dans cette section, suivant , nous allons construire pour chaque entier n > 1 une
famille de D combinaisons linéaires dont les coefficients sont reliés entre eux. Celles-ci seront
numérotées par k € [1, D], et feront respectivement intervenir 1, (3, &), (5, &), ..., {(s, £).

En choisissant judicieusement des combinaisons linéaires de ces combinaisons linéaires
(1), nous pourrons obtenir des combinaisons linéaires en 1,{(3),{(5),...,{(s) ou certains
{(2¢ 4+ 1) au choix ont été éliminés.

Nous obtiendrons alors le [Théoréme 3.3.2, qui offre une minoration asymptotiquement
bien meilleure que le[Théoréme 2.4.1, mais au prix de I'indépendance Q-linéaire : nous n’ob-
tenons en effet ici que 'irrationalité d'un certain nombre de (2¢ +1).

3.1 CONSTRUCTION DE NOUVELLES COMBINAISONS LINEAIRES

Fixons un entier impair s > 3. Le parametre r de la section précédente est remplacé par
un parametre D qui pilote le nombre de combinaisons linéaires que nous allons construire
pour chaque entier n > 1, mais aussi leur expression. Nous prenons s > 3D.

Considérons la nouvelle fraction rationnelle

[(t-n+5) .. .
R t = D3Dnn!s+173D 1= — JAmn ) 9
”() n —oe; (t_|_]')€ ( )

[T+t

j=0

Exemple 3.1.1. Pours =7,D =2,n=2,0na

(t=2)(t= (== 1) (41 (43 (+5(E+3)(E+))(E+4)
7+ 1)7(t +2)7

Ru(t) =2"-

Encore une fois, le choix de D assure que deg R, < —2, d’ot11a convergence absolue pour
|z| > 1 des séries :

Sux(z) = Y R, (m + —)z—m (1<k<D).



Ces séries sont des combinaisons linéaires de valeurs de la fonction zéta de Lerch :

Proposition 3.1.2. Pour |z| > 1let1 < k< D,ona

Snx(z) = Poux(z +2P12n (1 ZI;>,

avec PO,n,k/ Pé,n € Q[Z]/ (1 <1< S)'

Remarque. Un élément remarquable de cet énoncé est que seul le coefficient Py, devant 1
dépend de k.

Démonstration. Nous menons un calcul tres semblable a la partie précédente :

e B (B )

m=1 0 m +] +
S n Z—m
=22 Cion Y
(=1j=0 ms1 (M+j+5)
s n Z—(m—j)
Y Yo ¥ —)
/=1j=0 m>i1 (m+ 5
s n ] j—m
z
Ll (Lot Do)
(=1j=0 m=>0 ( D) o (m+5)°
s n 1 k s n ] Z] m
£ (Lo ) oo EE (5 25 )
= (]—o z D434 m=o (m+ )"

D’ot le résultat, avec :
s n j Zj—m n .
Poui(z) = Z Z Cit,n Z et  Pru(z)= ZC]'IE’”Z] (1</l<s).
m*O ) =0
O

On en déduit une famille de combinaisons linéaires en les valeurs de la fonction zéta de
Hurwitz :

Proposition 3.1.3. On a pour tout k € [1,D]

> k
Sn,k(l) = Po,nk + Z pé,n€<£r 5>/

(=2

avec pouks Pen € Q (1 << 5)'



Démonstration. Comme précédemment, il suffit de faire z T) 1, la divergence logarith-
z|>1

mique de ®(1,1, £) ne posant pas de probleme car Py ,(1) = Yi—0Cj1n = 0. On obtient la
combinaison linéaire voulue avec

S n j 1 n
i = L5 (90 E rtry) o m- B 0ecs
j=0

14 1 mO( +%)

Enfin, nous éliminons les termes avec ¢ pair en exploitant la symétrie du numérateur.
L’entier s étant impair, on constate de nouveau que

Rn(—ﬂ _ t) — (_1)3Dn+1—(s+1)(n+1)Rn(t) — (—1)3Dn+1Rn(f).

L'unicité des coefficients dans la décomposition en éléments simples donne alors

)3Dn+€+1

Cn—j,ﬂ,n = (_1 ]161

pourtous 0 < j<n, 1</ <s. Comptetenu de l’expression obtenue ci-dessus pour les
Pin, il vient :

/

Résultat 3.1.4. Si Dn est pair, on a N

> k
Suxl1) = pon+ X peat (4 5).
=3

L zmpuz‘r

avec pouks Pen € Q (1 Sk<D,1</{< S)'

= J

3.2 ESTIMATIONS DES COMBINAISONS LINEAIRES ET DES DE-
NOMINATEURS

Comme précédemment, nous devons déterminer le comportement asymptotique des
combinaisons linéaires ainsi créées et des dénominateurs de leurs coefficients. Nous ren-
voyons a [10} §§2-3] pour la preuve des deux résultats suivants.

Résultat 3.2.1.
(i) Vee[ls], d5"'p, €2,
(ii) Yk € [1,D], dSHpOnk €Z.




-

Résultat 3.2.2. Supposons que D > 2. Il existe une constante absolue c telle que : )

si m > ¢, alors on a pour tous k, ke [1,D] :

) ) 1 S+1
(@) tim St < (5)
(i) lim Snk(1)

n—-+oo Sl’l,];(l)

S

=1

(&

3.3 ELIMINATION DE CERTAINS {(2/ + 1)

Nous commengons par montrer, suivant [11}, p.76-77], qu'une généralisation du détermi-
nant de Vandermonde ne s’annule pas:

Proposition 3.3.1. Soient n > 1, x; < xp < .. < Xy des réels strictement positifs et
ay < ap < ... < oy des entiers positifs.
Alors le déterminant de la matrice (X;‘i)lgi,]‘gn est non nul.

Démonstration. Nous commengons par montrer par récurrence sur n > 1 que toute fonction
non identiquement nulle

f(x) :=c1x™ 4 x™ + ... 4 cpx™, (v < .. <ay),c €R, (10)

admet au plus n — 1 zéros dans RY, .
Pour le cas n = 1, il est clair que si ¢; # 0, la quantité c;x*! ne s’annule pas sur R*..
Supposons désormais le résultat vrai au rang n — 1. Par I'absurde, nous supposons que
la fonction possede n zéros dans RY.. Alors h: x — x~*1f(x) aussi, et le théoreme de
Rolle implique que

h/(x) = (0{2 — “1)C2x"‘2*“1*1 + .+ (“n o al)cnxﬂcnﬂxlfl

possede au moins n — 1 zéros dans R* , chacun étant compris entre deux zéros de h. Ceci
entre en contradiction avec ’hypothese de récurrence.

Nous venons donc de montrer que les réels distincts x1, ..., x, € R’ ne peuvent pas tous
étre des zéros de (10). Ainsi, la seule solution de

xptoxp? xq" 1 0
X xp Xn
Xyt Xo X5 | 0
Xyl x? X Cn 0
est le vecteur nul avec c; = ¢3 = ... = ¢, = 0. C’est exactement det(x?i)lgi,jgn # 0. O



Guidés par [10], nous allons désormais mettre en place une méthode qui permet de créer
des combinaisons linéaires en 1,(3), ..., {(s) desquelles nous pouvons éliminer autant de
termes que D a de diviseurs (moins un).

Par le [Résultat 3.1.4, nous disposons de combinaisons linéaires :

S
k
SukD) =pous+ L peab(t5),  (1<k<D).
(=3

L im})air

Nous remarquons pour tout diviseur d de D l'identité cruciale

fc(6ﬁ> B ML) 3 o))
k=1 D N = 1= md +k)*
ce qui motive la définition suivante :
d d s
Tuai= L Suxp (1) = Lponey + 1 PeadC(0).
¢ impair

On déduit immédiatement du|[Résultat 3.2.2|les comportements asymptotiques suivants :

Toa = (d+0(1)Sua(1), lim S,q1(1)r <4~ 6+, (11)

n—r—+o0

Notons J le nombre de diviseurs de D. Il s’agit maintenant de réaliser une combinaison
linéaire des T}, ; de facon a éliminer les termes en {(¢;) pour des entiers impairs ¢4, ..., {5_1
choisis. On pose par convention ¢y = 1.

D’apres la |Proposition 3.3.1L la matrice (d*) d|Dp<i<s—1 estinversible, sibien qu’on trouve
des entiers w; € Z tels que

1 d D w1 a
1 d4 ... Dh wy 0
. . . . : . - . ’ a # 0.
i dé‘;—l Défs—l ZU.D O

Finalement, nous considérons

Tyi= ) wqTya = deZpOnkD + Y pea | Y wad” ) £(0). (12)

dD iD k=1 =3 d|D

£ impair

C’est une Combinaison linéaire en 1,{(3),...0(s), ott n"apparaissent pas {(¢1),...0(¢s_1).
On déduit de (11)) et (12) le comportement asymptotique :

1
T, = (a+0(1)S,1(1), dou Ty = a<4 6+,

n— 00

Nous pouvons alors prouver le



/Théoréme 3.3.2. (Fischler, Sprang & Zudilin, 2018) )

) 108(s)
Soit € > 0. Il existe s, > 3 tel que pour tout entier impair s > sg¢, au moins 2(1=) oglog3
parmi les valeurs
¢(3),8(5),-,¢(s)
\_ soient irrationnelles. )

Démonstration. Fixons e > 0. Pour un s donné, il est naturel de choisir D de maniére a maxi-
miser son nombre de diviseurs par rapport a sa taille. D’aprés [13, §XVIIL.1], 'optimum est
atteint pour les produits de r premiers nombres premiers.

Afin de satisfaire I'hypothése du [Résultat 3.2.2) nous prenons D comme étant le produit
des | (1 — 2¢)log(s) | premiers nombres premiers. Nous avons en effet dans ce cas

log(D)= ), log(p) < 71((1 — 2¢) log(s)> log((l — 2¢) log(s)>

p<(1—2¢)log(s)
p premier

< (1 —¢)log(s) pour s assez grand.

Cela signifie D < s17¢, d’ou Dlosg ©) > s* et quitte a prendre s assez grand, le [Résul-

s’applique.

Un tel D possede 6 := 27((1-26)108()) diviseurs, d’oi1 par le théoreme des nombres pre-
miers :

log(s)
— — > — ___O\N/7
log(d) = mt((1 —2¢)log(s))log(2) > (1 38)10g10g(8) log(2),
ce qui se réécrit
(1—e) log(s)
0 > 2 loglog(s)

Maintenant, supposons par 'absurde qu’il y ait strictement moins de § — 1 irrationnels
parmi ((3),(5),...,{(s). Nous pouvons alors prendre des entiers impairs ¢1, ..., {51 < s tels
que tout {(¢) irrationnel soit 'un des {(¢;). En particulier, tous les autres {(¢) sont rationnels,
nous notons Q un ppcm de leurs dénominateurs.

Par ce qui précede et le [Résultat 3.2.1, nous obtenons une combinaison linéaire 4 coeffi-
cients entiers dans laquelle n’apparait aucun des (/;) en considérant d$*1T,,. On a de plus le
comportement asymptotique :

. s+1 % E s+l
n1—1>r—]|:—100(dn Tn) < (4) <1

Ainsi, la suite d’entiers (Qd; " T,), tend vers 0 sans s’annuler, ce qui est absurde. Il y a donc
_¢)los(s)
au moins 6 > 2! " Telog® nombres irrationnels parmi (3),(5), ..., {(s). O




Remarque. Les zéros de la fraction rationnelle R, que nous avons utilisée sont tous des élé-
ments de %Z, D étant fixé. Dans [14], Lai et Yu utilisent une fraction rationnelle dont les
zéros peuvent avoir tous les dénominateurs D tels que ¢(D) < B, ot B est fixé et ¢ est
I'indicatrice d"Euler.

En réintroduisant le parametre r de [2] et en 1’optimisant ainsi que B, ils améliorent la

minoration asymptotique du [Théoreme 3.3.2/en (¢ — €) log( I ol une expression explicite

de ¢ ~ 1.19 est donnée.

3.4 INTERPRETATION SOUS FORME D’UN PROBLEME DE PADE

Nous posons ici un probleme de Padé dont la solution fait naturellement apparaitre la
fraction rationnelle (9). Le numérateur de celle-ci peut étre découpé en trois parties :

— Pour 0 < i< Dn—1,les facteurs (t —n + 5) proviennent de conditions semblables a
©h(i) parametrees par k € [1,D].

— Pour 2Dn + 1 < i < 3Dn, ils proviennent de conditions semblables a (6) (ii) paramé-
trées par k € [1, D].

— Pour Dn < i < 2Dn, cest trés différent. Les facteurs (t — n + ﬁ) avec i multiple
de D n’apparaissent pas réellement au numérateur, puisqu’ils se simplifient avec le
dénominateur. Pour trouver une condition faisant apparaitre les autres, il nous faut
introduire la série bilatérale (qui n’est pas une série formelle au sens usuel)

+oo M
Y(z,4,6) = —.
( ) m:z—oo (m + 5)€
Remarquons que celle-ci a un sens analytique pour § > 0,/ > 1 et |z| = 1, avec de

plus z # 1si £ = 1. Remarquons aussi que multiplier ¥ par un polynéme P en z a du
sens et résulte en une nouvelle série bilatérale dont les coefficients sont obtenus par
produit de Cauchy fini, car P ne fait apparaitre qu'un nombre fini de puissances de z.
En revanche, la multiplication de deux telles séries par le produit de Cauchy n’est pas
définie en général.

Nous formulons le probleme de Padé suivant :

Trouver des polynomes Py, ., PO ni1 <k<D,etP,,1<{<sdans Qy[X] tels que :

Pouk(z +ZPM (1€£) = 0(z ") (i), 1<k<D,

D/ zo+o

= O(z*") (iiy), 1<k<D,

— k
Poui(z +Z fPM ()20 (2.6 5) =,
Le coefficienten z" de Y5_,(—1)'P;,(2)¥(z, ¢, %)

estnul pour0 <m <n—1. (iiiy), 1<k<D-1,

S

/-1
Ezl(_l)elpgﬂ (z)% = O((l _ Z)(573D+1)n+s—1) (iv).

(13)



Ce probleme comporte (1 + 1)(s + 2D) variables et
2n+1)D+(2n+1)D+n(D—-1)+(s—3D+1)n+s—1=(n+1)(s+2D) -1

conditions linéaires, si bien qu’il existe des polyndmes non tous nuls qui le résolvent. On
notepour1 < /¢ <s:

F?n 2:‘%lnzj

et on définit la fraction rationnelle

Ru(t):= Y 3 b Qull),

P A G D N OO O

Py,  1'intervient pas dans le calcul du coefficient en z=" de (I3) (ix) pour m > 1. Celui-ci
s’écrit )
S n C; k - 1
Yy Ry m-14 £y = 2D
Sijmo(m+j—1+5) (m—1+5)5 4

Demander 1’annulation de ce coefficient revient a demander (f —m + 1 — §)|Qn. Ainsi, la

condition (iy) équivaut a (t — n + 25%),|Q,. Le changement de variables k +— D — k montre
que les conditions (i) réunies pour 1 < k < D équivalent a

Dn—1

[T (ne ) o

i=0

De maniere tres semblable, ?O,n,k n’intervient pas dans le calcul du coefficient en z" ™" de
(13)(iix) pour m > 1. Celui-ci s’écrit

S

ZZ GLL )7 —Rn<—n—m+1—%).

—1 - n—m+]+1——

Demander I’annulation de ce coefficient revient & demander (t +n+m — 1+ %) |Qy. Ainsi
la condition (iiy) équivaut a (t + 1 + £),|Qy,. Réunies pour 1 < k < D, elles équivalent a

3Dn

II (t_'n‘F ‘(gn

i=2Dn+1

Passons a la condition (iiiy). Si nous utilisions a la place de ¥ une série formelle infinie
d’un seul c6té, nous verrions apparaitre des sommations incomplétes pour n grand comme
dans la preuve de [9, Lemme 2, p.1377]. Dans notre cas, peu importe a quel point n est grand,
le coefficient en 2 de (iiiy), m € Z, s’écrit

Ciln
j K

k
£—1j:o(—m+]‘_%)£:R”< D>'



Demander I’annulation de ce coefficient revient a demander (f + m + £)|Q,. Ainsi la condi-
tion (iiiy) équivauta (¢ + %)n|Qn. Réunies pour 1 < k < D — 1, elles équivalent a

lezDgn(t —n+ %)
i—o(t+7)

Nous avons démontré que les trois premieres conditions de équivalent a la divisibi-
lité de Q, par le numérateur de (9). Nous montrons désormais que la quatriéme condition
équivaut a deg Q, < (3D — 1)n. Cela implique que R, est nécessairement donnée par (9) a
un scalaire pres. En particulier, le probleme de Padé admet une solution unique a un scalaire
pres, et toutes ses conditions sont linéairement indépendantes.

Nous utilisons le développement asymptotique a l'infini

<t+1j>f -x (m +nf_1) i

o

m=0
pour obtenir
e, n min(sg) (q—1
Ru(t) =Y  avec rp= )Y (—J)q_’( 5) Ciln-
=1 =0 =1 1=

Le dénominateur de R, étant de degré s(n + 1), les équivalences suivantes deviennent
claires :

1

deg Qn < (3D —1)n <= Ru(t) ~ s avec az s(n+1)— (3D —1)n
< 1r;=0 pour 1<qg<(s=3D+1)n+s—1 (14)
= [@©(iv),

la derniére étant due au

Lemme 3.4.1. Ona

lo gil(z) lo q’l(z)
I(z) = -1 gilp n\Z 5 = 1 g—1 8
@)= LU B gy = D0
Démonstration.
x - (-1 oxtl
T(e*) = ;(—1) Py (e )(g_ o
G (-1
e _1 f—lc ne X
ﬁ_lj—o( ) jl (E 1)!
{+m—1.:m
— -1 5—10 X ]
x7—1 n_min(s,q) (-1
- -1 L. _
=1 =1 (]:0 = (=1) <5_1>7 Cjln (q=1{+m)
= (—1)‘7_1i’qxq_1. [
=1 (g —1)!



4

GENERALISATION AUX VALEURS DE
FONCTIONS L AUX ENTIERS

Dans cette section, suivant Fischler dans [8], nous étendons le résultat de la
aux fonctions L issues de fonctions périodiques, dont la fonction zéta de Riemann est un cas
particulier associé a la fonction constante 1.

Le mécanisme mis en jeu fait intervenir un probléeme de Padé généralisant (6), dont les
familles de fonctions que 1'on combine linéairement sont solutions d"une méme équation
différentielle linéaire. A la place du critere de Nesterenko, nous appliquons ici celui de Siegel
(Théoreme A.2.2). Ainsi, nous ne construisons non plus une mais autant de combinaisons linéaires
que celles-ci ont de termes pour chaque n. Leurs coefficients forment alors une matrice carrée
dont il faut s’assurer qu’elle est inversible.

Nous introduisons dans le premier paragraphe un outil différentiel fondamental, le lemme
de Shidlovskii, que nous appliquons a titre d’exemple dans le deuxieme paragraphe pour
obtenir une preuve alternative du [Théoreme 2.4.1 de Ball-Rivoal. Nous revenons au cas gé-
néral dans le troisiéme paragraphe, dans 1'optique de démontrer le[Théoreme 4.3.1}

4.1 LE LEMME DE SHIDLOVSKII

Les versions des deux propositions que nous allons citer sont dues a Fischler et démon-
trées dans [8, §3]. Avant cela, nous devons donner un peu de contexte.

Définition 4.1.1. Soit ¢ € C U {co}. La classe de Nilsson au point o est I'ensemble des fonc-
tions f définies (a une détermination du logarithme prés) sur un domaine simplement connexe
contenant o, et pouvant s’écrire comme une somme finie

f2) =1 ) aeifei(z)(z = 0)log(z — o),

ecCielN

ot a,; € Cet f,; est holomorphe et non nulle en o.

Par convention dans le cas ¢ = oo, "z — 00" est a comprendre comme 1

E.
Lorsque f n’est pas identiqguement nulle, on peut définir son ordre en o, noté ordy(f),
comme étant le minimum de {Re(e) |e € C, Ji €N, a,; #0}.

Il est bien connu qu’un systeme différentiel Y/ = A(z)Y de dimension g admet une base
de solutions analytiques de dimension g au voisinage de tout point ot A est analytique.

Nous allons étre amenés a étudier de tels systemes au voisinage d"un point singulier de
A. Pour cela nous suivons le chapitre 6 de [5]. Dans le cas ot le point singulier n’est pas
trop irrégulier, on dispose d"une base de solutions locales que I'on peut décrire a 1'aide de
fonctions de la classe de Nilsson :



Définition 4.1.2. On considere un systeme différentiel (E) : Y' = A(z)Y. Un point singulier
a de A est dit régulier du premier ordre si (E) peut s'écrire sous la forme

Y’:( a +A(z))¥,

Z—WK

oit R € My(C) et A est analytique en w.

Définition 4.1.3. Dans le contexte précédent, soient Ay, ..., Ay les valeurs propres de R, appa-
raissant avec multiplicité.

On en forme une partition My, ..., M, en rassemblant les valeurs propres différant d’'un
entier relatif. Pour j € [1,7], soit y; I'élément de M; de partie réelle minimale.

Les pj sont appelés exposants du systeme différentiel (E) au point a. Leurs multiplicités
respectives sont my; = #M;.

-

Théoreme 4.1.4. Soit « un point singulier régulier du premier ordre d'un systeme différentiel )
(E) : Y' = A(z)Y. Il existe au voisinage de o une base constituée de solutions de la forme

Y(z) = (t — a)"E(t)

oit y est un exposant de (E) et les coordonnées de F sont des polyndmes de degré < m, en
log |t — a| et a coefficients analytiques en z = «.
En particulier, toute solution de (E) au voisinage de « est dans la classe de Nilsson en «.

G J

On se donne maintenant un entier positif g et une matrice carrée A € M;(C(z)) dont les
coefficients sont des fractions rationnelles en z.

On se donne de plus un entier positif n et des polynomes Py, ..., P; € C[z] de degré < n.

Nous considérons I'équation différentielle linéaire Y’ = AY. A chacune de ses solutions
Y =Yy, ..., Y4) nous associons un reste

5,(Y) () = ﬁ P(2)yil2). 15)
=1

On s’intéresse a un ensemble fini ¥ de points ¢ € C U {co}. Pour chacun d’entre eux, on
considere une famille de solutions (Y;);c;, de Y = AY telle que les S,(Y;), i € Iy, soient
dans la classe de Nilsson en ¢ et linéairement indépendants sur C.

Enfin, nous définissons par récurrence les fractions rationnelles Py ; par

Py P Pyiiq p Py g
Pq,l Pq Pq,k+1 P‘?rk



de facon a obtenir exactement les coefficients qui apparaissent lorsqu’on dérive :

5, (1) 1(z) = ﬁ Py (2)yel2)

Dans ce cadre, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.1.5. Il existe une constante positive c1, ne dépendant que de A et de X, possédant
la propriété suivante :

S’il existe T €]] — oo, n — ¢1] tel que

(n+1) q—(Z Y ordg (S +n#100) T, (17)

cexicl,

alors le déterminant de la matrice (P (z))1<ek<q 1'est pas identiquement nul.

Par la suite, nous aurons besoin de minorer le rang d"une telle matrice aprés I'avoir spécia-
lisée en un point & du plan complexe. A cet effet, nous disposons de la

Proposition 4.1.6. 1l existe une constante positive cy, ne dépendant que de A et de X, possédant
la propriété suivante :

Sia € Cest tel que :

(i) Si « est une singularité du systeme différentiel Y' = AY, elle est réguliere du premier
ordre, et tous les exposants non nuls en o ont une partie réelle strictement positive,

(ii) L’équation ([17) est vérifiée pour un T €] — oo, n — 1],

(iii) Toutes les fractions rationnelles Py, 1 < £ < g, 1 < k < cp + T sont holomorphes en w,

alors la matrice (Prx(&))1<i<q, 1<k<c,+t—1 ©st de rang au moins q — #1,.

4.2 UNE NOUVELLE PREUVE DU THEOREME DE BALL-RIVOAL

Nous rappelons le probleme de Padé considéré dans la :

Trouver des polyndmes Py, Pon, Py, € Q[X] de degré < n tels que :

(

Py (z +ZPM z)Li)(1/z) = O(z™™ 1) (i),

2o

Pou(z +2 ) Piu(2)Lig(z) = O(z"™*) (ii), (18)

\;(—1)5—1P&n (2)% = O((1— Z)($—2r)n+s—1) (ii).




Comme précédemment, nous considérons la fraction rationnelle

Ra(t) = nts=% (t—rn)pm(t+ 1+ 1)pm
(8541

de sorte que les lignes (i) et (ii) soient respectivement données par

+o00 400
= Z Ry(m)z™™" et Sno(z) = Z Ru(—
m=1

m=n+1

A ce stade, il nous faut remarquer que les trois familles
Yoo(z) ='(1,0,Li1(1/2),Li(1/2),...,Lis(1/z2)),
Yo(z) = '(0,1, —Li; (2), Lia(2), . . ., (—1)°Lis(z)), (19)

log(z)? _1log(z)51

_t _ g _1\s—1108

Y1(z) =(0,0,1, —log(z), > , e (1) —(s Y ),

dont on effectue des combinaisons linéaires dans (18), sont solutions d'une méme équation
différentielle linéaire Y’ = A(z)Y avec

o 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0

1 —1
i 1= 00 0 0
A(z):==| 0 0 2 0 0 0
o o o 0 0
0

—_

0 0O 0 O

N“.“

Notre premiere preuve consistait a construire une combinaison linéaire de 1, {(2), ..., {(s)
a partir des Sy, (1) pour tout n pair, puis a exploiter une symétrie dans le numérateur de
R;, pour supprimer les valeurs de zéta aux entiers pairs.

Ici, nous allons créer plusieurs combinaisons linéaires pour chaque n a l'aide des dé-
rivées successives S,(jfo_ol) et S;(q]fo_ b pour k € [1,(s —2r)n + s — 1]. Les familles étant
solution de Y/ = AY, ces dérivées successives forment encore des combinaisons linéaires en
les polylogarithmes, bien que les coefficients ne soient plus nécessairement des polynomes :

5;(1];1)() Py, (2 Zpgnk z)Lig(1/z),

Silf(;l)() P (2 +Z ) Py (z) Lig(2),

U t(PO/n/k, Po ks Piuks .-, Psnk) est défini par la récurrence (16), qui se réécrit :
1

Pou1 = Pou, Pyui1(z) = Py, i(2) + mpl,n,k(z)z

_ _ — — 1

Pou1 = Ponu, Ponji11(z) = Popui(z) — Epl,n,k(z)/ (20)
1

Pyp1 = Pon, Ppyii1(2) = Py p(z) — §P£+1,n,k(z)r (1<4<s),



avec la convention P4 , x = 0 quel que soit k.

Malheureusement, l’astuce de symétrie de s’applique plus a S,(jf;,l) et Sr(zlf()_ Y Ala place,

nous supprimons les valeurs de zéta aux entiers pairs par combinaison en posantﬁ:

Anp: =S80 1) = sUV (1)

%

s
= Ps+1nk T Z pf,n,kg(g)/
(=3

£ impair

ott les coefficients ps1 1,k = Pouk(1) — Pouk(1) et prux = 2P, k(1) sont rationnels.

Prenons maintenant c; comme dans la [Proposition 4.1.6l Quitte a I'agrandir, on peut
supposer ¢ > s. Nous ne considérons désormais plus que les n assez grand pour que (s —
2rin+s—12>c.

En bornant k par la constante cy qui ne dépend pas de n, les majorations des coefficients
|Pe n k|, de leurs dénominateurs et des combinaisons linéaires |A,, x| sont essentiellement les
mémes que dans lafsection 2} Ainsi, il ne reste plus qu’a s’assurer que la matrice (pg k)2<r<s+1, 1<k<c,
est de rang maximal s pour pouvoir appliquer le critere de Siegel (I'héoréme A.2.2) et conclure.

A cet effet, nous vérifions que les hypotheses de la [Proposition 4.1.6/ sont satisfaites au
pointa = 1.

(i) Puisque 1 =¥ ,,-0(—1)"(z — 1)™, le systeme différentiel Y/ = A(z)Y peut se réécrire

0 0O 0

0 00 0

Y = R + A( Y R = PR X
== z) Y, avec R=10 0 0 0
0O 00 : O

et A analytique en z = 1. La seule valeur propre de R est 0, avec multiplicité s + 2. Le
seul exposant du systéme différentiel Y/ = A(z)Y est donc 0, avec multiplicité s + 2.

(ii) Avec les notations du paragraphe précédent, nous avons S, (Ye) = Spe0 €t Su(Y0) =
Sy 0. Puisque ces séries émergent du probléme de Padé (18), on constate immédiate-
ment

orde(Sn(Yo)) =rn+1 et ordo(Sy(Yp)) = (r+1)n+1.
De méme, S, (Y;) est la troisieme ligne de et a ce titre,
ordi(S,(Y1)) = (s —2r)n+s—1.

Ainsi, I'équation (17) est vérifiée avec T = 1, qui correspond exactement a la différence
entre le nombres d’inconnues et le nombre d’équations du probleme de Padé.

4. Voir les détails dans le cas général au pour s’assurer que P; , (1) est nul pour tout k < (s —2r)n +
s — 1, ce qui légitime I'évaluation en 1.



(iii) Enfin, les Py, x étant des fractions rationnelles, il nous suffit de s’assurer qu’elles n’ont
pas de podle en « = 1 pour affirmer qu’elles y sont holomorphes. En vertu de la récur-
rence (20), seuls Py , . et ﬁO,n,k sont susceptibles d’avoir un pole en 1. Mais les fractions
rationnelles (—1)*~1(m),_1R,(m) et (—1)¥"1(—m);_R,(—m) qui apparaissent dans
les séries S,(jf;,l)(z) et Sflkal)(z) sont de degré (2r —s)n —s + k — 1 en m. Ces séries
convergent en z = 1 si et seulement si ce degré est < —2, de sorte que :

Pour k< (s —2r)n+s—1,  Spe(z) et Syo(z) ont des limites finies quand z — 1.
(21)
Cela prouve que 1 n’est pas un pole de Py, , ni de Py, «.

Pour tout n assez grand pour vérifier (s —2r)n+s —1 > ¢y, la[Proposition 4.1.6|affirme alors
que la matrice

Poni(1) Poup(l) ... Poue,(1)
PO,n,l(l) PO,n,Z(l) s PO,i’l,Cz(l)
Piyui(1) Pin2(l) ... Ppue(1)
Ps,n,l(l) Ps,n,Z(l)) oo Ps,n,cz(l)

est de rang au moins s + 1.

Mais (1) impose P; ,, (1) = 0 pour compenser la divergence logarithmique de Li;. Ainsi,
la troisieme ligne de cette matrice est nulle et la matrice est de rang exactement s + 1. On en
déduit immédiatement que (P, k)2<r<s+1, 1<k<c, €st de rang s, ce qui conclut.

Remarque. La condition

(i') Le systeme différentiel Y/ = AY possede une base de solutions locales en &, dont les
coordonnées sont dans C[log(z — «)][[(z — «)"]]

pour un rationnel r traduit le fait que tous les exposants de Y/ = AY en a sont des multiples
de r. En particulier, elle implique la condition (i) de la|Proposition 4.1.6|

Dans notre cas, cette condition (i) est vérifiée pour r = 1. En effet, en plus des 3 solutions
de (19), le systeme différentiel Y’ = AY possede une solution

s—jlog(z)s_j)

W =(0,1,0,1,~10g(2), o, (-1 57

avec j + 1 zéros au début, pour chaque j € [2,s].

Nous disposons ainsi de s + 2 solutions linéairement indépendantes de Y’ = AY, c’est a
dire d"une base de solutions.

De
(_1)m+1 (Z _ 1)m

m

et

D N S VLICRE LS

m=0

log(z) = ¥

m=1

on déduit que les coefficients des Yl{j ! sont dans Cllog(z —1)][[(z—1)]] pour 1 < j <s.
Pour le cas de Yo, on utilise 1’égalité

Li;(1/z) = —log (1 — %) =—log(z—1)+ )| (—1)"+1(z — 1)m’




puis les relations de récurrence £Liy, (1) = =!Li,(1), une primitive de log(z — 1) sur un
ouvert simplement connexe étant donnée par (z — 1) log(z — 1) + (z — 1).

Enfin, le cas de Yj se déduit de tout ce qui précede et de la relation d’inversion [15, (5)
p.51].

4.3 LLE CAS GENERAL

Nous démontrons dans ce paragraphe le théoreme suivant :

/Théoréme 4.3.1. (Fischler, 2018) \

Soient N > 1 un entier et f : N — C une fonction arithmétique N-périodique. On définit
pour tout entier £ > 2 :

()

Soit p € {0,1}. Alors pour tout € > 0, il existe s, > 3 tel que pour tout entier s > s, de parité
p:
dimgVecto{¢, |2 <l <s, £=p[2] } >

1—¢
N log(2) 08(%)

- J

Nous fixons des maintenant N, f et p comme dans 1’énoncé. Nous prenons de plus un
: " . . s .
entier s .2 3 de parité p, et un parametre entier r < 2N comme d.ans lajsection 2| Nous allons
construire pour chaque multiple n de N une combinaison linéaire des s + N — 1 réels

{gg =2(=1)Pg, sil=p[2] 2<e<s), &= fi) (0<i<N-=1).

&y =0 sil #p|2]

Le Q-espace vectoriel engendré par ces réels est de dimension au plus N de plus que

Vecto{¢s | ¢ = p [2]}. Nous allons appliquer le critere de Siegel pour minorer sa dimension
par Nl++l+§;1()2) log(s), ott 0(1) est une suite qui dépend de N, s et r et qui tend vers 0 lorsque
s — +oo. La méme minoration sera alors valable pour dimgVectq{&, | ¢ = p [2]}, puisqu’a

N fixé, N = o(log(s)).

4.3.1 ® CONSTRUCTION DE COMBINAISONS LINEAIRES

Considérons pour chaque multiple n de N la fraction rationnelle

Ru() = (Jy) 2Nl 1

N7 Hj:/é\l(tJFNj)s



Exemple 4.3.2. Pour N =2,5s =9,r=1,n=6,0na

R () = U =0 =8t =)(E=3)(t=2)(t = 1) (E+7)(t+8)(E+9)(E+10)(E+ T)(E+12)

t(t+2)(t+4)°(t+6)°
On écrit la décomposition en éléments simples de Ry, :

n/N s

Ciln
Ry (t) = _Siln_
0= 2 L gy
Cette fraction rationnelle est de degré 2rn —s(f +1) < —2, car r < 55. Ceci assure la

convergence, pour |z| > 1 et |z| < 1 respectivement, des deux séries

= Jio Ry(m)z™™ et Sno(z) = Jio Ry (—m)z™. (22)
m=1

m=n+1

Le méme calcul qu’a la (p- 11) montre qu’il s’agit de combinaisons linéaires en
les polylogarithmes :

S

Sneo(2) = Pon(z) + Y _ Pru(z)Lig(1/z2),

=1
s (23)
Sn,O( POn +Z( 1 an Llé( )
=1
dont les coefficients sont les polyndmes
s n/N Nj N] m s n/N n—Nj  Njt+m
Po,u(z Z Y. q Z Pou(z) = =3 ) ( T
(=1 j=0 m=1 (=1 j=0 m=1 M
n/N )
et Pru=Y ciiaz", (1<l n).
En dérivant k — 1 fois, on obtient pour |z| > 1 et |z| < 1 respectivement :
S
k-1
Sﬁz,oo '(2) = Py, (2 Z ok (2)Lig(1/2),
= (24)

S
S,S]f(;l)() P (2 Z )“ Py, (z)Lig(2),

ou les fractions rationnelles pO,n,kIFO,n,k/ P, ,  sont définies par les relations de récurrences

1
Po,u1 = Pou, Pyyi1(z) = Py, i(2) + mpl,n,k(z)z
_ _ — — 1
Pou1 = Pou, Poui11(z) = Poui(z) — Epl,n,k(z)/ (25)
1
Pyp1 = Pon, Pyyir1(2) = Ppyi(z) — §P£+1,n,k(z)r (1<e<s).



Ces fractions rationnelles sont toutes holomorphes en z = 1 si k est assez petit. En ef-
fet, en dérivant k — 1 fois, on voit apparaitre dans les sommes les fraction rationnelles
(—)F Y (=m)g_1Ru(—m) et (—1)k~1(m);_1R,(m), qui sont de degré 2rn —s(£& +1) +k —1
en m. Ainsi, pour k< (y—2rn+s—1, S,(100 ) et S( 2 convergent pour |z| = 1.

Auvu de (23) et (25 . les seules divergences poss1bles enz = 1 sont

— Une divergence polynomiale si P ,, x ou PO,n,k a un pOle,

— Une divergence logarithmique due a Lij si P ,, x(1) n’est pas nul.

Puisque S,(1 o0 U et S( Y ont des limites finies en z = 1 et que des divergences polynomiales
et logarithmiques ne peuvent se compenser, on en déduit que ni 'une ni I'autre n’ont lieu :

Pour1 < k < (i _or (26)

N )n Lso1 {PO,n,k et Py,  sont holomorphesenz =1,

Pl,n,k(l) =0.

En particulier, le seul pole possible pour les Py, x, Po, ks Pon i est 0. Ce sont donc des poly-
nomes de Laurent en z, ie des éléments de Q[z*1].

Nous fixons désormais une racine N-iéeme de 'unité primitive w. On remarque par une
récurrence immeédiate que z~1P, ,,  est dans Q[zN] pour tout 1 < £ < s, si bien qu’évaluer
cette fraction rationnelle en n'importe quelle puissance de w donne la méme valeur. Nous
décomposons Py, et Py , x en termes ayant la méme propriété en écrivant

N
15 <1>
2Py i (2) ZZ Py (2) et ZPyi(z) =) Zpo;lqk( ) (27)
i=1

—<i>
avec P(fﬁc, Py x € Q[zEN].

Nous définissons enfin pour 1 < h < N les coefficients

= a3 flae
N &

Lemme 4.3.3. (Formule d’inversion)

N .
(i) Pourtouti € N,ona Z f(h)w" = £(i) (formule d'inversion)
(ii) Pour tout2 < ¢ <s,ona Zf JLig(w") = &y

Démonstration.

z
—_

=
I
=
=
Il
—_
-
I
—_



On obtient (i) car pour g # i [N], la somme intérieure sur & est nulle : elle somme le méme
nombre de fois chaque racine ——XN——-eme de 'unité.

3 pged(Ng—i)
Le point (ii) en découle :

N
Z ng

hm

||
=
~n»
=
/
g3
3 ‘E
N———

=
Il
—_
3
I
—_

—_

=
2

I
S
12 10Te
S
. =
™=
S
5
g
=
S
N———

3
I
—_
S
~

Nous disposons de tous les éléments pour effectuer la combinaison linéaire
k-1 —h(k— k-1 —
A= 3 ) (IS ) £ (1) HEDSED ),

Les polynomes de Laurent Po<li, P0< ,lfk et Z-1P, ., ne dépendant que de la puissance
N-iéme du point ot on les évalue, on voit a I'aide du[Lemme 4.3.3] m que

N N <l> N
An,k=;<( 3. fe ") Poi(1) + (=1)7 ( 3. f(e hZ>Po<;ﬁc(1)>

+ ZS: 1k71Pz,n,k(1)< F(R)Lig(w") ((—1)" + (—1)’”))

1=

/=2
N <i> N °
Z(POnk 1)pp()<nk Z>(1)>f Z Enk(l 5( p2 éf!
i=1 =2
avec la convention P0<,? i P(frf\f Finalement, en posant
Ponk = Ponk(1), (2<<s)
et Porink = Pop(1) + (~ PPN (1), (I<i<N), (28)
on obtient le
4 Résultat 4.3.4. On a pour tout multiple n de N et tout k < (5 —2r)n+s—1: )
s+N
Api =Y, Ponily
(=2
avec prak €Q, (2<€<s+N).
N\ ! J




4.3.2 o INVERSIBILITE DE LA MATRICE DES COEFFICIENTS

Dans le paragraphe précédent, nous avons en fait mis la main sur une solution dun
probleme de Padé. Dans ce paragraphe, nous l'exhibons, puis nous tirons parti de ce fait
pour appliquer le lemme de Shidlovskii (Proposition 4.1.6) et obtenir le

Résultat 4.3.5. I] existe une constante positive c; ne dépendant que de N et s telle que :

Pour tout n assez grand pour que (5, — 2r)n +s — 1 > ¢y, il existe des indices
ky, ... ks+n € [1,c2] (dépendant de N, s, r et n) tels que la matrice (W,n,kj)2<€,j<s+N soit
inversible.

On rappelle que w est une racine N-iéme de 'unité primitive et que les P, sont dans
C[zV], de sorte que Py, (w"z) = P;,(z) pour tout h € Z. En posant P(‘){Z} (z) := Pyu(w'z) et

pg;}(z) := Py, (w"z), on déduit de et les annulations suivantes pour 1 < i < N,
R, (t) ayant pour racines les entiers de —(r +1)narn:

1 .
Sueon(2) = Sno(w'z) = P (2) + ZPM JLif( =), = 0" (in),
Sn01(2) 1= Sueo(@"2) = Py} (2) + Y- (~1)Pya(2)Lig(w'z) = O(z0+m1) (ii).

/=1

Le méme raisonnement que pour les équivalences (14) donne, mutatis mutandis :

5 /-1
Z(—l)ﬂ—lpg,n(z)k()i_—l()zl) zil O((Z _ 1)(7—2r)n+s 1)

Puisque P, ,(w™"z) = P, ,(z), on en déduit pour tout 1 <h < N':

S logg_1 (w‘hz)

Spwn(z) = Z(—l)ﬂ_lpgln(z)w = O((z — M) (N=2)nts—1 (iiiy).

Eil Z—)wh

Les conditions (iy,), (i) et (iiiy) réunies pour 1 < h < N forment un probleme de Padé
a(n+1)(s+2N) variables et (s +2N)n + (s + 1) N conditions linéaires. La différence entre
ces deux quantités vaut donc 7 := N —s(N —1). Pour N = 1, T = 1 et on retrouve par
exemple le cas de la fonction zéta de Riemann avec f = 1 traité plus haut. Pour N > 2, T est
strictement négatif : il y a plus de conditions que d’inconnues. Cela ne pose aucun probleme
car nous disposons déja d’une solution. Cela implique en particulier que certaines de ces
conditions linéaires sont redondantes.

On pose maintenant ¢ = s + 2N et on consideére la matrice de M,(C) dont les coefficients
non nuls sont donnés par

Aniih = gy I<HSN),
h

ANtiN+i = iz (LSE<SN),

Agp1=F (2< 1<),



0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
L : w @l 0 0 0 0 0
z(1—wz) z(1-wNz) wz—1 wNz—1
A= 0 0 0 o =2 0 0 0 0
0 0 0 o o0 = 0 0 0
0 0 0 0 .20
0 0 0 o 0 0 ... 0 =20
D’une part, évaluer en w'z donne)
(k1) h(k—1 h - .1
Spoopy (2) = w E=D) Py p(w'z) + Y. Pf,n,k(Z)Lle(E)f
(=1
S
k-1
S](%O’h)(z) = k= )POnk (w'z) Z Pgnk (z)Liy(w"z),
de sorte qu’il est naturel de considérer
h h 15
P = DRy (@) et Booi= @'y p(whz), (1<K N)
Or la relation évaluée en wz donne exactement
d t
Pi1 = | S lsvan +7A | P, (29)

N 1 N 1 N
oup, ='(pM .., PN, P P Py o),

D’autre part, nous disposons pour chaque / € [1, N] des solutions suivantes du systeme
différentiel linéaire Y/ = AY :

1 1 1

Yoou(z) =(0,...,0,1,0,...,0, Liy (—— i

h (Z) ( 11 ( wh T

z)'LiZ(E)' s LIS(E)) (1 en h-iéme position),

You(z) =(0,...,0,1,0, ..., 0, —Li; ("), Ly (w"2), ..., (=1)°Lis(w"z))  (en (N + h)-ieme ici),

Vin(z) = £(0,,0,0,..,0,1, ~ log(ewz), EWD) (qpeilos w t))

2 (s—=1)!
On pose & := {00,0} U{w" | 1 < h < N}, puis I, := {(00,1),...,(c0,N)}, Iy =
{(0,1),...,(0,N)} et Iy := {w"} pour 1 < h < N. On a donc S, (Y)( ) = S,i(z) pour

tout o € Z ettouti € Ig Pour ¢ € {0,0}, l’md épendance linéaire sur C de (S, ; )ze I, est une
conséquence directe du

5. Garder en téte les égalités < ys 11 (Spon(z)) = wh(k_l)Sg{;l)(whz) et "V p, (wh'z) = Ppyi(2).



Lemme 4.3.6. Les fonctions 1 et z — Lig(w"z), pour £ > 1et1 < h < N, sont linéairement
indépendantes sur C(z).

Ce lemme découle des relations de monodromie satisfaites par ces polylogarithmes, dé-
crites dans [15, Proposition 1, p.53].

Nous prenons c; comme dans la [Proposition 4.1.6, Quitte a I’agrandir, nous supposons
c2 > s+ N. Nous ne considérons désormais plus que les 1 assez grands pour que (5 —
2r)n+s—1 > cp. Vérifions que les hypotheses de la [Proposition 4.1.6| sont satisfaites en

x=1:
(i) Lamatrice A(z) peuts’écrire =1 + A(z) o1 A est analytique en z = 1. La matrice Rn’a

que des coefficients nuls, sauf un —1 et un 1, aux emplacements respectifs de —=———
z(1-wNz)

et —.—; dans A. Ceux-ci étant situés strictement sous la diagonale, R est nilpotente
etn admet que 0 comme valeur propre, avec multiplicité s + 2N. Le seul exposant du
systeme différentiel Y/ = AY est donc 0.

(ii) Les majorations suivantes pour 1 < h < N découlent respectivement des conditions
(i), (iiy,) et (iiiy) de notre probleme de Padé :

orde (Sn(Yeo)) = rn+1,
ordo(Sx(Yon)) = (r+1)n+1,

ord, i (Su(Yn)) = (N - 21’)71 +s—1.

Par conséquent, I'équation est vérifiée pour T = N —s(N — 1) < 1, qui correspond
a la différence entre le nombre de conditions et de variables du probleme de Padé.
(iii) Puisque les coordonnées de Py sont des polyndmes, la relation montre que seuls

les P(;{Z:i et Pé n;;c peuvent avoir des poles en z = 1. Puisque nous avons exclu ceci en

pin}

(26)), toutes les fractions rationnelles Pé n}k’ Py, x €t Py x sont holomorphes en z = 1.

La [Proposition 4.1.6| affirme alors qu’il existe g —#I; = s +2N — lindices 1 < k1 < ... <
ksion—1 < c2+ T — 1 < ¢ tels que la matrice qui a pour colonnes les Py, (1), 1 < £ < s+ 2N
soit de rang au moins s + 2N — 1.

Mais d’apres 26), Py ,x(1) = 0 pour tout k < cp, si bien qu’en supprimant la ligne
correspondante on obtient la matrice inversible

{1} {1}
PRA@ oo e B
) N}
P%n}kl(l) e B ()
1 —{1
PR ) PR )
G:= : : € GLsyan-1(C).
{N} 51N}
PINL (1) e e PN ()
Pour (1) oo oee e s Py (1)
Py, (1) ... oo o L. Pk ion s (1)



Nous pouvons reconstruire la matrice ( pg,n,kj)zg tj<s+N a partir de G. En effet, les rela-
tions (27) évaluées en w' donnent pourl <h < N:

h h
Py(1) Zw%ﬁ :

N
h i
Pi(1) = Y- Py (1),
i=1

Selon le méme principe que la formule d’inversion (Lemme 4.3.3), ces relations impliquent
pourl <i< N:
: 1o hipln)

Pisi() = Lo R)
N

—<i> 1 _nigih

Poni(1) = Y @ P (1),
h=1

En vertu de (28), nous pouvons considérer la matrice M € Mgy N_1¢+oN—1 de rang s +
N — 1 dont les coefficients non nuls sont donnés par

Mg,g:1 (1<£<S—1),
—hi _
Ms+i,s+h = WT (1 <i,h < N),
—h(N—i) .
MsiNtis+h = (1) (1<i,h<N),

et obtenir 1’égalité MG = ( pg,n,kj)zg 1<s+N, 2<j<s+2N- Cette derniére matrice est donc de rang
s + N — 1. Nous pouvons en extraire s + N — 1 colonnes linéairement indépendantes. Quitte
a les permuter, supposons qu’il s’agit de celles d’indice k; a ks . La matrice ( Pink; )2<0,j<s+N
est alors inversible, ce qui conclut.



4.3.3 « CONCLUSION

Les résultats arithmétiques et asymptotiques suivants sont donnés dans [8, Proposition
44]:

~

Résultat 4.3.7. On pose 6, := (N'*~d,)s. Alors pour tout multiple n de N et tout k <
(o5 =5 =1l 8

(i) Pourtout ¢ € [1,s + NJ, Pink € %Z.

(ii) Les combinaisons linéaires sont majorées par

s+N SAN—" 2r+2
e 4N (N +1
(=2
(iii) Les coefficients sont majorés par
max [Bupral < BT avee fi= (20NN 4 1)
X \s
N\ J

Par le [Résultat 4.3.4, nous disposons pour chaque multiple n de N et chaque k < (5 —
2r)n + s — 1 d’'une combinaison linéaire

s+N

!

Ank =Y PoniCy
(=2

Par le [Résultat 4.3.5, nous trouvons une constante ¢, indépendante de n telle que pour tout

multiple n de N, il existe des indices 1 < kg”) < .. < kgi)N < ¢y tels que la matrice
(Piny)2<t,j<ssn Soit inversible.
Enfin, d’apres le[Résultat 4.3.7, nous pouvons appliquer le critére de Siegel (I'héoreme A.2.2)
aux combinaisons linéaires (SnAn L) de coefficients 6, p o i) Pour obtenir la minorationﬂ:
’ ] sthy ]

dimq Vecto{Z) |2 < ¢ <s+ N}
_ 542(F —r)log(2) + (2r +2)log(N) — (5 — 4r +2) log(r)
~y(og(2) + N) + (2r +2)log(rN + 1)

WV

1

Nous choisissons maintenant * comme étant I’entier le plus proche de 1%, de sorte que
(0]

g (s)

le minorant peut se réécrire

~log(s) +-o(slog(s)) 1+o0(1)
N(N +1og(2)) +o(s) ~ N +log(2) +o(1)

1+ log(s),

ce qui conclut la démonstration du[Théoreme 4.3.1

6. Les o(n) dans la formulation du [Résultat 4.3.7| sont des quantités qui peuvent dépendre de k. Cela ne
pose pas de probleme, tous les indices k apparaissant étant bornés indépendamment de # par c;.



On en déduit une généralisation du [Théoreme 2.4.1| de Ball-Rivoal aux fonctions L de
Dirichlet :

(Corollaire 4.3.8. (Fischler, 2018) \
Soit x un caractere de Dirichlet de conducteur N.
Soit p € {0,1}. Alors pour tout € > 0, il existe s, > 3 tel que, pour tout entier s > s, de
parité p on ait :

1—c¢

i </l <L = > — .
dimg Vecto{L(x,¢) |2<{<s, L=p 2]} > N+ log(2) log(s)

N J

Démonstration. Supposons que yx est un caractére de Dirichlet modulo d. Lui appliquer direc-
140(1)
d+log(2)
réduire ce dénominateur et améliorer la minoration en remarquant la chose suivante.

Le caractere x étant de conducteur N, on trouve un caractere x* modulo N coincidant
avec x sur tous les entiers premiers a d.

Ecrivons, pour £ > 2, L(x, £) et L(x*, ¢) sous la forme de produits eulériens, en gardant
en téte que x(q) = 0 pour tout nombre premier g ne divisant pas d :

tement le Théoreme 4.3.1| offre une minoration en log(s). Cependant, nous pouvons

1 1
L) =TT — =TT —r
o 1— X{;Z) o 1— xq([q)
1
Lx0) =] —
qJ(N 1— Xq(;i)

Ainsi, on a I’égalité

o ~X'(9)
L(X,E)_L(X,E)l%<1 qf)'

Celle-ci implique que {L(x,¢) |2 < { <s, £ =p 2]} et{L(x*0) |2<l<s, L =p[2]}
engendrent un Q-espace vectoriel de la méme dimension, ce qui conclut. [



A
METHODES DE PREUVE D’IRRATIONALITE

A.1 METHODE ELEMENTAIRE

Beaucoup de preuves d’irrationalité reposent sur 'observation suivante :

Rien n’est aussi bien approché par des rationnels qu'un irrationnel.

Pour donner du sens a ce principe, disons que pour une approximation d"un réel 0 par
un rationnel a/b :

. a .
— Sa qualité est d’autant plus grande que 'erreur ‘E — 9‘ est petite.

— Son prix est d’autant plus grand que le dénominateur b est grand.

Une bonne approximation correspond a un rapport qualité/prix élevé. Pour une suite de ra-
tionnels (a,/by)n, on souhaite donc avoir une convergence rapide vers 6 et une suite (b, )
qui ne croit pas trop vite.

Donnons nous un nombre rationnel g Nous nous interdisons bien stir de 1’approcher
par lui-méme. L’idée la plus naturelle pour 1'approcher par d’autres rationnels est alors de
considérer la suite des

an np+1
by, nq

Ici, I’erreur vaut

np+1 p ‘ 1 1
nq gl nqg by
Est-il possible de trouver une suite (Z—Z)n plus sophistiquée telle que 'erreur soit asymptoti-

quement plus petite que % ?

La réponse est non. En effet, si on a ), on voit en multipliant par gb,, :

n _ P
bn g

Il
o)
~
s

|qan — pbu| = o(1).

n——+0oo

La suite d’entiers (ga, — pbn)n tends donc vers 0, c’est qu’elle stationne a 0 a partir d'un

certain rang. Autrement dit, on a Z—” = % a partir d’un certain rang, ce qui était exclu. Ainsi :
n

Proposition A.1.1.
Soit (), une suite de rationnels convergeant vers un réel 6 sans stationner.
n

Si

an _ P = 1 irrati
b g ‘ e 0(y,;), alors 0 est irrationnel.



L’argument ci-dessus suggere la reformulation suivante. Pour prouver qu'un nombre 6
est irrationnel, nous pouvons essayer de construire des Z-combinaisons linéaires de 1 et 0
qui tendent vers 0 sans étre nulles.

En effet, étant donnée 1’existence de deux suites d’entiers (a,), et (b,), telles que

|a, — b0 " 0 sans s’annuler, on constate que 8 se doit d’étre irrationnel :
n——+0o

sif = %, la plus petite valeur non nulle que |a, — b,0| peut prendre est %, et on ne saurait
donc avoir convergence vers 0.
Cette reformulation se généralise facilement a un plus grand nombre de réels :

Proposition A.1.2. Soient 01, ..., 6 des réels. On suppose 'existence de suites d’entiers (ay ,)n,

S
1 <4 < s, tels que Z as 00| — 0 sans s’annuler.
=1 ’ n— 00

Alors au moins I'un des 6, est irrationnel.

Démonstration. Dans le cas contraire, on peut considérer un ppcm g des dénominateurs des
6,. La plus petite valeur non-nulle que peut prendre la Z-combinaison linéaire | }_ay ,6;| est

alors %, ce qui entre en contradiction avec la convergence vers 0. [

Remarque. Certaines constructions donnent naturellement des combinaisons linéaires a co-
efficients dans Q. Dans ce cas, il faut s’assurer que les dénominateurs des coefficients ne
croissent pas trop vite, de sorte qu’en multipliant par leur ppcm on obtienne une combinai-
son linéaires a coefficients entiers qui tend encore vers 0.

Remarque. 11 est clair que tous les propos de cette partie et de la suivante tiennent encore
si 'on construit des combinaisons linéaires seulement pour tout n dans un sous-ensemble
infini de IN. Par exemple, dans la démonstration du [I'héoréme 2.4.1|de Ball-Rivoal, nous ne
considérerons que les 1 pairs.




A.2 CRITERES D'INDEPENDANCE LINEAIRE

Le critere donné par la [Proposition A.1.2|ci-dessus ne permet malheureusement pas de
savoir combien parmi les 6, sont irrationnels, ni lesquels le sont. Une stratégie consiste a
mettre en place des critéres plus sophistiqués, aux prix d’hypotheéses plus fines :

/Théoréme A.2.1. (Criteére de Nesterenko) )
Soient 01, ..., 0s des réels. On suppose disposer de coefficients entiers (py,)ic[1,s]nen tels que

(i) Les combinaisons linéaires sont encadrées par

S
zx?ro(") <Y pende| < ag+o("), ot 0<a <ap<l.
=1
(ii) Les coefficients sont majorés par
Veel,s] |peal < prHom, oit B> 1.

Alors
log(B) — log(a1)

log(p) —log(a1) +log(az)’ )

dimg (Q; + ... +Q6s) >

(&

Une démonstration de ce résultat est donnée dans [6, p. IL.6].

Dans la partie précédente, nous avons insisté sur le fait que les Z-combinaisons linéaires
construites devaient étre non nulles. Dans le critere de Nesterenko, cette idée se retrouve a
travers la minoration géométrique par a1 > 0. Dans le cas ot celle-ci s’avérerait compliquée
a obtenir, on peut y échapper en construisant non plus une mais s combinaisons linéaires
pour chaque n. C’est I'objet du critére suivant :



4 Théoreme A.2.2. (Critere de Siegel) )

Soient 04, ..., 05 des réels non tous nuls.
On suppose disposer de coefficients entiers (p%c) )ekel1,s]neN tels que

(i) Les combinaisons linéaires sont majorées par

max Z pgk)f) L atolm), on 0<a<l.
S
(ii) Les coefficients sont majorés par

S < prron), o B>1

(iii) Pour tout n € N, la matrice (p](cng))lgf,kgs est de déterminant non nul.

Alors

: log(«)
dimg(Q6; + ... + Q) > 1 — .
" =3 Y

Démonstration. Notons d la dimension dimg (Q6; + ... + Q6s) que nous cherchons a minorer,
et prenons un sous-espace vectoriel F de R de dimension d contenant le point (64, ..., 6;).
Gréce a (iii), nous disposons de s formes linéaires linéairement indépendantes :

RS — R

S
(X1, 000y Xs) > Y p%()xe,
=1

L\ .= 1<k<s.

Quitte a réindexer, nous pouvons supposer que L | Fsoey L L(i”) |r sont d formes linéaires
linéairement indépendantes.
Prenons e = (ey, ..., ¢4) une R-base de F constituée d’éléments de ZP. Les coefficients des

e et les pénk) étant entiers, le déterminant de la matrice M := (L,E”) (Eg)) y est un entier.
’ ISk b<s

Par (iii), il est non nul.

Maintenant, prenons les coordonnées a1, ..., a4 € R du point (61, ..., 65) dans la base e. On
effectue la combinaison linéaire des colonnes C; de M associée a ces scalaires :

y . (L) L6y, ...,0))
Y aCo=) a ; = :
= =L (e L (01, ..., 65))

La colonne obtenue a par I'hypothese (i) des coefficients majorés par a*+°(),
Les 0, étant non tous nuls, au moins 1'un des a4, est non nul, supposons sans perte de gé-
néralité que a; # 0. On peut alors effectuer la transvection C; Zgzl a,Cy sur les colonnes



de M, pour obtenir une matrice M’ dont les coefficients de la premiére colonne sont majorés
p p J

par & ("), D’apres (ii), ceux des d — 1 autres colonnes sont majorés par " °("),
Ces majorations donnent immédiatement :

det( M/ Z ]._.[M d!“nJro(n)ﬁ(d 1)n+o(n ﬁ}zg +d—1+0(1)'

ocEY  i=

Mais une transvection laissant le déterminant invariant, det(M’ ) = det(M) est un entier

non nul pour tout n. Ayant § > 1, cela impose que I'exposant 1 gg /33 + d — 1 soit positif, d’ou

log(B) — log(«)
i log(B) '




B
OUTILS ANALYTIQUES

B.1 RAPPELS SUR LES FRACTIONS RATIONNELLES

On donne dans ce paragraphe quelques résultats élémentaires sur les fractions ration-
nelles que nous utilisons dans le texte.

p
On se donne une fraction rationnelle 0 de degré strictement négatif ot1 P et Q sont des

polynomes a coefficients dans C. Soit Q = Qf)o “1’1 ...Q;" la décomposition en irréductibles de
Q. On rappelle le

Théoréme B.1.1. (Décomposition en éléments simples) )
11 existe une unique décomposition de 0 sous la forme

p Pi1  Pi» Pis.

C —F+F4.+F, oi FE=22i02, L+ o<i<n

Q ! " / Q] Q2 Q]- ( J )
avec Py € k[X],  degP;j, <degQ; (1<{<sj). y

Dans le cas particulier ot Q est scindé, avec des racines distinctes «y, ..., &, de multipli-
cités respectives sy, ..., 5, cette décomposition prend la forme

/=1 - “])

On dispose alors d"une expression explicite pour calculer les coefficients ¢; s :

Lemme B.1.2. Soient j € [0,n] et £ € [1,s;]. Ona:

Cip— 1 dS]'_Z ((t . 0()515)
it = (5; — O ari~" ZNe)

Démonstration. On multiplie la décomposition en éléments simples de — par (t — «;)* pour

Q

SJ'

fID(]'

obtenir :

(t—aj)% Zcfkt_"‘fs’ "‘ZZ

i#jk=1 [X



On dérive ensuite s i — / fois :
—0
o (t— SJ— Zc )' t—tx)gfk—l—(t—w)gR(t)

ot la fraction rationnelle R n’a pas de pdle en a;. Lorsqu’on évalue en t = a;, le seul terme
non nul vaut précisément (s; — £)!c; . O

Cette égalité met en évidence le fait que ¢;; n’est rien d’autre que le résidu Resa].(g) de

— en a;. On en déduit un résultat permettant de calculer la somme des résidus de notre

fraction rationnelle :

Lemme B.1.3. ; ;
P tP(t
ZRes,Xj— = ch,l = lim J
=0 Q =0 t—+o0 (t)
Démonstration. On a Z Z
Q j=0/¢= 1
En faisant t — 400, tous les termes avec Z > 1 tendent vers 0, d’ou
tP(t) & t n
li = li
e Q(F) ];) e | — ] ‘i ];0 ‘it

]

On termine par deux lemmes issus de [6] estimant les coefficients c1; et leurs dénomina-
teurs pour les fractions rationnelles d"une forme bien particuliere :

Lemme B.1.4. Soit Q € Q[X] un polynéme de degré au plus n prenant des valeurs entieres
aux entiers. On décompose en éléments simples la fraction rationnelle :

n1Q(X) *bi(Q
F(X) := =:
(X) X(X+1)(X+2)..(X+n) ]g) (X
Alors les bj(Q) sont entierset  B(Q) := Or2]a<>§1 b;(Q)] < 2" Orgjzgﬁ (=)
Démonstration. 11 suffit de remarquer
n!Q(—j) (n) .
b'Q—hmt—l—Q = , _ = (=1)(". )Q(—
Q)= I+ = gy @) oy - V)9
et d’utiliser la majoration sur les coefficients binomiaux (';) <27, O



Lemme B.1.5. Soient Q; € Q|X] des polynomes de degré au plus n prenant des valeurs entieres
aux entiers, 1 < i < s. On décompose en éléments simples la fraction rationnelle :

: n!Q;(X) - ¢
F(X):= =: —.
(X) EX(X+1)(X+2)...(X+n) ];w;(XJr])l
Alors pour tout j € [0,n] et tout £ € [1,s] :

. 1
(l) ],g c = EZ
n
s

(id) lcjel < (2n)*~ (s = D) [ B(Q).

i=1

Démonstration. On raisonne par récurrence sur s. Le cas s = 1 est traité dans le lemme pré-
cédent. Pour s > 2, I'hypothese de récurrence permet d’écrire

— n!Q;(X) L i
HX(X+1)(X+2)...(X+n §§ Xjr]

i=1

avec dy 1ty € Zeet || < (2n)°2(s — 2)! T, 1 B(Q;). Ainsi,

n s n b(Qs) n s—1 Yie
Yl wry (-Z <5<+j>) (Zzoci]v)'

j=0 j=0 /(=1

On identifie alors les coefficients de chaque élément simple, en utilisant la décomposition

1 B 1 B Zf; 1
(X+)X+1) G =DX+) F G =R+

pour obtenir :

Qs Vil k— b (Qs)’)’]k -
Cip = Z]#]Zkl (J]) b0 sif=1
bj(Qs)Vje—1 — Lys Dot gy Sil>2

Le membre de droite contient au plus 2n(s — 1) termes, dont chacun est majoré par

B(Qs) - (2n)° (s — 2)!TT;Z} B(Qs), d’ou (ii).

Pour obtenir (i), il nous reste a écrire

by (Qs)vjx _ g5k it

¢
Gyt T e Gy Q) €2

et
_ ~1-(¢-1
a0 0 (Q)rie = dy Ty bi(Qs) € Z
Cela implique ¢;, € Z, et acheve la démonstration.



B.2 RESULTATS ASYMPTOTIQUES UTILES

Nous reformulons en un énoncé les théoremes de Poincaré et de Perron évoqués dans
[12, p.326-336].

-

Théoreme B.2.1. On consideére une relation de récurrence linéaire d’ordre p )

Yntp + ap—l(”)%ﬂ-p—l + oo+ a1(n)Yng1 +ao(n)yn =0 (30)

oil les coefficients dépendent de n mais admettent tous une limite finie ar(n) e e
n—+09

On suppose de plus que ag(n) ne s’annule jamais et que toutes les racines Ay, ..., A, de
P(X):=XP +a, 1 XP 1+ . +mX+ag

sont distinctes en module.
Alors l'espace des suites vérifiant est de dimension p, une base en étant donnée par des
suites y), ..., y(P) avec

k n—+o(n
9 }/51) = A (n)

J

Proposition B.2.2. La suite d, des ppcm des n premiers entiers a le comportement asymptotique

d, = en—i—o(n).

n——+oo

Démonstration. Il nous faut montrer n — log(d,) = o(n).
Commencons par calculer la valuation p-adique de d,,, pour p < n premier. Il est clair
que vy(dy) = max vp(k) dotr:

~

v+1

vp(dp) =v <= p’ <dy <p <= vlog(p) <log(n) < (v+1)log(p)

<— v < log(n) <v+1
log(p)
_ | log(n)
=T Long'

Nous voyons alors

log(dy) = Y 0p(da) log(p) = 1 f"g(”)J log(p).

pgn P<7’l log(p)



Ce qui permet d’écrire

1

i tog(ds) = 1 (1og(n) — {253 | tog(p) ) -+~ () og(m)
pgn log(p)

Le théoreme des nombres premiers affirme que n — 7t(n)log(n) = o(n). Il reste donc a

iggEZ;J lOg(p) ets, = Epgn un,p, onas,; = O(Tl).

montrer qu’en notant u, , = log(n) — |
Pour cela, prenons € €]0,1/2] :
log(n) > 1 > 1.

— Sip < nl=¢ une majoration triviale va suffire. On a

log(p) = 1-¢
Ainsi HggEZ;J > 1, et |uy,p| <log(n)|
— Sinl~t < p<n,onal < iggg;; < ﬁ < 2.
Ainsi HEEEZ;J =1, et||uyp| =log(n) —log(p) < elog(n) |

De ceci nous déduisons la majoration
sn < (n(nl_s) + (7t(n) — n(nl_e))ez) log(n) < en+o(n)

la deuxieme inégalité étant due au théoréme des nombres premiers. Ceci étant valable
pour ¢ arbitrairement petit, nous obtenons s, = o(n) comme voulu. O

Proposition B.2.3. Soit f une fonction a valeurs réelles continue sur un compact K. Soit y une
mesure sur K telle que 0 < u(U) < +oco pour tout ouvert U. Alors :

n—-+oo K

1
(/ " dy) — max f.
K
Démonstration. D"une part, nous avons

(hr d“); < (ftmpesy dﬂ)i = (max f) - ()"

Or, K étant recouvert par une union finie de ses ouverts, ona 0 < u(K) < +o0. On en déduit
immédiatement y(K)% —— let
n——+oo

1
lim / "d )ngmax )
n—>_+oo(Kf # K f

D’autre part, pour ¢ > 0 nous notons U := (] maxg f — ¢, maxy f]). f étant continue,
il s’agit d"un ouvert de K. On a alors

(/Kf" d#);1 > (/us(mlgxf—s)” (;ly)'1 = (max f —¢) - u(Ue)".

N



Une fois encore, 0 < (1) < +oo, d’ott j1(Ue) s — 1 et

n—-+oo

Ve >0

lim
n—-+o0o

(/Kfndy); >m1?xf—s.
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