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Introduction

Ce rapport de stage va étre le prétexte pour étudier deux résultats principaux
sur les nombres premiers : le théoreme des nombres premiers et la convergence
de la série des inverses des nombres premiers jumeaux.

Nous allons notamment voir que 1’étude de ces théorémes va bien souvent
nécessiter I'utilisation de résultats a priori completement éloignés de nos
énonceés ...



1 Quelques résultats importants

Nous allons donner dans cette section quelques résultats importants, en anal-
yse réelle ou complexe, qui nous serviront par la suite.
Certains résultats seront démontrés alors que d’autres seront laissés sans démonstration.

Théoréme 1.0.0.1. L’ensemble des entiers naturels premiers est infini.

Démonstration. Soient ¢ un entier naturel premier et [[ p le produit des
p premier
p<q

nombres premiers qui lui sont inférieurs ou égaux.
L’entier 1+ J] p est alors supérieur strictement a ¢. Il est soit premier, soit

p premier
r<q

est divisible par un facteur premier ¢’ qui ne peut étre I'un des facteurs p inter-
venant dans le produit (sinon il diviserait 1), donc ¢’ > q.

Dans les deux cas on en déduit l'existence d’un entier premier strictement
supérieur a q.

L’ensemble des entiers naturels premiers est donc bien infini. O

1.1 Analyse réelle

Théoréeme 1.1.0.2. Soit (upq)(p,q)en> une suite double de réels positifs.

R S IS o) 18

st Uun des deuz membres converge (ainsi que la série présente entre les par-
entheses).

Nous allons maitenant donner deux lemmes, le premier des deux servant a
démontrer le second.
D’abord le lemme de Cesaro généralisé :

Lemme 1.1.0.3. Soit (a,)nen+ une suite de nombres réels, et soit (by)nen une
suite croissante de nombres réels positifs.
Si (an)nen+ converge vers un réel l, alors la suite de terme général

Cp = bizbk—bk 1)

converge également, et sa limite est [.

Démonstration. On va démontrer le cas [ = 0, le cas général s’en déduisant
facilement, en retranchant [ & tous les termes de la suite (ay,)nen+.

Soit € > 0.

Fixons N tel que Yk > N, |ag| < e.



Pour tout n > N, on a

n

" k=1
1 N n
= Fn(z(bk —be—n)larl + D> (bk = bp_1)lax])
k=1 k=N+1
1
S bf((bN — bO)SN + (bn — bN)E)
n
< (b — bo)Sy +e
bn,
N
ou Sy := Z |ax| ne dépend pas de n.
k=1

Le premier terme tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Par conséquent, la
limite supérieure de la suite (|c,|) est majoré par 2 pour tout € > 0.

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient le résultat énoncé. O
Donnons désormais le lemme de Kronecker :

Lemme 1.1.0.4. Si u,, est le terme général d’une série réelle convergente, et
st (by)n est une suite croissante de réels positifs divergeant vers linfini, alors :

IR
nh_{?glo a ;bkuk =0.

oo
Démonstration. Notons s,, := Z ug et by := 0.
k

=n
Une transformation d’Abel donne :

k=1 " k=1
1 n
= F(Z(bk — br—1)8k — bnSpt1)
" ok=1
1 n
= (b — bp—1)8k — Snt1
" k=1

Comme la suite (s,), tend vers 0, le second terme tend vers 0 et le premier
aussi d’apres le lemme de Cesaro généralisé. O

Théoréme 1.1.0.5. Soit f de [0,+o00][ dans R+ continue par morceauz et
décroissante.
Alors la série de terme général f:_l f(t) dt — f(n) est convergente.



1.2 Analyse complexe

Nous allons donner dans cette section quelques résultats d’analyse complexe
qui nous serviront par la suite.

Théoréme 1.2.0.6. Si (f,)nen est une suite de fonctions holomorphes dans
un ouvert § de C convergeant uniformément sur les compacts de €1 vers une
fonction f, alors f est holomorphe.

De plus, pour tout j € N, la suite (fy(lj)) converge uniformément sur tout
neN

compact vers fU).

Théoréme 1.2.0.7. Soit f une fonction holomorphe dans un disque ouvert
D = D(zp, R).

= (2)

Alors f admet un développement en série de Taylor : f(z) = Z (2 = 20)",
n!
n=0
ot la série converge normalement sur les compacts de D.
Théoréme 1.2.0.8. Soit (uy)nen une série de nombres complezes.
—+oo +oo
La convergence absolue de la série Z Up (i.e. Z |un|) entraine la convergence
n=1 n=1
—+oo
du produit infini H (14 up).
n=1

Théoréme 1.2.0.9. Soit |z| < 1 etln la détermination principale du logarithme
complezxe.
Ona:

EOO (_1)n71 n
ln(l + Z) = E—
n
n=1

Théoréme 1.2.0.10. Soit (f,)nen une suite de fonctions complexes définies
sur un ensemble X.

Supposons que la série > (1 — f,) est normalement convergente sur X.

Alors on a : si || fn—1||co < 1 pour tout n, alors la série Y 1n f,, est normalement

convergente et on a :
o0
s
[[7.=e
n=0

ou S = ilnfn.
n=0

Théoréme 1.2.0.11. Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur un en-
semble E et vérifiant pour tout x € E et tout n € N, |fn(x)] < ay,.

Alors, si la série numérique Y, a,, converge, la série de fonctions > f, converge
uniformément sur E.

Théoréme 1.2.0.12. Soit I un intervalle de R. Soient a,b € R tels que a < b.
Soit f : I x [a,b] = C une fonction continue.

Alors, la fonction ® définie sur I par ®(x) := f; f(z,t) dt est définie et continue
sur Uintervalle I.



On va maintenant donner un théoreme d’holomorphie pour les intégrales
dépendant d’un parametre.

Théoréme 1.2.0.13. Soient (T, A, u) un espace mesuré et F: QxT — C. On
suppose que F vérifie les propriétés suivantes :

- pour tout z € Q, Uapplication t — F(z,t) est mesurable

- pour tout t € T, Uapplication z — F(z,t) est holomorphe sur Q

- pour tout compact K C Q, il existe une fonction ux € LY(T,p) telle que
|F(2,t)] < ug(t) pour tout (z,t) € K x T.

Alors la formule f(z) = [, F(z,t)du(t) définit une fonction holomorphe sur
Q.

De plus, toutes les dérivées de f s’obtiennent par dérivation sous le signe intégral.

L’identité que nous allons maintenant étudier est fondamentale pour la
théorie des nombres premiers.

Théoréme 1.2.0.14. Soit f une fonction multiplicative (c’est-a dire telle que

f(mn) = f(m)f(n) pour tout couple (m,n) d’entiers premiers entre euz).
—+o0

On suppose que f vérifie : Z [f(n)] < oo.

n=1
Alors ’égalité suivante a lieu :

Yormy= ] O+fe)+f0)+..).

p premier

oo
Démonstration. On pose S* = Z [f(n)|.
n=1

Ainsi 0 < §* < c0.

o0
Puisque §* < 00, la série Z f(n) converge absolument. On note S sa somme.

n=1
[e%S)

Pour chaque nombre premier p, la série E |f(p¥)| converge (sa somme est ma-
v=0

o0
jorée par S*), et la série Z f(®") converge donc absolument. Il vient que le
v=0

Pa)= ] > 0"

p premier y—(
p<x

produit fini

est bien défini.

Chaque facteur de P(x) étant une série absolument convergente, on peut développer
les termes des facteurs et réarranger les termes obtenus dans n’importe quel or-
dre (P(z) est un produit de Cauchy de séries absolument convergentes). Ainsi :

Px) =) f(n)=5~=3 "f(n)

N !/ s . , N . .
o )" désigne une somme étendue & tous les entiers n qui n’ont pas de facteurs
premiers p > z, et oul par conséquent Y . ” représente une somme étendue & tous



les entiers n dont un facteur premier p au moins dépasse z. On a donc :
|P(z) =S| <> 71f(m)| < Y [f(n)].
n>x

On en conclut que P(z) tend vers S quand x augmente indéfiniment. Ceci prouve
le théoreme. O

On donne maintenant un corollaire du principe des zéros isolés.

Proposition 1.2.0.15. Soit Q2 un ouvert conneze de C.
Si f est une fonction holomorphe sur Q non identiquement nulle, alors f n’a
qu’un nombre fini de zéros sur tout compact de Q.



2 Théoreme des nombres premiers

Nous allons étudier dans cette section le théoreme des nombres premiers.
Celui-ci s’énonce comme suit :

Théoréme 2.0.0.16. Soit w(x) le nombre d’entiers naturels premiers inférieurs
ou égauz o x : w(x) = Y. 1.

ppremier
p<w
Alors :
T

m(z)

2 oo In(x)

Pour cela, nous allons effectuer 4 démonstrations de ce théoréme.
La premiere se trouve dans le livre de Roger Descombes et est assez abstraite
méme si elle a le mérite d’étre assez courte et nécessite peu de connaissances
sur la fonction (.
La seconde se trouve dans le livre de William John Ellison et de Michel Mendes
France. A I'inverse de la premiere démonstration, celle-ci est plus accessible mais
est un peu plus longue et utilise beaucoup la fonction ¢, surtout pour des ma-
jorations ou minorations dans divers demi-plans.
Enfin, les deux autres démonstrations sont dues a Newman et sont des compro-
mis entre les différents avantages et inconvénients des autres méthodes.

2.1 Premiere démonstration du théoréme des nombres pre-
miers (R.Descombes)

Lemme 2.1.0.17. Soient o une fonction de N* dans C et A la fonction qui lui
n
est associée, définie par A(n) := Za(k).
k=1

A
Supposons qu’il existe p € C tel que lim ——= = p.

n—-+o0o n

Alors :

ngrfoo n(nn)—1 "
. . = a(k)
Démonstration. Soit S(n) =) —=
= Ink
On a successivement :
~ A(k) — A(k — 1
k=2
An) &= 1 1 A(1)
~ Inn * ];A(k) (lnk ~ In(k + 1)) ~ In2

10



par le lemme d’Abel.
D’ou :

S(n)Inn _ A(n) lnn 1 A1) Inn
n B n ZA ( 1n(k—|—1)> In2 n

Or, lorsque n tend vers 400, le premier terme du second membre tend vers
p et le dernier tend vers 0.

Par ailleurs, puisque la fonction k& — % converge, elle est en particulier
bornée, par exemple par un réel positif M. Le module du terme central du
second membre est alors majoré par :

Inn = [ k k Inn <= In k'H
g BN [P i
n <1nk In(k + 1)) - n Z (In k)
k=2 k=2

cette égalité venant du fait que M > 1 et que pour tout x > 1 =+ - 1>9

k+1
Ink+1 Ink ) NI _ _Ink In
kT kg1 Cest-a-dire 1 — piem < =

(il vient alors que 2 < et

11 M 5).
Ink Ink+1 — (lnk:)

Puisque pour tout k& > 2 In(22) = In(1+ £) < 1, on obtient que le terme
central du second membre est majoré par :

n—1 Lvn]

Inn 1 Inn 1
M=) e =M Z (hlk) + Z (k)2
k=2 =lvn]+1

ou |z] est la partie entiere de x, c’est-a-dire 'unique entier k tel que k < z <
kE+1.

Ce terme peut encore étre majoré par MlnT" ((\1/527)5 + n(—hE\/\/%f) puis par
M . lnn T 4aM
(In 2)2 Vvn Inn

Puisque ce dernier terme tend vers 0 quand n tend vers +oo, on a bien

lim S(n)lnn .

n—-+oo n

ce qui acheve la preuve. O

2.1.1 Séries de Dirichlet

L’un des outils nécessaires a la preuve du théoréeme des nombres premiers est
les séries de Dirichlet. C’est la raison pour laquelle nous allons étudier certaines
de leurs propriétés.

11



Définition 2.1.1.1. Soient o une application de l’ensemble N* des entiers
strictement positifs dans le corps C et s = o + it un nombre complezxe de partie
réelle notée o.

On appelle série de Dirichlet associée a4 « la série (convergente ou non) de

terme général a(n)n=* oun=* =n"%e """ et on note Y. a(n)n"* cette série
de Dirichlet.
Il est clair que pour tout n € N* le module |a(n)n™%| = |a(n)n=7 est

indépendant de ¢ et est une fonction décroissante de o.

Pour la convergence absolue de la série de Dirichlet, trois cas sont donc possibles,
et trois seulement :

- ou bien elle converge absolument pour tout s € C

- ou bien elle ne converge absolument pour aucun s € C

- ou bien il existe un réel o, tel que la série converge absolument si o > o, et
ne converge pas absolument si o < g,.

Définition 2.1.1.2. Avec les notations précédentes, on appelle o, abscisse de
convergence absolue de la série de Dirichlet, et on convient que o, = —o0 s’il
y a convergence absolue pour tout s € C et o, = +00 s’il n’y a convergence
absolue pour aucun s € C.

Remarque 2.1.1.3. Aucune information immédiate ne peut étre donnée sur
léventuelle convergence absolue de . a(n)n™* lorsque o = o,,.

L’étude de la convergence de la série de Dirichlet elle-méme est fondée sur
le théoreme suivant.

Théoréme 2.1.1.4. Si la série de Dirichlet > a(n)n™* converge pour la valeur
so = o9 + ity de s, alors elle converge uniformément par rapport a s dans tout
ouvert angulaire Q, de C défini par Uinégalité |Arg(s — so)| < = ot x est un
réel de l'intervalle ]0, 3 [

m
Démonstration. Posons, pour tous entiers m >n > 1, Sy, = Z alk)k=®°.
k=n
On a alors :
m m
> ak)k™ = kO a(k)k
k=n k=n

m
=0 S+ Y kT (Snk — Suk-1)
k=n-+1

=

= Z (k'sois — (k + 1)8078) Sn,k + msoissn,m

=n

=

par le lemme d’Abel.

Or, puisque la série Y a(n)n~% converge, on a : pour tout € > 0 il existe
un entier ng tel que pour tout n > ng et tout k > n, |S, x| < e.
De plus, pour tout s = o + it € Q,, 0 > 0g (car sinon s — sy a une partie réelle

négative et donc un argument strictement supérieur a 7 en valeur absolue),

12



donc |m®e =% =m0~ < 1.
Enfin, pour o > 0g, on a :

k
[k%07% — (k+ 1)%7°| = |(sg — 5)/ 20757 gy
k

+1

k+1
<|so — s|/ 2707 dy
k

_ |S - 50| (ko'o—a _ (k' + 1)0’0—0‘)

g —0p

Tout cela nous permet de conclure que, pour tout s € €2, et tout n > ny,

m m—1
S a(h~| < EZ00S oo oy yreey e
k=n 7 =00 k=n
naofa
< e+e
COST

(par hypothese sur argument de s — sq).

Ainsi |37, a(k)k~%| < e (= + 1), ce qui démontre la convergence de > av(n)n*

COST

uniformément par rapport a s € ). O

Définition 2.1.1.5. On appelle abscisse de convergence o, de la série de Dirich-
let Y- a(n)n™* la borne inférieure des parties réelles des nombres complexes s
pour lesquels la série converge.

La encore on convient que l’abscisse de convergence vaut +0o si la série diverge
pour tout s € C.

Remarque 2.1.1.6. Bien sir, l’abscisse de convergence peut valoir —oo.

Corollaire 2.1.1.7. Dans le cas ou l’abscisse de convergence o. est finie, la
série de Dirichlet > a(n)n=*% converge dans le demi-plan défini par o > o, et
sa somme est holomorphe sur ce demi-plan.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, il existe sg = o9 + ity € C, avec g9 €
e, 0c + €], tel que > a(n)n=%° converge. D’apres le théoreme 2.1.1.4., la série
> a(n)n™° converge uniformément dans tout ouvert du type €,. Comme la
réunion de ces ouverts est le demi-plan o > o0y, la série converge dans ce demi-
plan.

De plus, tout compact de ce demi-plan est contenu dans un 2., la convergence
est donc uniforme sur tout compact du demi-plan. Enfin, lorsque ¢ varie, la
réunion de ces demi-plans est le demi-plan o > o, ou la série est donc con-
vergente, avec, comme précédemment, convergence uniforme sur tout compact
inclus dans o > o.. Or, chaque terme de la série est une fonction holomorphe de
s sur ce dernier demi-plan. D’apres le théoréme 1.2.0.6. (appliqué aux suites par-
tielles), la convergence uniforme sur tout compact entraine donc I’holomorphie
de la somme sur le demi-plan o > o, ce qui permet de conclure. O

Remarque 2.1.1.8. Il se peut que Y a(n)n™* converge en certains points s

de partie réelle égale a o.. Mais la définition méme de o, montre que la série

13



diverge en tout point de partie réelle strictement inférieure a o.. C’est pourquoi,
sans tenir compte de la convergence éventuelle de la série en certains points de la
droite 0 = o, on appelle demi-plan de convergence le demi-plan ouvert o > o.
Evidemment, si 0. = —00, la démonstration du corollaire précédent montre que
la série converge en tout point de C et que sa somme est une fonction holomorphe
sur C, c’est-a-dire entiére.

Il est clair que o, est au plus égale a o,. D’autre part, des hypotheses con-
venables sur la fonction a permettent de majorer I'un ou I'autre de ces réels :

Théoréme 2.1.1.9. Soit A la fonction définie sur N* par A(n) = Za(k),

k=1
Supposons qu’il existe un réel e € ]0,1] et un complexe p tels que n=1+(A(n) — pn)
reste borné quand n € N*.

Alors labscisse de convergence de > a(n)n™° est :
- majorée par 1 —e si p =10
- égale a 1 si p # 0.
+oo
De plus, dans ce dernier cas, la fonction Z a(n)n™?® — d T est prolongeable
5 —
n=1

en une fonction holomorphe sur le demi-plan o > 1 —¢.

Démonstration. Soit M un majorant pour tout n € N* du module de la fonction
7 définie par y(n) = n=1T¢ (A(n) — pn).
Pour tout entier n > 2, on a, en tenant compte que A(1) — (1) = p,

NE

> alk)k™ = A1) +

k=1 k

(A(k) = A(k = 1)k™°

n

I|
V)

n

(pk = p(k = 1)k~ + > (Y(R)K' ™ =y (k = 1)(k = 1)' %) k~°
k=2

NE

— A(1) +

ES
[l
N

n—1

= Zpk_s + v(k)k' ¢ (k"= (k+1)7°) + y(n)nt—7*
k=1 1

o
Il

Lorsque n tend vers +oo, pour tout ¢ > 0, pn™° tend vers 0 et, pour tout

o >1—¢, il en est de méme de |y(n)n'=¢=%| < Mn'=¢77.

Dans ce dernier demi-plan, la somme éventuelle de la série de Dirichlet Y a(k)k~*

est donc égale a celle de la série de terme général uy,(s) := pk~5+y(k)k' =% (k=% — (k +1)79).

n

k+1
Comme, pour o > 1, 25 = pf;:of x5 dx = p lim Z/ x~% dz, on est
k
k=1

n—-+4oo

conduit a étudier la série de terme général
k+1
vE(8) : = up(s) — p/ x”° dx
k

k+1
:/k (p(h~° — &%) T AR (= — (k + 1)) da

Or, un calcul analogue a celui de la démonstration du théoreme 2.1.1.4. donne,

14



pour o >0 et x € [k, k + 1],

k
|l<:75—x S|= s/ y 5l dy
< Blgme am0)
T o
<o~ k1)

et,pour c >1—¢

k
ek = (k+1)7°%| = s/ Eey e dy
k+1

k+1
||/ Y dy

:O—il+€(kl e— ”—(k‘—l—l)l_s_a)

IA

On en déduit, pour o > 1 —¢

Z (o) < L7 (577 = (4 1)77) S (T (1))

k=1 k=1
_losl
- o c—1+¢
“+oo
Par suite, sur tout compact du demi-plan défini par o > 1 — ¢, la série Z Vg (8)
k=1

converge absolument (car la somme précédente est bornée indépendemment
de n) et uniformément (elle converge méme normalement). Puisque son terme
général est holomorphe dans ce demi-plan, sa somme 'est aussi (en appliquant
le théoreme 1.2.0.6. aux sommes partielles).

Sip=0, up(s) = vi(s), et la série > a(k)k™® qui a la méme somme que
> uk(s), converge donc dans le demi-plan o > 1 —¢, ce qui entraine o, < 1 —¢.
Si p # 0, la suite de terme général

n n n+1 1—s
s 1-(n+1)
Do)=Y wle) = [ de = pt

ne converge que pour o > 1, il en est donc de méme des séries > uk(s) et
Sak)k—*, don o, = 1.

De plus, dans le demi-plan o > 1, Y a(k)k™® — 25 coincide avec ) vx(s) qui
est holomorphe pour o > 1 — ¢, ce qui acheve la preuve. O

Un dernier théoreme, concernant les séries de Dirichlet associées a des fonc-
tions « positives, interviendra dans la suite.

Théoreme 2.1.1.10. Soit Y a(n)n™° une série de Dirichlet associée a une
fonction «. Alors si la fonction « est positive, 0, = 0.

15



De plus, si cette valeur commune est finie, la somme de la série Y a(n)n™*°

ne peut étre prolongée en une fonction holomorphe sur un demi-plan ouvert
contenant strictement le demi-plan w. défini par o > o..

Démonstration. On sait que o. < 0,. De plus, en choisissant des valeurs réelles
pour la variable s, on a que o, = 0. par positivité de a.

Supposons maintenant cette valeur commune finie, et que, de plus, il existe
une fonction f holomorphe sur un demi-plan ouvert contenant strictement
et égale & > a(n)n~*. On va essayer de trouver une contradiction.

Par hypothese et d’apres le théoreme 1.2.0.7., en un point o réel, avec o > o, f
est développable en série de Taylor : f(s) = f(o) + ... + %f(k)(o) + ... avec
un rayon de convergence strictement supérieur a o — o,.

Puisque chaque terme de la série de Dirichlet est holomorphe sur 7. et que
> a(n)n~* converge uniformément sur tout compact inclus dans .. (par le corol-
laire 2.1.1.7.), on peut dériver indéfiniment terme & terme cette série (d’apres le
théoreme 1.2.0.6.), ce qui donne en particulier

1) =3 alm)(~lnn)tn~

neN

+oo B k
D’ot1, dans le disque de convergence de la série de Taylor, f(s) = Z <(Sk|0) Z a(n)(—Inn)kn=7

k=0 neN
Choisissons maintenant s = o1 réel, appartenant au disque de convergence, mais

avec 01 < 0.. Comme « est positive, les produits 7 (01 — 0)*a(n)(—Inn)kn=
sont tous positifs.

Donc, dans l'expression de f(o1), les sommations sont permutables, ce qui en-
traine la convergence de la série

+o00 (O’ . )k
Z (Z Tl(ln n)k> a(n)n™ 7 = Z n® " ta(n)n=?

neN \k=0 neN

= Z a(n)n=%"

neN

ce qui est en contradiction avec la définition de o, et achéve donc la démonstration.
O

2.1.2 Fonction zeta et produits eulériens

Définition 2.1.2.1. Pour tout entier m > 2 on appelle caractére principal
modulo m application de N* dans 0,1 qui vaut 0 pour tout entier n non premier
am et 1 pour les entiers n premiers a m.

1l sera noté par la suite xo, l’entier m étant fixé par avance.

Définition 2.1.2.2. Soient m > 2 un entier et xo un caractére principal modulo
m. On note L(s, xo) et on appelle ”série L relative a xo” la somme de la série
de Dirichlet > xo(n)n~* lorsque cette série converge.

De méme on note ((s) la somme de la série de Dirichlet > n=*.
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Remarque 2.1.2.3. D’apreés les théorémes 2.1.1.9. et 2.1.1.10., la série de
somme ¢ a donc 1 pour abscisse de convergence et évidemment aussi de con-
vergence absolue. De plus, comme l’égalité A(n) = n autorise le choiz e =1, la
différence ((s) — 8%1 est prolongeable en une fonction holomorphe sur le demi-
plan o > 0, ce qui entraine aussi que o. = 1 est un pdle pour (.

De méme, on pourrait vérifier aisément en appliquant le théoreme de 2.1.1.9.,
que l'abscisse de convergence de la série de Dirichlet associée a xo est 1.

Définition 2.1.2.4. Une application o de N* dans C est dite multiplicative si
a(nn') = a(n)a(n’) pour tout couple d’entiers naturels n et n’ premiers entre
eur.

De méme elle est dite complétement multiplicative si la méme propriété est
valable pour tout couple d’entiers sans restriction.

Remarque 2.1.2.5. Une telle fonction o multiplicative est donc entiérement
déterminée par ses valeurs pour les entiers n qui sont des puissances d’un nom-
bre premier.

Si la fonction a est completement multiplicative, elle est entiérement déterminée
par ses valeurs pour les nombres premiers.

Théoreme 2.1.2.6. Soit > a(n)n~*° une série de Dirichlet d abscisse de con-
vergence absolue o, < 400.
Dans le demi-plan o > o4, on a :

—+o0
Sa(n)n™® = H <Z oz(ph)phs> st a est multiplicative et

p premier \h=0

-1
Sa(n)n™® = H (1 - O@) si v est complétement multiplicative.
p

p premuer

Démonstration. Soit k un entier strictement positif, P, 1’ensemble des k pre-
miers nombres premiers (les éléments de Py sont notés py, ..., pg.) et Ni I’ensem-
ble des entiers strictement positifs dont la décomposition en facteurs premiers
ne comporte que des nombres premiers de I’ensemble Py. L’exposant maximal
de la décomposition en facteurs premiers d’un entier n est noté E(n).

On désigne par 8 un k-uplet (81, 2, ..., Br) d’entiers positifs et N(S) désigne la
valeur maximale atteinte par le k-uplet.

Enfin, s désigne un nombre complexe dont la partie réelle est strictement supérieure
a o, et [ un entier strictement positif. Essayons d’abord de calculer la somme

Sk,1(s) définie par : Sy (s) = Z &?).
neNy, E(n)<l

Un double passage a la limite, d’abord sur [ puis sur k permet de conclure.
On remarque en effet que la somme s’écrit aussi :

_ a(p)-a(pd). - alf) o(p) _ 17~ o)
Ski(s) = N%ﬁl (p3)Pr.(ps)P2. - -+ .(p3)Pr o N(%):gl };[1 (p)Pi *1131 ; (ps)7 -

par multiplicativité de « et unicité de la factorisation des entiers en nombres
premiers.
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Chacune des k sommes du produit obtenu est absolument convergente. On en
déduit :

neN, E(n)<l i=1 j

ou le derniére somme sous le produit est une quantité finie indépendante de [
par convergence absolue de la série de Dirichlet.

La série en [ de la derniére majoration est ainsi absolument convergente (car
majorée) donc convergente, on en déduit 1'égalité :

5 ol ﬁ*fa(pb
o = )

La derniere série en k du premier membre est aussi absolument convergente,

—+oo
donc convergente. Ainsi > a(n)n™° = H (Z a(Ph)P_hs>

p premier \h=0

La seconde partie de 1’énoncé résulte immédiatement des égalités

= h\, —hs o= —s\h 1
};)oz(p )P —hz:;)(a(p)p ) = W

car a(p)p~*® est de module strictement inférieur a 1 puisque la série est absolu-
ment convergente. O

Définition 2.1.2.7. Dans le cas complétement multiplicatif, le produit H (1 — oz(p)pfs)i1

p premier
est appelé produit eulérien associé a .

Remarque 2.1.2.8. Il est clair que la constante 1 est une fonction complétement
multiplicative. Il en est de méme pour le caractére xo.

Puisque la série L(s, xo) et la fonction ¢ sont définies par des séries de Dirichlet
convergeant absolument pour o > 1, on a donc (d’aprés le théoréme précédent),

dans le demi-plan ainsi défini :

)= ] a-p)tetLisxo= J[ (—xopp )"

p premier p premier

De plus, on passe de ¢ a L(s,xo) en supprimant dans la série de Dirichlet qui
définit ¢ les termes d’indice non premier au module m, c’est-a-dire ayant un
facteur premier commun avec m. Ainsi, dans le produit eulérien, on supprime
exactement les facteurs premiers de m, ce qui revient a écrire

L(s,x0) = ¢(s) [J(1 =p7)

plm

ot H est étendu aux facteurs premiers de m.

plm
Ce produit étant évidemment holomorphe sur le demi-plan défini par o > 0, on
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voit que L(s, xo0) est, comme (, prolongeable en une fonction méromorphe sur le
demi-plan o > 0, avec pour seul pole le point 1 qui est un pole simple, de résidu

1 pour ¢ et de résidu H(l —p~ 1) pour L(s, xo).

plm

Désormais, il sera commode de noter aussi ¢ et L(s, xo) les fonctions méromorphes
sur le demi-plan défini par o > 0 et qui prolongent respectivement les sommes
des séries de Dirichlet > - n~° et Y. xo(n)n™=°, bien que, dans la bande définie
par 0 < o < 1, ces séries soient divergentes et qu’on se désintéresse de savoir

st elles convergent ou non pour o = 1 parce que la réponse a cette question
n’apporterait pas d’information importante.

La propriété de la série L(s, xo) qui joue un réle important dans la preuve
du théoréme des nombres premiers est la non-nullité de L(1, xo) qui est évidente
a voir. En fait, pour une étude plus fine de la répartition des nombres premiers,
nous aurons besoin de résultats plus complets, concernant le comportement de
L(s, x0) non seulement au voisinage du point 1, mais aussi au voisinage de la
droite définie par o = 1. Ces résultats sont contenus dans le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.2.9. Pour chaque caractére principal modulo m xq, il existe un
ouvert Q) de C contenant le demi-plan défini par o > 1 et dans lequel la fonction
L(s, x0) ne s’annule pas.

1l existe aussi un tel ouvert pour la fonction (.

Démonstration. Résolvons déja le cas de (. Puisque, dans le demi-plan défini par

o >0, L(s,x0) = ¢(s) H(l —p~*), le résultat concernant ¢ est une conséquence
plm

de la conclusion concernant la fonction L(s, xo), & laquelle nous nous bornerons

désormais.

D’autre part, puisque, pour o > 1, la série de terme général xo(p)p~* est absol-
ument convergente, le produit infini H(l —x0(p)p~?) converge dans C (d’apres

P
le théoréme 1.2.0.8.) et son inverse L(s, xo) ne peut donc étre nul dans le demi-

plan défini par o > 1.

Enfin, puisqu’une fonction holomorphe ou méromorphe est continue (& con-
dition, dans le cas méromorphe, de considérer qu’elle prend ses valeurs dans
C U {o0}), labsence éventuelle de zéros pour L(s,xo) sur la droite définie par
o = 1 entraine leur absence dans un ouvert contenant cette droite.

Reste donc seulement & étudier les valeurs de L(s, xo) pour o = 1. Il convient
de distinguer deux cas pour cette étude.

ler cas : t =0 De maniére évidente, L(1, xo) # 0.

2¢me cas : t # 0 Puisque Y = X0, on peut, pour o > 1, envisager le pro-
duit de modules |L(a, x0)|® |L(o +it, x0)|* |L(o + 2it, 3.

Chacune des trois fonctions en cause dans ce produit est représentable sous
forme de produit eulérien, toujours pour ¢ > 1. On obtient ainsi par exemple
(puisque ces fonctions ne s’annulent pas sur o > 1) :

In|L(o +it, x0)| = Re (In L(s, x0))
== Re(n(1—xo(p)p~"""))
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La derniere égalité est due au théoréme 1.2.0.10. (appliqué & X = {s; Re(s) > o}
ol 0 > 1) et a la continuité de Re.

Ici In(1 — xo(p)p~ %) est une détermination quelconque du logarithme com-
plexe. En choisissant en fait pour chacun de ces logarithmes sa détermination
principale on peut, puisque |xo(p)p~"%| < 1, le développer en série entiere et

on obtient
7ka'7ikt)

400
In|L(o +it, x0)| = Y _ Y Re(XO(p)Zp

p k=1

par le théoreme 1.2.0.9 et la continuité de Re.

On procede ainsi pour chacun des trois facteurs du produit de modules ini-
tial, et on remarque d’une part que xo(p) = 0 si p divise m, d’autre part que
Xo(p) = 1 si p ne divise pas m. On trouve ainsi :

3In|L(o, x0)| +4In|L(o +it, xo0)| + In | L(0 + 2it, x|

+oo
1 ) 4
- Z Z kpko R8(3 + 46_7’kt Inp + e—Q’th lnp)
ptm k=1 P

+o00 1
=22 Tphe (3 + 4 cos(—ktInp) + cos(—2kt Inp))
ptm k=1

+oo 1
2
= E E W(1+cos(—kjtlnp) > 0.

ptm k=1
Ainsi, pour tout réel o > 1 et tout réel ¢, on a :
|1L(a, x0)|* [L(o +it, x0)|* |L(o + 2it, x3)| > 1.

Montrons maintenant par 1’absurde que L(1 + it, xo) ne peut s’annuler pour
aucun t # 0.

Supposons donc par 'absurde qu'il existe to # 0 tel que L(1 + itg, xo) = 0. On
a:

o+1 4
L(o, x0)>L(o+ity, X0)4L(U+2it0,x(2)) = (L(o, x0)* (0 — 1)3) <L((;r_tol’)i<0)> (L(o + 2itg, x0) (o — 1))

Lorsque o — 1, (L(0,x0)*(c —1)%) est borné car L(s, xo)® possede un pole

L(o+ito,xo0)*
(o—1)4

L(s, xo0) possede un zéro d’ordre au moins 4 en 1+ity. Enfin |L(o + 2itg, x0)(c — 1)] = 0
lorsque ¢ — 1.

Ainsi ’L(a, X0)3L(a+it0,X0)4L(a—|—2ito,X%)| — 0 lorsque 0 — 1. Ceci con-

tredit l'inégalité précédente, ce qui conclut.

En d’autres termes, 1 4 it avec t # 0 n’est jamais un zéro de L(s, xo). O

d’ordre exactement 3 en 1. L’expression est également bornée car

2.1.3 Le théoréme d’Ikehara

L’un des points importants de cette démonstration du théoreme des nombres
premiers est le théoreme d’Ikehara, théoréme profond, du aux travaux successifs
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de Wiener et Ikehara.
Etablissons juste avant un lemme qui nous servira dans la preuve du théoreme
d’Tkehara.

Lemme 2.1.3.1. Soit B une fonction croissante sur [1, +oo] et telle que l'intégrale

Gi(s) :== 1+°O (# — 1) x~*% dx soit holomorphe sur un ouvert £} contenant le

demi-plan o > 1 et contenu dans le demi-plan o > 0.

Alors lim B(z) =1.

T—r+00 x

Démonstration. Soit o > 1.
Effectuons le changement de variable x = ¢“. On obtient :

+oo .
Gl(U =+ Zt) = / (e_uB(eu) _ l)e(l—U)ue—ztu du
0

Considérons maintenant, pour a parametre réel positif auquel on s’intéressera
par la suite :

" Gi(o+it) (1 — i} e dt = /2a /+00 1- 1t (e7"B(e") — 1)et=oue=u=v) gy ) .
—2a 2a —2a \JO 2a

Dans le second membre, la fonction sous les deux signes d’intégration a un
module majoré par e~ B(e*) + e(1=7)%, Si 'on considere un réel A €]0,0 — 1],
on a

e—ouB(eu) + e(l—o’)u _ e—)\ue(—a—i-k)uB(eu) + e(1—(7)u

et on a vu que e(=7tNUB(e*) = x7°*B(z) a une limite finie lorsque = tend
vers 400 et admet donc un majorant, noté M, pour = € [1,4o00], de sorte que

/22 (/;m ( _ ';l) (e~ B(e") — 1)e1=)u] du> dt

2a “+o0
< / / (Mye™ 4 (=% dudt
—2a JO

2a
My 1
/2a< A +U—1> ee

ce qui autorise par le théoreme de Fubini-Lebesgue la permutation des intégrations
par rapport & u et t (puisque la fonction sous les signes d’intégration est alors
intégrable par rapport aux deux variables). On trouve ainsi, toujours pour
o>1:

2a “+o00 2a
Gi(o+it) (1 — i} e dt = / (e7"B(e") — 1) el=o)u / 1- lid} et dt ) du
—2a 2a 0 —2a 2a
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Or,

2 It 0 t\ 2a t\
/ 1-— =) g = / 1+ — | etv—m gy +/ 1— — ) etlv—w gy
9 2a 9% 2a 0 2a
2a t ) 2a " _
:/ 1— — efzt(vfu) dt+/ 1 — ezt(vfu) dt
0 2a 0 2a
2a t
= 2/0 (1 - 2a> cos(t(v —u)) dt

(-2 ] g

par intégration par parties.

Il vient :
2a 2a
/ (1 _ |t|> eit(u—u) dt = l/ SZTL(t(U — u)) dt
9 2a a Jo v—u

1 {cos(t(v - u))r“

cal (v—wp?

= ﬁ(cos@a(v —u)) —1)
__ -t
a(v —u)?

sina(v — u)

0

(—2sin?a(v — u))

a(v —u)?

D’oti, pour o > 1,

+oo ) B
Gi(o+it) (1 - ';a) ¢t dt =2 / (e B(e") — 1) 0= av — 1)
0

a(v —u)?

2a

—2a

(1—0)u sin?a(v—u)

Or, I'intégrale f0+oo (=o)usin‘alv_u) g, o convergente car e FICE LS

: a(v—u)?
sin“a(v—u)
a(v—u)?

L’égalité précédente peut donc s’écrire

2a +oo 02 +oo )
t . -
/ Gy (o+it) (1 - |2a) ity dt+2/ e<1*“>“M du = 2/ e*“B(e“)eufo)uwdu.
0 0

—2a a(v — u)? a(v —u)?

= O(ﬁ) et cette derniere fonction est bien intégrable.

En raison de I'holomorphie de Gy, la fonction (o,t) — G1(o + it) est continue
par exemple sur | e compact [1,2] x [—2a,2a] et il en est de méme du produit

de G par (1 — %) v Done, lorsque o tend vers 1 par valeurs supérieures,

li 2a G ( + .t) 1 ‘t| itv dt 2 G (1+ 't) 1 |t| ity dt
im o+1i —— e = 1 —— e

o—1 —2a ! 2(1 —92a ! 2a

par la continuité donnée par le théoreme 1.2.0.12.

Le théoreme de convergence monotone assure, puisque e(!=?)% croit lorsque o
décroit, que

lim

0 i 2 _ +00 ;)2 _
p(1—0)u SI a(v —u) du :/ sin‘a(v —u) du
o=1Jo a(v — u) 0

2 a(v —u)?
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sin®a(v—u) du

Ainsi, la limite pour o tendant vers 1 par valeurs supérieures, de f0+o° e~ " B(e") a(o—u)?

—ou

existe et est finie. Mais comme la fonction B est positive, et que e croit
lorsque o décroit, le méme théoréeme de convergence monotone montre que cette

limite est f0+oo e’“B(e“)%du-

En regroupant ces limites, on a donc

2a Hoo ;2 +00 . 9
) [t i / sin‘a(v — u) / _ sina(v — u)
1 1 _ 1 21t 2 — 2 UB u .
. G (1+it) ( 9q ) € dt+ . aw—ur du ; e (e )7(1(@ —p du

Dans cette derniere égalité, la fonction ¢t — G4 (14 it) (1 - ‘2%), prolongée par
0 hors de [—2a, 2a], est continue. Elle est donc intégrable sur R et I'intégrale du
premier membre ou elle figure tend vers 0 quand v tend vers +oo par le lemme

de Riemann-Lebesgue. On obtient ainsi 1’égalité indépendante de G :

+oo
1' 7’U/B u
v Foo 0 e B(er) a(v —u)

sina(v — u) Foo

2

. 9 _
du— lim sin“a(v 2u)

v—+oo Jg a(v —u) du (1)

En utilisant le changement de variable y = a(u — v), on obtient d’une part

+o0 ;002 _ +00 ;02
lim ZRav— 4% a(v 2u) du = lim sznzy dy
v—=+o0 o a(v —u) votoo J Y
+00 ;)2
sin<y
:/ 2 dy
—c Y

Or, pour tout M > 0, on a, par intégration par parties :

M . 9 M M
1 1
/ sm2 Y dy = [—sinzy.} —/ —2 siny cosy .— dy
-M -M Y

Y Y -M
;2 2 M
sin“M  sin*(—M stn2
= - + ( ) + / oney dy
M -M -M Y
.9 M .
sin* M stn2y
=-2 +/ dy
M -M Y
Puisque le premier terme du membre de droite tend vers 0 quand M tend vers
+00, 0n a:
+0oo 02 +oo -
siny sin2y
I B
o Y —c0 Y
Il vient :
lim oo sinZa(v — u) du — /+°° sin2y dy
vt J a(v —u)? o0

=
car on sait que l'intégrale de Dirichlet f0+oo % dz vaut 5

D’autre part, pour tout vy > 0 et tout v > vy, on a, en tenant compte de
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la positivité et de la monotonie de I’exponentielle et de la fonction B :
400 . 9 “+o00 -2
sin“a(v — v, Sin
/ 6’“B(e“)M du = / e iBert ) XY gy
0 )

avo : N
>/ e Ui B(e"tE) 2y dy

—avg Y

Z e*’Uf’UoB(e’Uf’Uo) /

2
—avg Y

o ginZy

dy.

Soit € > 0.

En choisissant (ce qui est possible) vy tel que e2*¢ > 1 — ¢ puis a tel que
.2

Jor sy dy > 1 — ¢, intégrale I(v) du premier membre de (1) vérifie donc

avg Yy

pour tout v > vy

I(v) > e "t B’ ") (1 —¢)(m —¢).

Puisque ce résultat est valable pour tout € > 0, et que I(v) a pour limite 7
lorsque v tend vers 400, on en déduit d’une part, en posant w = v —vg > 0 :

I(w + vg)

—U}BU}<
e vB(er) < =

en faisant tendre € vers 0. Le membre de droite admettant une limite quand w
tend vers 400, la fonction w — e~ B(e™) admet un majorant Mo.
De plus, en prenant la limite sup de chaque c6té, on obtient :

limsupe " B(e") < 1.

w—+00

Inversement, on a :

+oeo y u . 8in? T dy M.
/ e~ E Bt 2 Y gy < Mz/ & _ %2
a a

v y? vo y? avg
et ) w
—avo : sin —avo g M-
/ e_”_%B(e”*‘%)izy dy < Mg/ —ZZJ =2
—av Yy —0o0 Yy avo

D’ou, pour tout € > 0,

2.M. avo in?
I(v) < 2 +/ 67”7%3(6”+%)732n2 Y dy
avo —avg Yy

M. av 2
< 2M, + e—v+voB(ev+vo)/ ‘%nQ ydy
avo —av Y

2Ms,
avo

< + (1l +e)e "0 B(eT)

pourvu que €20 <1 +¢.
Comme a peut-étre choisi arbitrairement grand, on en déduit que, puisque I(v)
tend vers 7 a l'infini,

liminfe " B(e") > 1

w——+00
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par le méme raisonnement que précédemment.

En comparant avec la limite supérieure, on obtient donc lirf e "B(ev) =1,
w—r+00

ce qui acheve la preuve. O

Théoreme 2.1.3.2. Soit Y S(n)n~* une série de Dirichlet associée ¢ une fonc-
tion B > 0, et dont l’abscisse de convergence est inférieure ou égale a 1.
On suppose que la somme de la série de Dirichlet coincide sur le demi-plan
défini par o > 1 avec une fonction G qui est soit holomorphe, soit méromorphe,
sur un ouvert ) contenant le demi-plan défini par o > 1 avec, dans le cas de la
méromorphie, un seul péle dans ), situé au point 1, simple et de résidu p.

n

Alors la fonction B définie par B(n) := Zﬂ(k) est telle que
k=1

. B(n) 0 si G est holomorphe sur )

n> oo n | p si G est méromorphe sur
Démonstration. Commencons par réduire la démonstration au cas ou G est
méromorphe avec un seul pole en 1 et de résidu 1.

Soit G une fonction comme définie dans I’énoncé. La limite de (s — 1)G(s)
quand s tend vers 1 dans () est égale a p si G est méromorphe et & 0 si G est
holomorphe. Dans les deux cas, c’est aussi la limite quand o tend vers 1 par
valeurs supérieures de la fonction positive (¢ — 1)G(o). En notant par abus de
notation p cette limite méme si elle est nulle, on a donc p > 0. Supposons donc
le théoreme établi dans le cas d’une fonction méromorphe avec résidu 1 au pole
1. La fonction

() +G(s)  R1+B(n) _,
1+p Z 1+p "

k=1
remplit cette condition. On en déduit donc que

B0 ) gy T

B(n)
1m
n—-+oo n(l —+ p) n—+oco N

En résumé, il suffit donc d’établir le théoreme avec ’hypothése supplémentaire
G méromorphe de pole unique 1 et de résidu p = 1, ce que nous supposerons
désormais.

Soient 0 > 1 et A €]0,0 —1[,dotoc —A>1.On a:
Y Bk =B(1) + ) (B(k) = B(k— 1)) k=7
k=1 k=2

1

B(k) (k7 = (k+ 1)) + B(n)n =7t

S
|

>
Il

La série de Dirichlet > 8(k)k~* est convergente et, puisque le terme B(n)n~7+*
est positif, sa somme majore la fonction croissante

ni— Y B(k) (k77 = (k+1)77)
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donc cette derniere fonction a une limite finie quand n tend vers 4+oo. Ainsi, le
terme B(n)n‘”'“‘ converge aussi, ce qui entraine que

B(n)n=otA
Bnn %= ——F—
(n) -
a pour limite 0, ainsi que |B(n)n~*| = B(n)n~?, pour s = o + it.
En remplacant dans les calculs précédents o — A par s, on a donc, pour o > 1 :

+oo
G(s) =Y B(k) (k™ = (k+1)7%).
k=1
Or k=% = (k+1)~*° = :+1 sz~5"1 dz. En posant, pour tout réel x > 1,

B(x) = Z B(k), on obtient donc :

kE[l,z]
k entier

+oo k+1 +o0
G(s) = ZB(k)/ s 5 lde =5 B(x)z™7! da.
k=1 k

1

D’autre part f;roo x7% dx, d’olt

GiS) _8_% :/IJFO<> (BS”) _1> 7% dr.

Comme la fonction G définie par

Gl =2 - L =26 - ) -

s s—1 s s—1 s

est holomorphe sur 2 en supposant, ce qui est licite, que € est contenu dans
le demi-plan ¢ > 0, on peut utiliser le lemme précédent qui nous permet de
conclure. O

2.1.4 Le théoréme des nombres premiers

On peut désormais démontrer le théoreme des nombres premiers (théoréme
2.0.0.7.) :

Démonstration. En d’autres termes on va démontrer que lorsque n tend vers

400 on a Card(P N [1,n]) = % + o (52:) ou P est I'ensemble des nombres
premiers.
—p=51
Considérons, dans le demi-plan o > 1 de C, la série Z % dont
— p S

p premier
le terme général est la dérivée logarithmique du facteur d’indice p dans le pro-

duit eulérien qui représente (.

Ce terme général est, en module, équivalent & p~7 Inp qui, pour o > ¢ > 1 est
a son tour majoré par le terme général p~?° In p d’une série convergente. La série
des dérivées logarithmiques considérée initialement converge donc normalement,
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et par suite uniformément, sur tout compact inclus dans le demi-plan o > 1.
D’apres le théoreme 1.2.0.6. on a donc

!

_p_slnp e ! —8\—
I s (DO
p premier p premier p premier

D’apres le théoreme 1.2.0.10. appliqué de la méme maniere que précédemment,
on a alors, dans le demi-plan o > 1 :

!

2 _11?—_72?529: m{ J[ a-p7" :(1ng(s))/:C'(3)

p premier p premier

Ainsi, en changeant tous les signes on a :

Loy s S

p premler p premier k=1

p lnp

o0
La série double du dernier membre a pour série des modules Z Z p R np. = T —
—-Pp

p premier k=1 p premier
Or le terme général de la derniere série est équivalent a p~7 Inp dont la série
converge. Par théoreme de Fubini, on peut donc permuter les sommations dans
la série double représentant — C((é)) pour ¢ > 1. Ainsi, en isolant 'indice k = 1,
on trouve :

j > pslanrZ > pFhlp

p premier k=2 p premier
E p lnp+ E E p " Inp
p premier p premier k=2

Soit o1 > % Dans le demi-plan ¢ > o1, on a :

20’11
k}élnp <Zp k‘o’llnp np

Or ce dernier terme est équivalent quand p tend vers +oo & p~2°1 Inp, qui est

éné u o1 ver .
le terme général d’une série convergente
+oo

D’apres le théoreme 1.2.0.11., la série double Z Zp*ks In p est donc uni-

p premier k=2

formément convergent dans le demi-plan o > 01, ce qui entraine ’holomorphie
de sa somme sur le demi-plan défini par o > 5 (d apres le théoreme 1.2.0.6.).
De plus, puisque d’apres le théoreme 2.1.2.9. C est d’une part non nulle dans un
ouvert ) contenant le demi-plan ¢ > 1 et qu’on peut supposer contenu dans le
demi-plan o > %, et d’autre part méromorphe sur le demi-plan o > 0 avec pour
seul pole le point 1 qui est un pole simple, la fonction —< est méromorphe sur
Q avec pour seul pole le point 1, qui est un podle simple et de résidu 1.
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/ too
Ainsi, la différence Z p*lnp = S () — Z Z p ¥ Inp est pro-

p premier C(S) p premier k=2
longeable a 2 en une fonction méromorphe admettant un unique pole au point
1, simple et de résidu 1.

Or, Z p~ % Inp est une série de Dirichlet de la forme Z B(n)n™? ou B(n),

p premier neN
valant 0 ou Inn, est toujours positif ou nul. D’apres le théoréeme d’Tkehara, on

a donc

. 1
i Y=
p<n

ou la sommation vaut pour les nombres premiers p € [1,n].
D’apres le lemme initial 2.1.0.10., on a alors

M1

p<n

lim =1

n—+oo n(lnn)~!
c’est-a-dire

n n

ce qui démontre le théoréeme des nombres premiers. O

2.2 Seconde démonstration du théoréme des nombres pre-
miers (W.J.Ellison et M.Mendeés France)

2.2.1 Les fonctions A,n,I1,0 et ¢

La fonction 7(z) := Z 1 a déja été définie lors de la premiere démonstration

p premier
p<x

du théoreme des nombres premiers.
Par la suite, nous aurons besoin de définir d’autres fonctions qui sont étroitement
liées a 7.

D’abord, on définit

p premier
pY <=z

(la sommation est étendue a toutes les puissances de nombres premiers).
On vérifie facilement que II(z) = m(x) + %W(:ﬁ) + %w(azé) +...
Si on définit la fonction A sur N par :

0 sinon
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on remarque que II s’écrit aussi

e = 2 5

inp _ 1

Ilnpv — v

car

Les deux dernieres fonctions dont nous aurons besoin sont

O(x) == Z lnp

p premier
p<z

et

Y(a) =) An)

n<zx
On vérifie facilement les trois formules suivantes :

Y(@)= Y Inp

p premier
pY <=z

Inz y Inz
= Z —|lnp car p'<rev—
Inp Inp

p premier
p<=

=0(x) + 0(2x7) + 0(23) + ...
Dans cette derniere égalité, la série qui intervient au second membre est en fait
. R . . 1
une somme finie, car dés que I'entier v dépasse }2—’2’, onaf(xzv)=0.
Il en est de méme pour la relation II(x) = 7(z) + %77(:10%) + %7‘(‘(.’[7%) + ...
Prouvons maintenant une identité qui servira a plusieurs reprises dans la suite.
Proposition 2.2.1.1. Pour tout x € R,

> v (5) =m(al).

nen*
n<z

Démonstration. On a successivement :

>0 (5)

D, D Alm)

neN* neN* meN
n<x n<x mS%
= E A(m) E 1
meN neN*
m<ax n<Z
T
=3 [ ] Atm)
m
meN
m<az
T
= E — | Inp.
pl/
p premier
pY <z
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Posons

(notons que i, est bien définie).

On a alors :

> v (%) = > ip(x)np

nenN* p premier
n<w p<x

car la somme dans D’écriture de ip,(z) s’arréte a [pl} ol v est 'entier maximal

tel que p¥ < z. Enfin, on remarque que pour tout z > 0

= [ »**.

p premier
p<zx

Pour montrer cette formule, on vérifie d’abord facilement qu’elle est vraie lorsque
2 est un entier. On a alors en particulier [z]! = H pir (=D

p premier
p<z

Puis dans le cas général, on utilise le fait que pour tout > 0,ona[z] <z < [z] +1

donc pour tout nombre premier p et tout entier o non nul % < p% < [wz]):l. En
effectuant la division euclidienne de [z] par p%, [z] = ¢gp* + r, on a alors :

r T r+1
T = =1 e

Or, puisque |r| < p® par définition de la division euclidienne, on a g + %al <q+ ;;—Z =q+1.

Dol i u
2] [2]

Notre formule est donc bien correcte dans le cas général : pour tout =z > 0

= [ »**.

p premier

p<z
T
On a alors In([z]!) = i (z)Inp = (7) i démontre 1 :
n a alors In([z]!) ;ie, ip(z)Inp ZN* P — ) ce qui démontre la propo
s e
sition. O

Théoréme 2.2.1.2. Lorsque n tend vers +o00 on a :

1 II(n)l 0
lim inf m(n)Inn = lim inf M = lim inf ﬂ = lim inf M
n—-+oo n n—-+oo n n—-+oo n n—-+o0o n
et
| II(n)l 0
imsup 7 i sup i 20 i sup 202
n—+00 n n—+00 n n—+oco T n—+oco N

Démonstration. Notons G1,G2,G3,G4 respectivement les quatre quantités

1 II(n)1 0
lim sup M, lim sup M, lim sup ﬂ et limsup M
n—+00 n n—+o00 n n—+oo N n—s+oo N
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De méme, les symboles g1, g2, g3 et g4 représentent les limites inférieures re-
spectives.
Bien siur ces quantités peuvent éventuellement valoir +o00 ou —oo.

D’apres la formule donnant II(x), on a :
0<T(n)—7(n) <

Inn

car il y a au plus [H] termes non nuls, tous plus petits que %W(’Il%).
D’ou, )
II(n) — w(n) = O(n? lnn)

et donc

- 1
n n n2

O(n)lnn  7(n)lnn L0 <(lnn)2)
Le terme en O tendant vers 0 en +00, on a, en prenant la limite sup de chaque
coté et en utilisant 'inégalité triangulaire pour la limite sup :
Gi=Gs et g1 =go
(pour la liminf, on utilise I'inégalité triangulaire inversée).
Par ailleurs, d’apres les inégalités précédentes, on a aussi :
O(n) < ¢(n) < 7w(n)lnn.

Il vient alors immédiatement :

et
93 < g4 < g1

Soit maintenant £ €]1,n[. On a :

O(n)> > Inp>(w(n)—7())In¢

p premier

€<p<n
d’olt
0(n) S m(n)In  7(§)Ing
n n n
> m(n)Ing ~ &In¢

n n
Choisissons £ = £(n) de fagon que lorsque n tend vers 400, on ait

In& EIné
Inn n

—1 et
Inn

— 0.

(on vérifie aisément que £(n) := W remplit ces conditions). Ainsi, on a :

m(n)In¢ flné)

lim sup m = lim sup (
n n

n—+oco T n—+0o
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et

lim inf M = liminf (

n—-+o0o n n—-+o0o

m(n)Ing £In¢
n n
Or, le choix de £ nous donne

lim sup (W(n) In¢ _ fln{) = lim sup <7T(n) lnf)

n—+0o n n n—s+0o n

et

lim inf (W(n) g - §ln§) = lim inf (W(n) lnf)
n

n—+o00 n n—+00 n

Par définition de limite sup et limite inf comme respectivement plus grande et
m(n)lné _ m(n)lnn Ing

n ‘Inn?

plus petite valeurs d’adhérence, et puisqu’on peut écrire
le choix de £ nous permet encore d’écrire

sy (Z0) g (722

n—+00 n n—+o0o n

et | |
lim inf (ﬂ'(n) n§> = lim inf (W(n) nn)
n—-+o0o n n——+oo n

Ainsi, G3 Z G1 et gs Z g1-

En combinant ceci aux égalités précédentes on obtient d’abord G; = G3 = G4
et g1 = g3 = g4 puis
G1=G2=G3 =G4
et
91 =92 =03 = 04
ce qui acheve la démonstration. O

2.2.2 La fonction ((s) dans le demi-plan Re(s) >0

On admet par la suite un résultat démontré dans la premiere preuve des
nombres premiers : on peut prolonger analytiquement la fonction ((s) au demi-
plan Re(s) > 0. Elle y est méme holomorphe sauf au point s = 1 qui est un pole
simple ou le résidu est 1 (voir la remarque 2.1.2.8.).

Donnons maintenant un lemme qui nous servira par la suite : la formule somma-
toire (ou sommation) d’Abel.C’est un outil trés puissant en théorie des nombres.
Il permet de remplacer des sommes par des intégrales ce qui, bien souvent, sim-
plifie considérablement les calculs.

Lemme 2.2.2.1. Soit (a,)nen une suite de nombres complexes et soit ¢ une
fonction définie sur les réels x > 1, a valeurs complexes et continiment dérivable
pour x > 1.
On pose
Az) == Z .
n<zx

Alors, pour tout x > 1, on a :

3 () = A)eto) [ Al ) du

n<z

32



Démonstration. On vérifie facilement les égalités suivantes :

Z an(@(iﬂ) - QO(TL)) — Z a, /‘” gﬁl(u) du

n<zx n<z

= /j Z any’ (u) du

. /1 ’ A_(u)go’(u) du

et par conséquent

3 () = A)elo) — [ Al ) du

n<x

O

Les deux théorémes qui suivent fournissent des bornes supérieures de |¢(s)|**
et |¢'(s)| dans diverses régions du plan complexe. Ils nous serviront plusieurs

fois par la suite.

Théoréme 2.2.2.2. Soit 0 un nombre réel tel que 0 < § < 1. Pour tout o > 0
et tout t tel que [t| > 1, on a :

7 |t|179

IC(o +it)] < Zm

o i) < g (g4 242
7= %0 e 9" 1)

Démonstration. Remarquons d’abord que |{(o + it)| = |{(o — it)].
Pour cela, on sait que

+oo

. 1
(o +it)| = Z ot
n=1
1 -1

= ]I <1 - cf+t>

p premier p

1 -1

= H T poit

p premier

en utilisant notamment la continuité du module et la remarque 2.1.2.8. de la
premiere preuve.

Or,
1 p0'+it _ 1
1 - p0'+it = p0'+it
|p0+it _ 1|
o

Puisque [p? T — 1| = \/(pU cos(tlnp) — 1)%2 + (p@ sin(tlnp))?, on a

o+it 1‘ o—it __ 1|

|p =|p
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donc

1| 1
- pa-i-it - - pa—it

et
I¢(o +it)| = |C(o —it)]

On peut donc supposer t > 0 pour les deux inégalités.

premiere inégalité :

Soit x > 1 un parametre qu’on précisera plus loin.

On cherche a établir une majoration de |((s)| dans le demi-plan Re(s) > 6 en
fonction de z.

Le lemme 2.2.2.1. appliqué & a, =1 et p(z) = wi nous donne :

> ni = [z]z—* —|—s/lz[u]u51 du

l.l—s

1—s

—F— s/ {u}u='"* du.
1

en supposant s différente de 1 et en notant {x} la partie fractionnaire d’un réel

z:{z} =z —[z].

Par ailleurs, on a aussi, pour Re(s) > 1:
1 > 1
=Y o= ]

en utilisant la formule précédente et en prenant la limite quand n tend vers +oo.

Il vient que

5 = {u}
s) = —s du.
<(s) s—1 /1 ystl
Cette égalité est méme vraie pour Re(s) > 0 car l'intégrale du second membre
est encore convergente et 1'unicité du prolongement analytique s’applique.

Ainsi, on en déduit pour Re(s) > 0 :

xlfs [e’e}
¢(s) — Z % =—1—3 +{x}ax™% — s/ {u}u='"* du.

1<n<lz

En particulier, sis=oc+itouo>0ett>1,0ona:

OEDS [ / L

1<n<zx
_ * du
s)| < Zne+—+x +||/ T

1<n<zx

1

S

d’ou
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On remarque que

sl oty bt bt
o o o 0 0
. 1 .
et d’apres la formule donnant Z — appliquée en s =6, on a :
1<n<z
1 xlfe
> <
n® —1-0
1<n<z

d’ott

xl—a ml—@ 0 t
< - 1+ )a*
|C(s)\71_9+ ; +x +<+0>x

© du  __
car f yotl T o‘z” :

Si ’on pose alors x =t > 1 on a alors :

1¢( )|<lt1 e (1)
IETTe T 0

-9 01 —6) 0(1—0) (0+t)(1—0)
9(149 (9+ T t )

( 30+t)>
i (1)
Jﬁ
T 460(1-06)

par une étude simple de la fonction § — 6(1 — 6).
Ceci conclut la preuve de la premiere inégalité.

seconde inégalité :

On souhaite maintenant estimer [¢'(s)].

1
Pour cela, revenons & la formule donnant ((s) — Z —.
n

1<n<lz
L’intégrale présente dans le second membre est une fonction holomorphe sur
Re(s) > 0 de dérivée par rapport & s : [ u{jﬂ (—Inu) du. En effet, il suffit
d’appliquer le théoreme 1.2.0.13. car sur tout compact K C Re(s) > 0 tel que

Re(s) > a,

j%}l < ‘ulﬁ qui est intégrable.

1
Ainsi, si on dérive la formule donnant (s) — Z — on a, Re(s) étant stricte-
1<n<z n
ment positif et s différent de 1 :

S ot lnngat <(S_11)2—|—ln_zs>—{x}xsln:c—/:o {u} _(1-sInu) du.

1
1<n<z
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On en déduit que si Re(s) >0 ett>1,ona:
1 Inz Inz 1 * Inu
/ —6 1-6
|C (S)|§1<En<$n Inn+x <t2+t)+l’9+9$9+|8|/m Wdu

Or, I'intégrale vaut (0127 Inx+0~2277) par intégration par parties de In uuc,%l

1-6
x
Compte tenu des deux inégalités E—‘ <1+t 1et Z nflnn < T3 Inx
1<n<z o
5N . e s ! 9 0 x du
(cette derniére venant de la comparaison série-intégrale Z n =1+ Z n ' <1+ —9),
1<n<z 2<n<z 1

on voit que

1-6
, x 1o (1 Inz Inz 1 t Inz 1
< 1 — 4+ — — 4+ — 1+ ) |—+-—]-
C(s)] = —g "t <t2 T >+ 2 e T\ 20 00
En particulier, en posant x = t, on obtient :
=0 I Int\ Int 1 t\ (Int 1
' mt+t' 0 (o + =)+ +—+(1+=) =+
CEl < ggnt+ et )t T M)\ T
=0 ¢ Olnt Olnt 1 t\ Int t\ 1
=—(Ont+(1-0) | 5+ —+ ——+ - 1+-)—.0 1+-) .-
9(1—9)(n+( )(t2+ PR +t+<+0>t +(+9) t>)
1-6

¢ 0 30 2 1
= (mtr -0+ T me+ Sy
0(1—9)(n *+ )(t2+t n+t+0)>

Commetzl,etlnTtgl,ona:

IN

tl—@

! 1 2

Enfin, puisque le trindme —462 + 26 + 1 atteint son maximum g pour 6 = i, on

a .
-0 5

1
! <———|Int+-+-].
6= g9 (n + 9*4)
Ceci conclut la démonstration. O

Le prochain théoréme fournit des majorations pour |¢(s)|*!, [¢(s)| et | Z(s)]

ou Z(s) := —% dans le demi-plan Re(s) > 1.
Avant d’énoncer puis de démontrer ce théoreme, nous allons d’abord donner

une définition ainsi qu’un résultat qui nous serviront par la suite.

Définition 2.2.2.3. La fonction de Mdbius est définie sur [’ensemble N des
entiers positifs de la fagon suivante :

u(1) =1,
w(n) = (=1)" sin est le produit de r nombres premiers distincts,
u(n) =0 dans les autres cas.

On vérifie facilement que p est une fonction multiplicative c’est-a-dire que p(mn) = p(m)p(n)
pour tout couple (m,n) d’entiers premiers entre eut.

36



Donnons maintenant 'une des propriétés élémentaires de la fonction de
Mobius qui nous servira par la suite.

Théoréme 2.2.2.4. Pour tout entiern > 1, on a
Z (k) = 1 stn=1
e a 10 sin>1. (3)

Démonstration. Le résultat est trivial pour n = 1. On suppose donc dorénavant
que n > 1.
Soit m(n) = Hp. On remarque que

pln

S k)= > uk).

k|n k|lm(n)
Si r est le nombre de facteurs premiers de m(n), on a alors

> k) =1+ (7{)(—1) + (i)(—n? bt (:)(—w

k|n
=1-1)"=0.
Cela prouve notre théoreme. ]

La fonction de Mobius apparait de facon naturelle dans le développement de
¢~ Y(s) en série de Dirichlet.

Proposition 2.2.2.5. Si Re(s) > 1, alors

o= I a-pn=3 M

p premuer

Démonstration. On admet pour cette preuve ’écriture de ¢ sous la forme :
¢(s) = H (1 —p~*)~! démontrée & la remarque 2.1.2.8. pour la premiere

p premier
démonstration.

Démontrons la premiere égalité :

n

On définit P,(s) := H(l —p;%)~* ot p; désigne le itme nombre premier.
i=1

Pour tout n, on a : P,(s)P;1(s) = 1 donc

lim P,P;'(s)=1

n—-+o0o

c’est-a-dire
lim P,(s) lim P,

n—-+oo n—-+oo n

1(s):1
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car lim P,(s) = ((s) est finie et non nulle si Re(s) > 1. Il vient que

n—-+oo

o= JI a-»)

p premier

ce qui prouve la premiere inégalité.

Démontrons maintenant le seconde inégalité :

Celle-ci est évdente lorsqu’on applique le théoreme 1.2.0.14. & la fonction mul-
tiplicative f(n) = £

ns °

u(n)' < ((s) < oo sur Re(s) > 1,

S

oo
On a alors, puisque Z

n=1

ST a-p)

p premier

car tous les autres termes sont nuls.

Ceci démontre la seconde égalité et donc la proposition. O

Théoréme 2.2.2.6. Il existe des constantes absolues c1, cs, c3, ¢4, A et B
telles que pour tout o > 1 et tout t tel que |t| > 8, on ait :

[¢(o +it)| < crInft],
(0 +it)] < ca(In [t])?,
(o +it)| 7! < ea(Int])?,
| Z (o +it)] < ca(Int])P.

On peut choisir en particulier ¢y = 4de, ca = be, c3 = 16(6e)”, cy = 16(6¢)8,
A=T7etB=9.

Démonstration. Les deux premiers points sont de simples conséquences du théoreme
précédent.

En effet, soit ¢ tel que [t| > 8 > e? et soit O(¢) := 1 — (Int|)~".

On a donc 2 < 6(t) < 1 et on peut choisir 6 = 6(t) dans le théoreme précédent.
On en conclut que pour Re(s) > 6(t), on a :

7 elnlt]
< < delnlt
006l < =" < el
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et
¢(s)] < eln [¢|

=T

< 2e(In|t])? + geln |t| + 4eln |t|

(ln |t| + g + (1 - (1n|t)1)1)
21

< e(lnt))”

< 6e(In |t])2.

Le troisitme point est trivial si Re(s) > 2. En effet, d’aprés la proposition
précédente, on a dans ce cas :

OO,LL 0 1 2
:z| > = <o
n=1 n=1

Le cas o 1 < Re(s) < 2 est plus difficile & traiter.

On suppose s = o+ it on 1 < o < 2 et [t| > 8. Soit n = n(t) une fonc-
tion réelle qui sera précisée dans le cours du calcul et qui vérifie la condition
0<n<l.

Si I'on reprend exactement la méme méthode utilisée dans le théoreme 2.1.2.9.
(pour la premieére démonstration) pour la fonction L(s, xo) et qu’on 'applique
a la fonction ¢, on montre facilement que pour tout o > 1 et tout ¢ réels, on a :

C(@)*.[¢(o +it)[*.]¢ (o + 2it)| > 1.
Dans notre cas on a entre autre :

Sl +m)PIC(s +n)[*IC(o +n + 2it)] > 1.

Nous allons en déduire une borne inférieure de (s + n) puis de |{(s)].

Lors de la démonstration du théoréme 2.2.2.2.; on a montré que si Re(s) > 1,
on a alors :

C(s):i—s D du.

s—1 . ustt

D'ou, pour 1 <o +n<3:

| o ® {u)
IC(a+n)| = m—(o‘H})/l w1 du
o+n < 1
Sm‘F(O"Fﬁ)/l Wdu
o+
=——"—+(c+0n).
c+n—1 ( n)a+n
20 +n) -1
o+ n—1
55 e

“o+n—-1"n 7
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Par ailleurs, d’apres le premier point de ce théoreme,
[C(o 4+ 1+ 2it)| < 4eln2|t| < 6eln |t|

par une simple étude de fonction. D’ou

3
6
1= (%) lots 4 nitemps
c’est-a-dire
(6e)*

1< o

(In [¢))[¢ (s +m)|*

et
ni(Inft))~7.

1
G+l = o

On observe ensuite que

o+n
(s +m) — ¢(s)] = / ¢'(u+it) du

o+n
< / ¢ (u+ it)| du
< Gen(In [t])?
d’apres le second point.

D’ou

On pose alors :

(il est trivial que 0 < < 1).
On a alors, par un calcul simple :

(6e) ™" (In [¢[)~

1
€@ > 15

c’est-a-dire
()7 < 16(6e)" (In [¢])T

ce qui prouve la troisieme inégalité du théoreme.

Enfin, la derniere inégalité découle trivialement de la seconde et la troisieme
puisque
¢'(s)

¢(s)

1Z(s)] =
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2.2.3 Le théoréme des nombres premiers

Avant tout chose, nous avons besoin d’un résultat préliminaire. D’abord,
nous définissons la fonction F de la variable réelle x par

0 sixz <1
E(;z:)—{ r—1 siz>1.

Théoréme 2.2.3.1. -Pour Re(s) > 0,

1 *FE
— = (z) dx.
s(s+1) o axst?

-Si ¢ > 0 est un nombre réel fizé, alors pour tout x > 0, on a :

1 ct+100 Q:SJrl
E(z) = — L s
@) = 5im /H-oo ss+1) 7

Démonstration. -la premiere égalité est évidente car

ocE(z;) [0 -1 _[o© 1 o) 1
o prdr=[ fmdr= [ G de— [T e da

-pour prouver la seconde inégalité, on est amené a distinguer deux cas selon
que E(z) est x — 1 ou 0.

Casn’l:xz>1

Les singularités de la fonction f(s) := S’(‘Trl) sont des poles simples aux points
s =0et s = —1 avec les résidus respectifs = et —1.

On considere le contour fermé constitué d’'une part de ’arc de cercle I' centré
en 0 et de rayon R = v/¢24+ T2 (T > 1), et d’autre part du segment de droite
porté par la droite Re(s) = ¢ (voir Figure 1).
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(la figure est orientée dans le sens inverse des aiguilles d’une montre).
Le théoreme des résidus indique alors qu’on a

c+iT 1,1+s x1+s
/ 7ds+/7ds:27ri($—l).
e—ir S(s+1) rs(s+1)

Quand T tend vers l'infini, la seconde intégrale tend vers 0 car

1+s
/4£—f@
rs(s+1)

1+s ‘

<27R.sup | ——=
- I‘p s(s+1)

< 2Rzt te o
S RE-1D)

car si Pon note s = x5 +iys, on a : |s+ 1| = VR?+ 1+ 2z5 et x, > —R donc
|s+1| > R—1.

Ainsi )
1 c+100 1‘1+S

B L4
. 2 Jo i s(s+1)

ce qui conclut le premier cas.
Casn2:0<z<1

On considere le ”complémentaire” du contour précédent (Figure 2) formé par
larc de cercle T et le segment [c — T, ¢ + iT].

42

o

o

<



2- q
C
14
0 c I
-7 6 75 4 3 2 0 0 1 2 3
_14
2 o

(la figure est orientée dans le sens inverse des aiguilles d’une montre).
A Tlintérieur du contour la fonction est holomorphe donc

1 c+iT l,lJrs 1 :L.l+s

Oi

- T gy — | g
2w Jo_ir S(s+1) S+2i7r rs(s+1) s

Quand T tend vers l'infini la premiére intégrale tend vers

1 c+ioco x1+s
— — ds
AT Jolino S(s+1)

et la seconde vers 0 comme dans le cas précédent.
Ceci démontre donc le second cas et donc le théoréme en entier.

Avant d’énoncer le prochain théoréeme, on définit la fonction v; comme

i) = [ " p(w) du.

Théoreme 2.2.3.2. Pour tout x > 1 et pour tout nombre réel c > 1 on a

1 c+ic0 VA
i) =g [ g
27 Joino S(s+1)

Démonstration. Soit ¢ > 1 un nombre réel fixé.
D’apres la premiere preuve du théoreme des nombres premiers, on a :

Z(s)z—("g((j))z > > p*p

premier k=1
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on YA SR S Y
n>1 pY p premier v>1
D7
ou . A(n)
Z(s) = -
n=1
On a alors :

c+ico 1+s ctico 0 A s+1
/ Z(s)—— ds = / () 27 4
c S(S + 1) c—100 ns S(S + 1)

>— 100 n—=1

Le théoreme de Fubini permet d’intervertir les signes d’intégration et de som-
mation, donc

c+ioo 1+s 00 ctico (z)5T1
/ Z(S)L ds = Zn/\(n)/ @ ds

—i00 5(8 + 1) n=1 c—100 S(S + 1)

(pour appliquer le théoréme de Fubini, on vérifie aisément que le terme de
droite avec un module sous le signe intégrale est fini en réécrivant 'intégrale
avec s = ¢+ it et en minorant |s| en fonction de ¢ ou ¢ selon que ¢ est grand ou
non).

D’apres le deuxiéme point du dernier théoréme, la derniére expression s’écrit

2 i nA(n)E (%)

soit encore

2im Y A(n)(x —n).

n<zx
Enfin, la formule sommatoire d’Abel (lemme 2.2.2.1.) montre que

Y A@)(z —n) = a(2)

n<x
ce qui démontre le théoreme. O

La représentation intégrale de i1 qu’on vient d’établir permet de donner une
formule asymptotique pour 1 (z).

Théoréme 2.2.3.3. Quand x croit indéfiniment, ¥y (z) ~ 2.

Démonstration. D’apres le théoréme précédent, on a pour tout z > 1 et tout

c>1 )
b LI ey
= — —x s.
x? A7 Jo_ioo S(s+1)
Notre but est de montrer que lorsque x tend vers l'infini, I'intégrale tend vers
i
Pour cela, on étudie en détail le schéma suivant en intégrant la fonction
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sur le contour polygonal C. (la figure est orientée dans le sens inverse des aigu-
illes d’une montre).

Explication de la construction de la figure : Soient T et Ty tels que 0 < T < Tj.
D’apres la Remarque 2.1.2.3. de la premiére démonstration du théoreme des
nombres premiers, la fonction (s—1)((s) est holomorphe dans la région Re(s) > 0
et est non identiquement nulle donc d’apres la proposition 1.2.0.15. (s — 1){(s),
et donc ¢ n’admet qu'un nombre fini de zéros dans le rectangle défini par
—T <Im(s) <T et O < Re(s) <1.

Il existe donc un nombre 8 = S(T') €]0,1[ tel que ¢ ne s’annule pas dans le
rectangle défini par —T < Im(s) < T et 8 < Re(s) < 1.

Ce rectangle, noté CDEF, est complété par les points ABGH et constitue une
ligne polygonale fermée ABCDEFGH A.

La seule singularité de la fonction A(s) qui soit & U'intérieur de C est un pole
simple au point s = 1 avec résidu %

Désignons par L(T,Tp) la ligne brisée BCDEFG.

Le théoreme des résidus permet d’écrire

mi= /H Als) ds+ /A Als) ds + /L (T’TO)A(S) ds + /G AG) ds

La variable x étant fixée, quand Ty tend vers l'infini, on a d’apres le dernier
point du Théoréme 2.2.2.5.

/ A(s) ds = O(Ty; *(InTp)?) et / A(s) ds = O(Ty *(InTp)P).
AB GH

(111 TO ) B
3

car par exemple | [, » A(s) ds| < ¢4 Jap ¢! ds et cette derniére intégrale
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est finie.

Si on désigne alors L(T, 00) par L(T), on a :

c+ioco
= A(s) ds —|—/ A(s) ds
c—100 L(T)
d’olt
1ﬁ1 (l’) 1 1
< = )
JUQ 2| 7 27 L(T) A(S) ds
Il vient
1 14+iT 1—ico 1
il / A(s) ds| + / A(s) ds / A(s)ds| | > 1/11(237) - ’
2w\ |J1ico 1-iT M(T) x 2

ou M(T) représente la ligne brisée CDEF.

Il reste donc a montrer que pour T et x assez grands, on peut rendre ces
intégrales ”aussi petites qu’on veut”.

Soit € > 0 un nombre donné.
En appliquant de la méme maniere le dernier point du Théoreme 2.2.2.5. on

montre que
1—i00 1+ic0
/ A(s) ds / A(s) ds
1—4T 1

+iT
de sorte que si T est suffisamment grand, disons 7' > Tj, chacune de ces
intégrales est, en module, inférieure & Lre.
/ A(s) ds
M(T)

2
Donc, T étant supérieur a Ty, on a :
di(z) 1] _
x? 2|~
Nous allons désormais fixer 7' > T; donc en particulier le choix de 8 = 3(T) est
alors imposé dans certaines limites. C’est maintenant sur la variable x que nous
allons jouer afin de montrer que I'intégrale sur la ligne M (T) peut étre rendue
arbitrairement petite.

= O(T~'(InT)B)

Z(s)
s(s+1)

1 T
< K(T) <2/ zo! da—i—/ e dt>
3 -7

+ Txﬁl) .

Soit K(T') le maximum de la fonction

‘ lorsque s parcourt M (T).

Il est alors clair qu’on a

/M(T) A(s) ds

Quand z tend vers I'infini, cette expression tend vers 0. Il existe donc un nombre
x( tel que pour tout = > zp, on ait

/M(T) A(s) ds
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et alors, pour tout x > =z,

Pi(z) 1 e ¢
_ <y =g
’ 2 3|52 T37°
En d’autres termes, ¥ (x) ~ %xQ, ce qui conclut. O

Démontrons désormais le théoreme des nombres premiers :

La derniére étape de la démonstration consiste & montrer que la relation 1 (z) ~ %332

implique ¥(z) ~ x, le Théoréme 2.2.1.2. permettra alors d’en déduire immédiatement
le théoréeme des nombres premiers.

Soit h = h(z) une fonction qu’on détermine ultérieurement et qui vérifie la
condition

1
0<h(z) < 3% pour x> 0.

Comme v est une fonction monotone croissante, on a :

1 x 1 x+h
i vwasv@ < [ v a

c’est-a-dire

Y1(z + h) — 11 (x)
, .

@) = Zl(x 1) < o) <

D’apres le théoreme précédent, il vient

2 2
x—;—i-o(a;L) Sz/)(m)ﬁx—l—];—&-o(l};)

car en particulier o((z — h)?) = o(x?).

Soit alors ¢ € ]O, %] un nombre arbitraire et choisissons h = h(z) = ezx. On
a alors

€ Y(x) €
1—- 1) < <1l+ - 1).
s +o) < U <14 S o))
Comme ¢ > 0 est arbitraire, on conclut que
Y(x) ~

ceci termine donc la seconde preuve du théoreme des nombres premiers.

2.3 Troisieme et quatrieme démonstrations du théoreme
des nombres premiers (D.J. Newman)

Nous allons donner deux preuves.

La premiere est la plus courte et la plus simple des deux.
Les deux preuves utilisent le théoreme de convergence suivant.

47



Théoréme 2.3.0.4. Soit (a,)nen une suite de nombres complexes tels que pour
tout n |an| < 1.

On forme la série Y a,n™% qui converge vers une fonction analytique F(z) pour
Re(z) > 1 (d’aprés le Théoréme 2.1.1.7.).

Si F est analytique sur un voisinage de Re(z) > 1 alors Y apn™* converge sur

Re(z) > 1.

Démonstration. Soit w tel que Re(w) > 1.

Ainsi, F(z + w) est analytique sur un voisinage de Re(z) > 0.

On choisit alors un R > 1 et on détermine § = §(R) >0, § < 1 et M = M(R)
de sorte que F(z 4+ w) est analytique et borné par M sur —§ < Re(z), |z| < R.
Cette construction est possible d’apres ce qui précede.

On forme maintenant le contour I' (orienté dans le sens direct) borné par 'arc
de cercle |z| = R, Re(z) > —¢ et par le segment Re(z) = -4, |z| < R.

On note respectivement par 'y et I'g les parties de I' situées dans les demi-
plans droit et gauche.

Par la formule de Cauchy appliquée a la fonction holomorphe z — F(z + w)N* (1 + }%2;) = 2.F(z + w)N* (l -

z
on a :

1
2miF(w) = /rF(Z + w)N? (z + ;) dz.
pour tout N € N.

Sur I'4, F(z+w) coincide avec sa série que I'on sépare entre sa somme partielle
Sn(z + w) et son reste ry(z + w).
Toujours par la formule de Cauchy, on a alors

1 z

z - 2 1 z
/FA Sn(z+w)N <z + R2> dz = QWZSN(M)/FA Sy (z+w)N <z + R2> dz

ou —I'4 est la réflexion de I" 4 par rapport a l'origine.
Ainsi, en changeant z en —z, cette équation peut aussi s’écrire

z 1 z . — 1 V4
/FA Sn(z+w)N <z + RQ> dz = 27rzSN(w)/FA Sn(w—2)N <z + RQ> dz

en reprenant la définition de I'intégrale sur un chemin.
En combinant les relations précédentes on a

2mi(F(w)— Sy (w)) = /FA (rN(z +w)N* — W) (i + ]_;) dz+/FB F(z+w)N* (i + ];) dz.

Nous allons essayer d’estimer ces intégrales.

En notant = Re(z), on a :

1 z 2x

2 + =R SW le cercle |z] =R (en particulier sur T'4)
et

! +Zl< 1 1+ 2 < 2 sur la droite Re(z) 0, ]z| <R

— — - —_— —_ 1 = — .

z R2|7 ¢ R2) 4 T
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De plus,

1
‘TN(Z+w)|S Z nr+l

et

1 1
:NJ; —_— —
(7 +5)

Par les équations précédentes, on a alors, sur I'4 :

Sy (w — 2) 1 =z 1 1 1Y\ 2z
z _ TAYNT T - = < - - _ -
(e =252 G| G vi v v) &

car % <1.
On obtient alors

/FA (TN(Z—FU))NZ - W) <i+1§2> dz

Par ailleurs, a I'aide des équations précédentes, on a aussi

R 0
_s2 2|z| 3
< M.NZ dy+2M | N*Z12 g
—/_R ;T /_5 R 2
AMR 6M

= 5n T RN

(1 z
F(z+w)N (z+R2) dz

I'p

(pour la premiere inégalité, on calcule séparément l'intégrale sur le segment et
celle sur les portions de cercles et on revient a la définition de l'intégrale sur un
chemin ; pour la seconde, on utilise notamment une intégration par parties pour
la seconde intégrale).

Les deux estimations précédentes nous donnent alors

2 1 MR M
RN "S6N° T R2(InN)?’

[F(w) = Sy(w)| <

et, si I'on fixe R = %, on remarque que le membre de droite est < e pour tout
N assez grand.
On a donc vérifié la définition de la convergence, ce qui conclut le théoreme. [
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2.3.1 Troisieme démonstration du théoréme des nombres premiers

Avant de donner la troisieme démonstration du théoréme des nombres pre-
miers, nous allons énoncer et démontrer le résultat principal concernant les
produits de Dirichlet.

Soient f et h deux fonctions arithmétiques (c’est-a-dire des applications de
N dans C). Soit la fonction arithmétique suivante : x(n) := Z fla)h(B).

n=af
La fonction x est appelée produit de Dirichlet des fonctions f et h et on écrit

x = fxh.

f(?) dont l’abscisse

o0
Théoréme 2.3.1.1. Soit la série de Dirichlet F(s) := Z
n

n=1

de convergence absolue est o,.

— h
Soit la série de Dirichlet H(s) := Z (:L)
n
n=1

dont l’abscisse de convergence ab-

solue est o’,.

Alors, on a, pour tout s > max(oq,0l) :

Ona:

ou 'on étend h(x) a 0 si z n’est pas entier.

o0
h
Or, pour tout entier n, la série Z M est absolument convergente et
= (nu)*
o0
h
la série ZZ M converge donc on peut intervertit les deux somma-
u=1 (nu)s
tions.
Il vient :

F(s).H(s)=>_ > w

w D fm)h(w)
— Zl o=nu pe
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Or, on sait que Z f(n)h(u) = x(o) donc on a bien démontré le théoreme. [

o=nu

Nous donnons maintenant deux lemmes qui nous serviront dans le preuve
du théoreme des nombres premiers.

Lemme 2.3.1.2. Soit v la constante d’Euler et d(n) la fonction qui a tout
entier n associe le nombre de diviseurs positifs de n. Alors

> d(n) =xzhz+ (2y -z + O0(V).

n<lx

Démonstration. L’idée de la démonstration est géométrique.
Il est clair que Z d(n) = Z Z 1= Z Z 1= Z 1 c’est-a-dire le nombre
n<z n<z dln n<x ab=n ab<z
de solutions en entiers positifs des équations ab = n pour n < x. On peut
donc interpréter la fonction d géométriquement, en ce sens que d(n) représente
le nombre de points a coordonnées entieres, dans le premier quadrant du plan
cartésien, qui sont sur ou sous ’hyperbole yz = x, 'axe des ”y” étant 'axe des
abscisses et 'axe des ”z” étant I'axe des ordonnées. L’ absc1sse y de chacun de
ces points & coordonnées entiéres varie de 1 jusqu’a [z], tandis que 'ordonnée
elle varie de 1 jusqu’a [5] Toutefois si 'on veut un terme d’erreur assez précis,
on doit exploiter davantage l'interprétation géométrique du probleme.
En effet, I’hyperbole yz = z est symétrique par rapport a la droite z = y. C’est
pourquoi le nombre de points a coordonnées entieres cherchés est égal a deux
fois le nombre de ceux dont 1’abscisse varie entre 1 et [\/x] moins le nombre de
ceux-ci & l'intérieur du carré dont le coté est [/z]. On aura donc

N OIS H - VAP

n<w 1<y=vi oY
—2 Y ¢ ([2]-%) - e+ (va - var
1<yevE ! 1<<vE
: 1 1 :
Or, on sait que Z — =lnz+v+0 ) donc puisque |[u] —u| < 1, on obtient :
n<xz " v

> dtn) =20 (V@) 47+ 0 (2 ) ) +20(5) ~ (2 + O(VD)

n<x

=zlnz + 22y — 2+ O0(W7)
=zlnz+ (2y - 1)z + O(Vx),

ce qui démontre le lemme. O

Lemme 2.3.1.3. Pur tout entier N > 1 on a :

Z Inn=NInN — N+ O(InN).
1<n<N
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Démonstration. On proceéde par comparaison avec une intégrale, on utilise donc

les inégalités
n n+1
/ lntdtglnng/ Int dt
n

-1 n

qui sont une simple conséquence du caractere croissant du logarithme. En les
sommant on obtient

N N+1
/ Int dt < Z lnng/ Int dt.
1 2<n<N 2

Si 'on se souvient qu’une primitive de x — Inz est x — xlnx — z, on trouve
alors

NIN-N+1< > ln<(N+1)h({N+1)—(N+1)+2-2h2.
2<n<N

Ainsi
1< > Inn—(NInN—N)<In(N+1)") —In(NV) +1-2n2.

2<n<N

En écrivant le terme de droite comme In(N + 1) + In ((1 + %)N) +1—-2In2,

on montre facilement que cette quantité est un O(In V).
Ceci démontre alors ce second lemme. O

Démontrons désormais le théoreme des nombres premiers :

o0
D’apres la Proposition 2.2.2.4., pour tout z tel que Re(z) > 1,ona: (" 1(z) = Z MT(:Z)
n=1
ou pour tout n > 1, |u(n)| < 1.
De plus, d’apres la Remarque 2.1.2.3. ¢ est holomorphe sur Re(z) > 0 privé du
point z = 1 et le Théoreme 2.1.2.9. nous apprend qu’elle ne s’annule pas dans un
voisinage ouvert de Re(z) > 1.Sur ce méme voisinage, (! est donc holomorphe
(c’est-a-dire analytique), sauf éventuellement en z = 1.
Or, puisque z = 1 est un pole d’ordre 1 de (, il existe r > 0 tel que D(1,7) C Re(z) > 0,

il existe g holomorphe sur ce disque tel que g(1) # 0 et

sur le disque épointé.

¢~ ! est donc holomorphe sur ce méme disque épointé (quitte & le restreindre) et
donc z = 1 est une singularité illusoire : (~' se prolonge de facon holomorphe
(et donc analytique) en 1.

p(n)

—— converge.

Le théoreme précédent s’applique donc : ) &

Nous allons montrer que cette convergence implique le théoréeme des nombres

premiers.
En fait, nous allons seulement utiliser une conséquence de la convergence de
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cette série. En effet, le lemme de Kronecker (Lemme 1.1.0.4.) appliqué a b, = n
nous donne que Z u(n) = o(N).

n<N
En exprimant cela a l'aide de la fonction (, nous avons montré que la moyenne
des coefficients de % tend vers 0.

Or, le théoreme des nombres premiers est équivalent au fait que la moyenne
des coefficients de % tend vers 1.
En effet, on a démontré dans le paragraphe 2.1.4. que

p Zlnp Inp
Z —z Z pz_l'

p premler p premier

Par ailleurs, on a démontré lors du théoreme 2.2.3.2. que cette série est la méme
que la série ) = Al

N
Or, la moyenne de ces coefficients est par définition + Z A(n) = v et
n<N
le fait que cette quantité tende vers 1 est exactement le théoréme des nombres
premiers d’apres le Théoreme 2.2.1.2..
En résumé on veut montrer que la valeur moyenne des coefficients de — %’ (z) —<¢(2)
tend vers 0, ce qui démontrera le théoréeme des nombres premiers.

Or,ona: ('(z) = -y oo
tion (.

De plus, le résultat énoncé précédemment sur les produits de Dirichlet nous
montre que pour Re(s) > 1, (3(z) = 3 % ol pour tout entier n, d(n) est le
nombre de diviseurs positifs de n.

Ainsi, on a :

C/ _L_/Z_2Z
_Z(Z)_C(Z)_g(z)( ¢'(2) = ¢°(2))

-(Z5) (=525

La moyenne des N premiers coeflicients de cette série est donc

— Z Y(Inb — d(b)).

ab<N

D’apres le Théoreme 2.2.2.4., cette derniére quantité peut encore s’écrire, pour
toute constante C' :

— Z Y(Inb — d(b N > (Z )(In(b) — d(b)+2C)—Zu(a).20>

ab<N 1<n<N \ab=n ab=n
=+ 3 wa)in() —de) +20) - 27 S (Y ulw)
ab<N 1<n<N \ aln
-+ 3 uain®) - ) +20) - =
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K
On cherche maintenant une constante C' telle que Z(lnb —d(b) + 2C) soit un

OWE). b=1

Si I'on prend C = +, constante d’Euler, les Lemmes 2.3.1.2. et 2.3.1.3. nous
donnent :

1 & B In(K) 1
K};(lnb—d(b)+2v)_1n(K)—1+O< e )—1n(K)—(27—1)+O(\/I?)+27

o) o)

> (Inb—d(b) +2y) = O(VK) + O(In(K)) = O(VK)
k=1

Ainsi,

La constante C' = 2+ convient donc.

Puisqu’on a montré précédemment que Z u(n) = o(N), on en conclut qu’il
n<N
existe une fonction 6(N) qui tend vers 0 telle que

37 um)| < ().

n<N

Soit N. On fixe w ou 1 < w < N et on sépare la somme que 'on veut borner
en deux sous-sommes disjointes :

Y w@)(Ind)=d(b)+2y) = Y ula) Y (Ind)—d(b)+2y)+ Y (In(b)—d(b)+27) Y ula).

ab<N ag% bg% b<w N g<N

On peut borner la premiére somme en utilisant le fait que |u(n)] < 1 et en
utilisant 'une des majorations précédentes.
Ceci nous donne

> @) Y (In(b) —d(b) +29)| < (In(b) — d(b) + 27)

N N N N
a<l; b<++ a<= b=

|
Q
—
~13)
~—

(2]
< VNO /fﬂjm)
o(%)

54



Pour borner la seconde somme, on utilise la fonction M(x) := Z win) et les
n<lz
résultats précédents pour écrire :

- (3) ()

iy ) ’M (],)V)‘+’M (Z)‘
:O(JZ(S (]D)

en supposant la fonction § décroissante.
Maintenant, on combine ceci avec le fait que In(b) — d(b) + 2y = O(b) pour
trouver que

> (n(b)—db)+2y) > pla)=0 (Z;U b%& (Z)) =0 (Nwé (Z)) .

N N
b<w N o<l

Notre objectif est désormais de trouver une fonction w(N) qui tend vers I'infini

et telle que w(N)o (%) tende vers 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que d(x) est une fonction continue
de z et qu’elle est décroissante. De plus, on remarque que §(z) > 0 pour z fini
car pu(n) = £1 pour une infinité de n. Avec ces observations, on vérifie quun
choix convenable de w(N) consiste & définir N,, comme la plus petite solution
a I’équation § (%) < %. On pose alors w(N) = m pour N,, < N < Npp41.
On remarque que N, est une suite croissante non bornée, grace aux remarques
précédentes. Ainsi w(N) — oo et la condition souhaitée est réalisée.

Avec ce choix de w(N), en utilisant les majorations précédentes, on obtient :

1 1 L al
5 2 wla)(in(b) — (b)) =0 (N e w(i)? (w(N))) ’

le terme sous le grand O tendant vers O quand N tend vers l'infini.
Ceci est exactement le résultat que 'on souhaitait obtenir et le théoreme des
nombres premiers est donc démontré.

2.3.2 Quatrieme démonstration du théoréme des nombres premiers

On donne d’abord deux résultats classiques qui nous serviront a démontrer
le théoreme d’apres :

Lemme 2.3.2.1. Pourn>1, on a

Hp§4”.

p<n

Démonstration. On proceéde par récurrence sur l'entier n, que 'on peut mani-
festement supposer supérieur ou égal a 3.
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Initialisation :
on vérifie aisément que la propriété est vraie pour n = 3.

Hérédité .
on suppose la propriété vraie jusqu'a n — 1 et on montre qu’elle est vraie au

rang n.

Si n est pair :
n n’est pas premier donc

Hp: H p <4l <4n,
p<n p<n—1

Si n est impair :
posons n = 2m + 1.
On utilise les coefficients binomiaux d’ordre n. On a (

H o (2m+ 1) < 122m+1 — 4™
m 2

m+1<p<2m+1

2m+1) _ _(2m+1)!

m m!(m+1)! donc

2";1“) est égal & (272””_:11)

2m-+1

ou la derniere inégalité provient du fait que le coefficient (
et apparait donc deux fois dans le développement binomial de (1 + 1)

Par 'hypothese de récurrence appliquée a m + 1 < n, on obtient donc

Hp: H p H pg 4m+147n _ 4n’

p<n p<m+1 m+1<p<2m+1

ce qui démontre la propriété au rang n.

Conclusion :
la propriété est vraie pour tout n > 1 donc le lemme est démontré. O

Lemme 2.3.2.2. Ona :In(n!)=nlnn—-n+1+e,lnn ov 0<e, <1.

Démonstration. D’apres le Lemme 2.2.2.1. dans lequel on pose a,, = 1 et p(n) =

Inn, on a
In(n!) =) In(k)
k<n
=nlnn— / M du.
1 u
Or

/ Mclu:/ L{u}du:n—l—anlnn,
1 1 u

u

oul<eg, <1
On obtient donc
In(n)=nlnn —n+1+¢e,Inn.
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On donne maintenant un résultat qui dérive d’'une maniere élémentaire de
la factorisation en nombres premiers de n! et qui constitue le premier théoreme
de Mertens.

1
Théoréme 2.3.2.3. La suite de terme général Z i Inn est bornée.

p<n

n
Démonstration. On a : n! = H pUr ™ ot v, (n!) = Z [1@] est la valuation

p<n k—1
p-adique de n!.
On remarque au passage que la derniere somme est finie car les termes sont nuls
A Inn
des que k > np .
On a donc, pour tout nombre premier p :
n

+

n n
——1l<v,(n) < -+ ———
p p(n) p plp-1)

(on utilise le résultat précédent et 'encadrement x — 1 < [z] < z).

Ainsi, puisque In(n!) = Z vp(n!)Inp, on a:
p<n

1 1
lnn!gnzy—l—nznipl
=p Zplp—1)

et

lnn!>nzln?p—21np.

p<n p<n

D’apres le Lemme 2.3.2.1., la derniére somme en p ne dépasse pas nln4. On a
donc

1
n22—1n4<nlnn—n+(1+lnn)<nlnn

p<n p

1
ZM <Inn+In4.

p<n
In = Inm
Par ailleurs, la série Z 7;01 est majorée par la série Z oy Y qui
2ol 1) 2 mm—1)
converge vers une constante ¢ (c’est une série de Bertrand).
On en déduit donc que
In
nZ—p—l—c.nannn—n—i—l
p<n
et finalement | )
n
Z—p >Inn+——(1+c¢).
p<n "
Cela acheve la démonstration. O
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On va maintenant montrer a partir de ce théoréme que la série de terme

o Inp o :
général g —— — Inn converge vers une limite finie.
p<n P

On définit, pour Re(z) > 1, la fonction

o0

=Y |

n=1 p<n p

Cette quantité est bien définie car a l'aide du théoreme précédent, on montre

facilement qu’il y a convergence absolue pour Re(z) > 1.

Inp 1
Par ailleurs, a n fixé, la série Z —p.—z est absolument convergente (elle est
n

p<n
méme finie) et la série de variable n & laquelle elle est associée est aussi absolu-
ment convergente donc on peut intervertir les sommations.
Il vient que

In
6 =YY
P n>p

. 1
Or, on a vu précédemment dans ce papier que E — ==
n
nzp
et par un calcul assez simple on montre que

1 1 <1 (1)
LR W
> s (z— Dp—1 + Z/p prEE]

nzp

o,

1—2z _q ult=

D 1] (= ED)

n>p

ou A,(z) = p% + (;;11) — pil — Z(zp_l) fpoo t{z% dt est analytique pour Re(z) > 0
(en utilisant le caractére méromorphe de ¢ avec un seul pole en 1) et est borné
par

1 [2(z = )|

pr(p® —1)  aptt!

fe) = (Z o +A<z>>,

Pp_l

oun A(z) = Z In(p)A,(z) est analytique pour Re(z) > 3 en utilisant la majora-
P
tion précédente.

Or, on a déja vu précédemment que

S0P (),

Pp_l
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on en déduit donc, puisque cette derniere expression vaut —CC/((ZZ)) que f(z) est

analytique sur Re(z) > 1 privé du point 1 ol elle admet un pole d’ordre 2 de

partie principale ﬁ + 2%, ¢ étant la valeur A(1).

Ainsi, si on pose

on en déduit que F est analytique sur Re(z) > 1.
D’apres le Théoreme 2.3.0.4., on en conclut que
an
Z -~ converge.
n

En utilisant ceci et la croissance de la suite de terme général a,, + Inn, nous
allons montrer que a,, — 0.

Soit € > 0.
En appliquant le critere de Cauchy, on trouve que pour N assez grand

Or, entre les rangs N et N(1+¢), on a

N
anp>any+In|l — | >any —e.
n

Ainsi
N(1+€) a N(1+¢) 1
n
oS _ —
DR S
N N
et on obtient donc
2 2
<eq—t <e+ = 2¢ + £2
lanl Se+ Fg T S Ne '

Z 1 N(1+e)
n
N

In
Ainsi, ay — 0 et la suite de terme général Z R P converge.
p<n

Par une sommation par parties, on en déduit alors facilement le théoréme des
nombres premiers.
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3 Nombres premiers jumeaux

Nous allons étudier dans cette section I'un des résultats principaux concer-
nant les nombres premiers jumeaux : la convergence de la série des inverses des
nombres premiers jumeaux.

3.1 Notations

Avant de présenter la méthode de Brun, nous allons introduire quelques
notations que nous utiliserons par la suite.
On note par P I’ensemble de tous les nombres premiers. Par ailleurs, étant donné
A un ensemble de nombres naturels, on note par Ay I'ensemble des éléments

a € A tels que a = 0 (mod d). En posant P(z) := H p, on notera, pour

p premier
p<=z

tout ensemble A d’entiers naturels :
S(A; P,z) := [{a;a € A, (a, P(2)) = 1}
ou (a,b) désigne le PGCD de a et de b.

Par exemple, S(n;n < x; P,z) compte le nombre d’entiers naturels inférieurs
ou égaux a x qui ne sont divisibles par aucun nombre premier inférieur ou égal
az. Dol sir<z<ux,

S(nin < x;P,2) = Insn < @, (n, [[ p) = 1
p<z

=1+pz<p<a
=1+n(x) —n(z)
=m(z)+ 6.,

ou |0, < z.
De facon analogue, il est facile de vérifier que, si x > 7 et Vz +2 < z <z,

S(n(n+2)in <a;P,z) = [n(n+2);in <z, [n(n+2), [[p] =1

p<z
=lmn<az,(n, [[p=10+2]]p =1
p<z p<z

=|pz<p<az,p+2=p|
=7'(z) — 7'(2)

=7'(z) + 6.,

ou |0,| < z et 7'(x) est le nombre d’entiers naturels plus petits que z qui sont
premiers et tels que p + 2 soit aussi premier.

Remarque 3.1.0.4. Puisque l’ensemble P a €té défini auparavant et reste fizé,
le P dans la notation S(A; P, z) peut paraitre superflu. Cependant, il arrive que
cette deuxieme variable soit différente de celle-ci et non fize, il est alors utile de
la préciser.
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Avant de finir cette partie, nous allons donner un résultat qui nous servira
par la suite : la formule d’inversion de Mobius.

Théoréme 3.1.0.5. Soient F' et G deux fonctions définies sur [1,00[ et satis-

faisant a
=35 (2).
n<x
alors on a "
F(z) =Y p(n)G (ﬁ) .

Démonstration. On a, d’apres le Théoréme 2.2.2.4., puisque E(n) := Z wu(d) :
d|

F(z) =Y E(n)F (%)

-y r(E) Y
n<x dida=n

= dldz;gx#(dl)F (d1d2>

PP ()

= > um6 (7).

On en déduit alors la formule d’inversion de Mobius :

Corollaire 3.1.0.6. Soient f et g deux fonctions arithmétiques telles que

g(n) =" 7(a),

d|n
alors on a n
HOEDWICICIE
d|n
Démonstration. 11 suffit de définir

F(x){f(n) sizx=necN,

0 sinon,
et .
G = {5 o7 0
et d’appliquer le théoréeme précédent. O

61



3.2 Meéthode du crible combinatoire

Grace au Théoreme 2.2.2.4., on voit que 'on peut toujours écrire

SA:Pz)= Y 1
a€A
(a,P(z))=1

DD DEC)

a€Ad|(a,P(z))

Sowd > 1

acA
le(Z) a=0 (mod d)

= Y u(@)Adl

d|P(z)

Comme habituellement ’ensemble A étudié est constitué de nombres naturels
inférieurs ou égaux a un nombre x donné, on supposera que

d
|[Aq| = %)x + Ry,

ol w est une fonction multiplicative et Ry est un "reste” généralement petit.
Par exemple, dans le cas ot A = {n;n <z}, alors w =1 et |Ry| < 1.
En général, d’ailleurs, nous supposons que l’ensemble A est tel que

Ral < w(d) si u(d) #0

et qu’il existe une constante Ag telle que

w(p) < Aop.
Sous ces hypotheses, on peut écrire
S(A;Pz)= Y p(d) %x + Rd)
d|P(z)
_ p(d)w(d)
=z Z d + Z u(d)Rg
d|P(2) d|P(z)
=z]] (1—”(”)) +6 > |Rdl,
p<z p d|P(z)

ou |0 < 1.

Introduisons la fonction arithmétique a(n) qui donne le nombre de nombres
premiers distincts qui divisent n. Ainsi si n = p]'p32...p%", ou les p; sont tous

distincts et a; > 1, alors a(n) = Zl =r. On a alors

pln
ST R < S A7 = T (14 40) < (14 A0)™® < (1+ A)*,
d|P(z) d|P(z) p|P (%)

ce qui nous permet d’obtenir ’estimation

S(A;P2) =z ][] (1 - “’;p)> +O((1 + Ap)?).
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L’ingéniosité du crible combinatoire consiste alors a remplacer la fonction E(n Z u(d
d|n
par une autre fonction E, ( Z u(d ), ol x est une fonction multiplica-

tive. Evidemment le choix de x devralt étre tel que E, (n) soit suffisamment
proche de 0 si n > 1 et tel que Z w(d)Ryq soit petit.

d|P(2)
1l nous faut donc comparer Z u(d)|Ag| avec la quantité Z u(d)x(d)Aq.
d|P(2) d|P(z)

Or, d’apres la formule d’inversion de Mobius (Corollaire 3.1.0.6.), on a que

a0k

On obtient alors

> sl = ¥ 14 Yn () B

d|P(z) d|P(z) old
= Y E8) Y ult)As]
3|P(2) ¢ 22
= D u®Ad+ Y BE(6) Y p(b)]As]
t|P(2) 1<6|P(2) 1 B
=S(A P2+ Y E(8) Y p(t)|As]
1<68|P(z) 1 )
S(A:Pz)+ Y Ey(d) Y p(t)Aal
1<d|P(z) t|M
S(A; P, z) Z E,(d)S(Aq; P ,z),
1<d|P(z)

ot P := {p;p € P,ptd}.

En effet, la derniere égalité vient du fait que S(Agy; P9, 2) = Z w(t)|Aq,|
t|P(d)(z)

et on vérifie facilement 1'équivalence t|P(?(z) <= td|P(z). En particulier on a

dans ce cas que t et d sont premiers entre eux donc on a aussi I’égalité Ay = Ag, .

On a donc
S(A;Pz)= > udx(d)]Ad — Y Ey(d)S(Ag PP, z)
d|P(z) 1<d|P(z)
= > ud)x(d)|Ad| -
d| P(2)

Nous cherchons maintenant deux fonctions y; et yo telles que

EXl (d) < E(d) < EX2(d)7 pour tout d‘P(Z)v
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ce qui donne, par propriété de F :
E,,(d) <0< E,,(d), pourtout d>1, d|P(z).

Or, %, est du méme signe que E, (car S(Aq; P(9,2) > 0), on a donc

S u(dxa(d)|Adl < S(A;P2) < pld)xa(d)] Al
d|P(z) d|P(z)

Pour chaque r € N, définissons

1 sia(d <r-1
X7 (d) = { . | (6)
sinon.
Soit maintenant s un entier positif quelconque et posons y; = X(25+2) et

x2 = XY 1l nous faut vérifier qu’avec ce choix de xi et Y2, les inégalités
précédentes sont vérifiées. Ceci découle immédiatement du lemme suivant.

Lemme 3.2.0.7. Soit s un entier positif quelconque, alors, pour tout n € N,

dooud) <D pd) < D p(d).
d|n

d|n d|n
a(d)<2s+1 a(d)<2s

Démonstration. Le résultat est immédiat si n = 1. Supposons donc que n > 1.
Il faut montrer que

S oud <0< > p(d).

d|n d|n
a(d)<2s+1 a(d)<2s

Posons a(n) =: b. Alors on a, pour chaque k € N,

d|n m=0 dln
a(d)<k a(d)=m
k
S NS O
m=0 dln
a(d)=m
k
b
SR
m=0

—cr ("),

la derniere égalité se démontrant facilement par récurrence sur k € N.
Or, cette derniére quantité est négative si k est impair et positive si k est pair,
d’ou le résultat. O

I découle de ce lemme qu’en choisissant x1 = (2512 et yo = yZ1D 1a
condition souhaitée est vérifiée. Cela nous permet d’obtenir les inégalités

Y uld)Ad < S(AP2) < Y p(d)|Adl,

d|P(z) d|P(z)
a(d)<2s+1 a(d)<2s
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ou encore

SRz = Y p@lAd+0 Y A,

d|P(z) d| P(z)
a(d)<r—1 a(d)=r

ou |0] <1 et r est un entier positif quelconque.

3.3 Théoréme principal sur les nombres premiers jumeaux

D’abord une définition : deux entiers p et ¢ sont appelés nombres premiers
jumeaux si ce sont deux nombres premiers et que ¢ = p + 2.

Nous allons démontrer que la série composée des inverses des nombres pre-
miers jumeaux converge. Et pour ce faire, nous allons utiliser la méthode du
crible pour obtenir une borne supérieure pour le nombre de nombres premiers
jumeaux contenus dans [1, z]. Plus précisément, nous allons prouver qu’il existe
une constante positive ¢ telle que

x
Z 1< Lz (Inln ).

n T

p<x
p+2 premier

Avant de prouver cela, nous allons démontrer deux lemmes qui nous serviront
par la suite.

Lemme 3.3.0.8. Soit (¢,)nen une suite de nombres réels tels que ¢y = 0. On

pose C(t) := Z Cn-
n<t
Soit f une fonction de classe C' définie sur [2,+oco. Alors,

S cafln) = (@) - [ COr'0 ar

n<x

Démonstration. La preuve est tres simple.
On pose N := [z]. Par le lemme d’Abel, on a :

Y eaf(n) = CM(FQ) = f(2)) + . + C(N = D(f(N = 1) = f(N)) + C(N) f(N)

n<x

= > Cm)(f(n) = f(n+1))+ Ca)f([z]).

n<zr—1
Or, C est constante sur chaque intervalle du type [n,n + 1] donc
n+1
CONfn) - fnr )= [ O dr
On en déduit alors facilement ce premier lemme. O

1 —1
Lemme 3.3.0.9. Soit P(z) := [] (1 - ) .

p<z p

Alors P(x) > Inx six > 2.
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Démonstration. Soit x > 2. On a, pour chaque k € N,

1 1 1 1 1

p<z p<z

Si 'on choisit k& € N de telle sorte que 2* > x, on a alors

11 1 ] g
H 1+*+*2+...+7 > —,
o p p P ‘n

car chacun des termes du membre de droite de cette inégalité apparait dans le
développement du produit du membre de gauche.

D’ou .
‘1 e dt
P(Jc)>7;:1n>/1 ?zlnm.
O

Théoréme 3.3.0.10. La somme des réciproques des nombres premiers jumeauz
converge.

Démonstration. La démonstration que nous donnerons ici est celle de A.I. Vino-
gradov.

Soit 7'(x) := Z 1. En choisissant z < /x et en utilisant ce qui a

p<z
p+2 premier

été fait précédemment, on a que, quelque soit s € N,
m'(z) —z < S({n(n+2);n < a}; P, z)
< D ud)|Adl.

d|P(z)
a(d)<2s

Par ailleurs, |A4| compte le nombre de termes de la forme n(n+2) (avec n < x)
qui sont divisibles par d. Ainsi, |44| est égal au nombre de solutions de la

congruence
n(n +2) = 0(mod d)

oun < zx.
Ainsi,
k
-si d est impair : en notant d = H p; ou les p; sont des nombres premiers dis-

i=1
tincts deux a deux, on peut réécrire la derniere équation sous la forme :

n=0(mod p1) oun=-2(mod p1),
n =0(mod p2) oun = —2(mod ps),

eeey

n =0(mod p;) oun=—2(mod py).
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D’apres le théoréme des restes chinois, il y a alors 2 solutions modulo d &
cette équation. Or, k = a(d) donc il y a 244 = 7(d) solutions modulo d &
cette équation ou 7(d) est la fonction qui compte le nombre de diviseurs de d :
7(d) := Z 1.

k|d
Chaque intervalle de longueur d contien 7(d) entiers n comptés dans Ag.
On a donc

|44 = x¥ +6r(d),

ou || < 1.
-si d est pair : |A4| est égal au nombre de solutions de la congruence
d
m(m + 1) = 0(mod 5)

ot m < § (on démontre ceci facilement par double implication, en remarquant
que n est pair et en posant donc n = 2m).

Puisque d est alors impair (puisque d|P(z)), on peut alors appliquer le cas

précédent et on obtient :
d
5 d
|Aal = 27 (dQ) + 07 (2> :

Dans les deux cas, on a

/
Ad = 27D 4 prr(a),

d
ol
7(d)  sid est impair,
7'(d) = (d> ‘ ‘ (®)
|3 st d est pair.

En combinant avec ce qu’on a vu précédemment, on a que

v <e Y MO LS @@+

d|P(z) d|P(z)

a(d)<2s a(d)<2s
Or
Yo @l (@) < Y |u(d)r(d)
d|P(z) d|P(z)
a(d)=r a(d)=r
=2" Y |u(d)
d|P(z)
a(d)=r
_or <7r(z)>
T
<2T7T(Z') ,
T



en réécrivant le coefficient binomial d’apres sa définition.
D’ou

Yo @K@= > Il (@)

d|P(=) r=0 d|P(2)
a(d)<2s a(d)=r
< > ZTW('Z)T
S
) 2s or
S
< 7T(Z) Z ﬁ
r=0
S ﬂ_(z)Qe 62
< 97(2)%
9 M ) 3 T/(d)
Afin d’estimer I'erreur que nous commeterions en remplagant Z w(d) pi
()2
!
par H (1 T (p))7 il nous faut calculer la grandeur
p<z p
7'(d
E25 = Z ,u(d) ((i )
d|P ()
a(d)>2s+1
. : 7'(d) ' (p)
car on vérifie facilement que Z w(d) i H (1 - ) H 1+ u(p)
d|P(z) p<z p<z

puisque 7’ est multiplicative.

D’abord, remarquons que

1 <
s loe=/
d r!
d|P(2)

a(d)=r

Ce résultat se démontre facilement par récurrence sur r en remarquant que

1 1 1 1
- < . -1. -
Z d  r+1 Z d Z p
d|P(z) d|P(z) p<z
a(d)=r+1 a(d)=r

1

D’apres le lemme 3.3.0.8. appliqué & ¢, = lnT" et f(t) = 7,

g(z) =C(z) —lnz,on a:

1 4
27:C(z)+/ C(2t @t
Inz 9 tln“t

p<z p

1498, i+/ 9 g
2

et en posant

Inz 5 tlnt tin®t

g(z) | [* dt /°° g(t) /°° g(t)
=1+ + —+ dt — dt.

In z 5 tlnt 5 tln’t . tln%t
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car intégrale [, tglnt?) ; dt converge puisque g(t) = O(1) d’apres ce qu’on a vu

dans I'une des preuves du théoreme des nombres premiers et on sait que la fonc-

5{1(1 L est intégrable car on a alors une intégrale de Bertrand.

tion

Or, la premiere intégrale vaut In(ln z) —In(In 2) et la dernieére tend vers 0 quand
z tend vers l'infini donc elle est bornée.

Il existe donc une constante c telle que
1
Z = <In(lnz)+ec.
p<z

En combinant les deux dernieres inégalités obtenues, on a

Z 1 < (In(In 2) Jrc)’“'

7!
d|P(z)
a(d)=r

1l s’ensuit donc que, puisque 7/(d) < 7(d) < 2% et que r! > (%)r7

s Yy MM g a2 r2en

r>2s+1 d|P(=) r>2s+1
a(d)=r
< Z (2eln(lnz)+2ec)r
r>2s+1 r

Or s était au départ un entier positif quelconque. On peut donc maintenant
choisir s = [2eln(ln z) + 2ec] 4 1. Il découle alors de ce choix que

S\" 1\" o
Bl Y ()<Y (2> g,
r>2s+1 r>2s+1

Il s’ensuit donc que
|Ey| <272 <In"?z

en minorant s en fonction de z.

A Taide de cette derniére majoration et en se rappelant la définition de Es,, on

a que
Y M Z MO _

d|P(2) d|P(z

a(d)<2s
/
1

pls In* 2

1 2 1
== 1—— )+ —F—.
2 H ( p> In* 2

3<p<z

En combinant ceci avec les résultats obtenus précédemment on a :

, x 2 x 96
(z) <= || 1-2 )+ ——+9rn + 2.
(x) 5 < ) s 9 (z) z

3<p<z
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1 .
Posons maintenant z = z7e=@m= < /z. On obtient alors par calcul

res () e ()

D’apres le Lemme 3.3.0.9., on a :

1\? 1
I1(-2)< I () =o()
3<p<s P/ 3ip<e p In” 2
1 1
carH(l—p><lnz.

p<z

[\

En utilisant les deux résultats précédents on obtient

w0 =0(55) =0 (Iﬂggggf) |

En d’autres termes, il existe une constante positive c telle que

Z < c1 g (In(In))2.

n T

p<z
p+2 premier

Nous allons en déduire notre théoreme, c’est-a-dire que
1
Z — < 4o00.

> p

p+2 premier

En effet, on a :

p<z
p+2 premier

1 1 7' ([z])
- Z ™ (n) (n_nJrl) 2] +1
2<n<zx
/
=Y M+O(1)
s n(n+1)
In(1 2
<c Z M +O(1).
2imta (n+1)In"n
Or, par une simple étude de fonction, on montre que la fonction x —— %
est décroissante a partir de e® < 16 car la dérivée peut s’écrire (jff;i;’fj& (2(=) (1 = In(lnz)) — (In(Inz)) In:
On a alors
1 In(l 2
Z Z<e M 0(1)
p<z p 2<n<zx (TL + 1) In"n
p+2 premier - -
In(1 2 In(1 2
B L TCEL0) R Y10 S
2§n§15(n+1)1nn 16Sn§m(n—|—l)lnn
In(1 2
=c (nm)” 4 o)
165k (n+1)In"n
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A T'aide du Théoréme 1.1.0.5., on a que la suite de terme général

Z (In(Inn))? _/m (In(Int))? dt

(n+1)In’*n 6 (t+1)In%¢

16<n<z

converge (ol z > 16).

Elle est donc en particulier bornée. Il vient donc :
In(1 2 T (] 2
y W) ( / (n(lnt)* dt)
16<n<z (n+1)In"n 16 (t+1)In"¢t
? (In(Int))?
o[ .
2 (t+1)In*t¢

1 ? (In(Int))?
) :o</ <n(nt>>2dt>+0(1).
po p 2 (t—l—l)ln t
p+2 premier

Ainsi,

- (In(In #))?

Or, si l'on pose, pour 0 < € < 2, g(t) := ==/, ona:
In(Int))? 1
(In( ))2 — g0, .
(t+1)In"¢ (t+1)In"¢

En faisant alors une étude de fonction similaire a la précédente, on prouve que
la fonction g est décroissante a partir d’un certain rang donc elle converge car
elle est aussi minorée par 0.

On a donc : (In(ln )2 )
(t+ 1)t 0 ((t+1)ln5t) '

Puisque la derniére fonction est intégrable (elle est associée & une intégrale de
Bertrand), la premiere est aussi intégrable.

11 vient : L
> —=0()
p<z p
p+2 premier
Ainsi :
1
> o le
> p
p+2 premier
puisque la suite est croissante.
On a donc bien démontré notre théoréme. O
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Conclusion

Ce rapport de stage a été 'occasion d’étudier deux résultats principaux
concernant les nombres premiers : le théoreme des nombres premiers et la con-
vergence de la série des inverses des nombres premiers jumeaux.

Nous avons pu notamment remarquer que, comme souvent en théorie des nom-
bres, des résultats apparemment réservés au domaine des entiers naturels et
faciles a comprendre nécessitent 1’emploi d’outils plus compliqués comme I’-
analyse complexe par exemple.
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