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3.2 Méthode du crible combinatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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Introduction

Ce rapport de stage va être le prétexte pour étudier deux résultats principaux
sur les nombres premiers : le théorème des nombres premiers et la convergence
de la série des inverses des nombres premiers jumeaux.

Nous allons notamment voir que l’étude de ces théorèmes va bien souvent
nécessiter l’utilisation de résultats a priori complètement éloignés de nos
énoncés ...
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1 Quelques résultats importants

Nous allons donner dans cette section quelques résultats importants, en anal-
yse réelle ou complexe, qui nous serviront par la suite.
Certains résultats seront démontrés alors que d’autres seront laissés sans démonstration.

Théorème 1.0.0.1. L’ensemble des entiers naturels premiers est infini.

Démonstration. Soient q un entier naturel premier et
∏

p premier
p≤q

p le produit des

nombres premiers qui lui sont inférieurs ou égaux.
L’entier 1+

∏
p premier
p≤q

p est alors supérieur strictement à q. Il est soit premier, soit

est divisible par un facteur premier q′ qui ne peut être l’un des facteurs p inter-
venant dans le produit (sinon il diviserait 1), donc q′ > q.
Dans les deux cas on en déduit l’existence d’un entier premier strictement
supérieur à q.
L’ensemble des entiers naturels premiers est donc bien infini.

1.1 Analyse réelle

Théorème 1.1.0.2. Soit (up,q)(p,q)∈N2 une suite double de réels positifs.
Alors

+∞∑
p=0

(
+∞∑
q=0

up,q

)
=

+∞∑
q=0

(
+∞∑
p=0

up,q

)
si l’un des deux membres converge (ainsi que la série présente entre les par-
enthèses).

Nous allons maitenant donner deux lemmes, le premier des deux servant à
démontrer le second.
D’abord le lemme de Cesàro généralisé :

Lemme 1.1.0.3. Soit (an)n∈N∗ une suite de nombres réels, et soit (bn)n∈N une
suite croissante de nombres réels positifs.
Si (an)n∈N∗ converge vers un réel l, alors la suite de terme général

cn :=
1

bn

n∑
k=1

(bk − bk−1)ak

converge également, et sa limite est l.

Démonstration. On va démontrer le cas l = 0, le cas général s’en déduisant
facilement, en retranchant l à tous les termes de la suite (an)n∈N∗ .
Soit ε > 0.
Fixons N tel que ∀k ≥ N, |ak| < ε.
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Pour tout n ≥ N , on a

|cn| ≤
1

bn
(

n∑
k=1

(bk − bk−1)|ak|)

=
1

bn
(

N∑
k=1

(bk − bk−1)|ak|+
n∑

k=N+1

(bk − bk−1)|ak|)

≤ 1

bn
((bN − b0)SN + (bn − bN )ε)

≤ (bN − b0)SN
bn

+ ε

où SN :=

N∑
k=1

|ak| ne dépend pas de n.

Le premier terme tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Par conséquent, la
limite supérieure de la suite (|cn|) est majoré par 2ε pour tout ε > 0.

En faisant tendre ε vers 0, on obtient le résultat énoncé.

Donnons désormais le lemme de Kronecker :

Lemme 1.1.0.4. Si un est le terme général d’une série réelle convergente, et
si (bn)n est une suite croissante de réels positifs divergeant vers l’infini, alors :

lim
n→∞

1

bn

n∑
k=1

bkuk = 0.

Démonstration. Notons sn :=

∞∑
k=n

uk et b0 := 0.

Une transformation d’Abel donne :

1

bn

n∑
k=1

bkuk =
1

bn

n∑
k=1

bk(sk − sk+1)

=
1

bn
(

n∑
k=1

(bk − bk−1)sk − bnsn+1)

=
1

bn

n∑
k=1

(bk − bk−1)sk − sn+1

Comme la suite (sn)n tend vers 0, le second terme tend vers 0 et le premier
aussi d’après le lemme de Cesàro généralisé.

Théorème 1.1.0.5. Soit f de [0,+∞[ dans R+ continue par morceaux et
décroissante.
Alors la série de terme général

∫ n
n−1

f(t) dt− f(n) est convergente.
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1.2 Analyse complexe

Nous allons donner dans cette section quelques résultats d’analyse complexe
qui nous serviront par la suite.

Théorème 1.2.0.6. Si (fn)n∈N est une suite de fonctions holomorphes dans
un ouvert Ω de C convergeant uniformément sur les compacts de Ω vers une
fonction f , alors f est holomorphe.

De plus, pour tout j ∈ N, la suite
(
f

(j)
n

)
n∈N

converge uniformément sur tout

compact vers f (j).

Théorème 1.2.0.7. Soit f une fonction holomorphe dans un disque ouvert
D = D(z0, R).

Alors f admet un développement en série de Taylor : f(z) =

+∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n,

où la série converge normalement sur les compacts de D.

Théorème 1.2.0.8. Soit (un)n∈N une série de nombres complexes.

La convergence absolue de la série

+∞∑
n=1

un (i.e.

+∞∑
n=1

|un|) entrâıne la convergence

du produit infini

+∞∏
n=1

(1 + un).

Théorème 1.2.0.9. Soit |z| < 1 et ln la détermination principale du logarithme
complexe.
On a :

ln(1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn

Théorème 1.2.0.10. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions complexes définies
sur un ensemble X.
Supposons que la série

∑
(1− fn) est normalement convergente sur X.

Alors on a : si ‖fn−1‖∞ < 1 pour tout n, alors la série
∑

ln fn est normalement
convergente et on a :

∞∏
n=0

fn = eS

où S =

∞∑
n=0

ln fn.

Théorème 1.2.0.11. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un en-
semble E et vérifiant pour tout x ∈ E et tout n ∈ N, |fn(x)| ≤ an.
Alors, si la série numérique

∑
an converge, la série de fonctions

∑
fn converge

uniformément sur E.

Théorème 1.2.0.12. Soit I un intervalle de R. Soient a, b ∈ R tels que a < b.
Soit f : I × [a, b] 7→ C une fonction continue.

Alors, la fonction Φ définie sur I par Φ(x) :=
∫ b
a
f(x, t) dt est définie et continue

sur l’intervalle I.
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On va maintenant donner un théorème d’holomorphie pour les intégrales
dépendant d’un paramètre.

Théorème 1.2.0.13. Soient (T,A, µ) un espace mesuré et F : Ω×T → C. On
suppose que F vérifie les propriétés suivantes :
- pour tout z ∈ Ω, l’application t 7→ F (z, t) est mesurable
- pour tout t ∈ T , l’application z 7→ F (z, t) est holomorphe sur Ω
- pour tout compact K ⊂ Ω, il existe une fonction uK ∈ L1(T, µ) telle que
|F (z, t)| ≤ uK(t) pour tout (z, t) ∈ K × T.

Alors la formule f(z) =
∫
T
F (z, t)dµ(t) définit une fonction holomorphe sur

Ω.
De plus, toutes les dérivées de f s’obtiennent par dérivation sous le signe intégral.

L’identité que nous allons maintenant étudier est fondamentale pour la
théorie des nombres premiers.

Théorème 1.2.0.14. Soit f une fonction multiplicative (c’est-à dire telle que
f(mn) = f(m)f(n) pour tout couple (m,n) d’entiers premiers entre eux).

On suppose que f vérifie :

+∞∑
n=1

|f(n)| <∞.

Alors l’égalité suivante a lieu :

∞∑
n=1

f(n) =
∏

p premier

(1 + f(p) + f(p2) + ...).

Démonstration. On pose S∗ =

∞∑
n=1

|f(n)|.

Ainsi 0 ≤ S∗ <∞.

Puisque S∗ <∞, la série

∞∑
n=1

f(n) converge absolument. On note S sa somme.

Pour chaque nombre premier p, la série

∞∑
ν=0

|f(pν)| converge (sa somme est ma-

jorée par S∗), et la série

∞∑
ν=0

f(pν) converge donc absolument. Il vient que le

produit fini

P (x) :=
∏

p premier
p≤x

∞∑
ν=0

f(pν)

est bien défini.
Chaque facteur de P (x) étant une série absolument convergente, on peut développer
les termes des facteurs et réarranger les termes obtenus dans n’importe quel or-
dre (P (x) est un produit de Cauchy de séries absolument convergentes). Ainsi :

P (x) =

′∑
f(n) = S −

∑
”f(n)

où
∑′

désigne une somme étendue à tous les entiers n qui n’ont pas de facteurs
premiers p > x, et où par conséquent

∑
” représente une somme étendue à tous
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les entiers n dont un facteur premier p au moins dépasse x. On a donc :

|P (x)− S| ≤
∑

”|f(n)| ≤
∑
n≥x

|f(n)|.

On en conclut que P (x) tend vers S quand x augmente indéfiniment. Ceci prouve
le théorème.

On donne maintenant un corollaire du principe des zéros isolés.

Proposition 1.2.0.15. Soit Ω un ouvert connexe de C.
Si f est une fonction holomorphe sur Ω non identiquement nulle, alors f n’a
qu’un nombre fini de zéros sur tout compact de Ω.
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2 Théorème des nombres premiers

Nous allons étudier dans cette section le théorème des nombres premiers.
Celui-ci s’énonce comme suit :

Théorème 2.0.0.16. Soit π(x) le nombre d’entiers naturels premiers inférieurs
ou égaux à x : π(x) :=

∑
ppremier
p≤x

1.

Alors :
π(x) ∼

x→+∞

x

ln(x)

Pour celà, nous allons effectuer 4 démonstrations de ce théorème.
La première se trouve dans le livre de Roger Descombes et est assez abstraite
même si elle a le mérite d’être assez courte et nécessite peu de connaissances
sur la fonction ζ.
La seconde se trouve dans le livre de William John Ellison et de Michel Mendès
France. A l’inverse de la première démonstration, celle-ci est plus accessible mais
est un peu plus longue et utilise beaucoup la fonction ζ, surtout pour des ma-
jorations ou minorations dans divers demi-plans.
Enfin, les deux autres démonstrations sont dues à Newman et sont des compro-
mis entre les différents avantages et inconvénients des autres méthodes.

2.1 Première démonstration du théorème des nombres pre-
miers (R.Descombes)

Lemme 2.1.0.17. Soient α une fonction de N∗ dans C et A la fonction qui lui

est associée, définie par A(n) :=

n∑
k=1

α(k).

Supposons qu’il existe ρ ∈ C tel que lim
n→+∞

A(n)

n
= ρ.

Alors :

lim
n→+∞

(
n∑
k=2

α(k)

ln k

)
n(lnn)−1

= ρ

Démonstration. Soit S(n) :=

n∑
k=2

α(k)

ln k

On a successivement :

S(n) =

n∑
k=2

A(k)−A(k − 1)

ln k

=
A(n)

lnn
+

n−1∑
k=2

A(k)

(
1

ln k
− 1

ln(k + 1)

)
− A(1)

ln 2

10



par le lemme d’Abel.

D’où :

S(n) lnn

n
=
A(n)

n
+

lnn

n

n−1∑
k=2

A(k)

(
1

ln k
− 1

ln(k + 1)

)
− A(1)

ln 2
· lnn

n

Or, lorsque n tend vers +∞, le premier terme du second membre tend vers
ρ et le dernier tend vers 0.

Par ailleurs, puisque la fonction k 7−→ A(k)
k converge, elle est en particulier

bornée, par exemple par un réel positif M . Le module du terme central du
second membre est alors majoré par :

M
lnn

n

n−1∑
k=2

(
k

ln k
− k

ln(k + 1)

)
≤M lnn

n

n−1∑
k=2

k
ln k+1

k

(ln k)2

cette égalité venant du fait que ln k+1
ln k ≥ 1 et que pour tout x ≥ 1 x+ 1

x ≥ 2

(il vient alors que 2 ≤ ln k+1
ln k + ln k

ln k+1 , c’est-à-dire 1 − ln k
ln k+1 ≤

ln k+1
k

ln k et

1
ln k −

1
ln k+1 ≤

ln k+1
k

(lnk)2 ).

Puisque pour tout k ≥ 2 ln(k+1
k ) = ln(1 + 1

k ) ≤ 1
k , on obtient que le terme

central du second membre est majoré par :

M
lnn

n

n−1∑
k=2

1

(ln k)2
= M

lnn

n

b√nc∑
k=2

1

(ln k)2
+

n−1∑
k=b
√
nc+1

1

(ln k)2


où bxc est la partie entière de x, c’est-à-dire l’unique entier k tel que k ≤ x <
k + 1 .

Ce terme peut encore être majoré par M lnn
n

(√
n−1

(ln 2)2
+ n−b

√
nc−2

(ln
√
n)2

)
puis par

M
(ln 2)2

· lnn√
n

+ 4M
lnn .

Puisque ce dernier terme tend vers 0 quand n tend vers +∞, on a bien

lim
n→+∞

S(n) lnn

n
= ρ,

ce qui achève la preuve.

2.1.1 Séries de Dirichlet

L’un des outils nécessaires à la preuve du théorème des nombres premiers est
les séries de Dirichlet. C’est la raison pour laquelle nous allons étudier certaines
de leurs propriétés.
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Définition 2.1.1.1. Soient α une application de l’ensemble N∗ des entiers
strictement positifs dans le corps C et s = σ + it un nombre complexe de partie
réelle notée σ.
On appelle série de Dirichlet associée à α la série (convergente ou non) de
terme général α(n)n−s où n−s = n−σe−it lnn, et on note

∑
α(n)n−s cette série

de Dirichlet.

Il est clair que pour tout n ∈ N∗, le module |α(n)n−s| = |α(n)|n−σ est
indépendant de t et est une fonction décroissante de σ.
Pour la convergence absolue de la série de Dirichlet, trois cas sont donc possibles,
et trois seulement :
- ou bien elle converge absolument pour tout s ∈ C
- ou bien elle ne converge absolument pour aucun s ∈ C
- ou bien il existe un réel σa tel que la série converge absolument si σ > σa et
ne converge pas absolument si σ < σa.

Définition 2.1.1.2. Avec les notations précédentes, on appelle σa abscisse de
convergence absolue de la série de Dirichlet, et on convient que σa = −∞ s’il
y a convergence absolue pour tout s ∈ C et σa = +∞ s’il n’y a convergence
absolue pour aucun s ∈ C.

Remarque 2.1.1.3. Aucune information immédiate ne peut être donnée sur
l’éventuelle convergence absolue de

∑
α(n)n−s lorsque σ = σa.

L’étude de la convergence de la série de Dirichlet elle-même est fondée sur
le théorème suivant.

Théorème 2.1.1.4. Si la série de Dirichlet
∑
α(n)n−s converge pour la valeur

s0 = σ0 + it0 de s, alors elle converge uniformément par rapport à s dans tout
ouvert angulaire Ωx de C défini par l’inégalité |Arg(s − s0)| < x où x est un
réel de l’intervalle

]
0, π2

[
.

Démonstration. Posons, pour tous entiers m ≥ n ≥ 1, Sn,m =

m∑
k=n

α(k)k−s0 .

On a alors :

m∑
k=n

α(k)k−s =

m∑
k=n

ks0−sα(k)k−s0

= ns0−sSn,n +

m∑
k=n+1

ks0−s (Sn,k − Sn,k−1)

=

m−1∑
k=n

(
ks0−s − (k + 1)s0−s

)
Sn,k +ms0−sSn,m

par le lemme d’Abel.

Or, puisque la série
∑
α(n)n−s0 converge, on a : pour tout ε > 0 il existe

un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0 et tout k ≥ n, |Sn,k| ≤ ε.
De plus, pour tout s = σ + it ∈ Ωx, σ > σ0 (car sinon s− s0 a une partie réelle
négative et donc un argument strictement supérieur à π

2 en valeur absolue),
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donc |ms0−s| = mσ0−σ ≤ 1.
Enfin, pour σ > σ0, on a :

|ks0−s − (k + 1)s0−s| =

∣∣∣∣∣(s0 − s)
∫ k

k+1

xs0−s−1 dx

∣∣∣∣∣
≤ |s0 − s|

∫ k+1

k

xσ0−σ−1 dx

=
|s− s0|
σ − σ0

(
kσ0−σ − (k + 1)σ0−σ

)

Tout celà nous permet de conclure que, pour tout s ∈ Ωx et tout n ≥ n0,∣∣∣∣∣
m∑
k=n

α(k)k−s

∣∣∣∣∣ ≤ |s− s0|
σ − σ0

m−1∑
k=n

(
kσ0−σ − (k + 1)σ0−σ

)
ε+ ε

≤ nσ0−σ

cosx
ε+ ε

(par hypothèse sur l’argument de s− s0).

Ainsi |
∑m
k=n α(k)k−s| ≤ ε

(
1

cosx + 1
)
, ce qui démontre la convergence de

∑
α(n)n−s

uniformément par rapport à s ∈ Ωx.

Définition 2.1.1.5. On appelle abscisse de convergence σc de la série de Dirich-
let
∑
α(n)n−s la borne inférieure des parties réelles des nombres complexes s

pour lesquels la série converge.
Là encore on convient que l’abscisse de convergence vaut +∞ si la série diverge
pour tout s ∈ C.

Remarque 2.1.1.6. Bien sûr, l’abscisse de convergence peut valoir −∞.

Corollaire 2.1.1.7. Dans le cas où l’abscisse de convergence σc est finie, la
série de Dirichlet

∑
α(n)n−s converge dans le demi-plan défini par σ > σc et

sa somme est holomorphe sur ce demi-plan.

Démonstration. Pour tout ε > 0, il existe s0 = σ0 + it0 ∈ C, avec σ0 ∈
]σc, σc + ε[, tel que

∑
α(n)n−s0 converge. D’après le théorème 2.1.1.4., la série∑

α(n)n−s converge uniformément dans tout ouvert du type Ωx. Comme la
réunion de ces ouverts est le demi-plan σ > σ0, la série converge dans ce demi-
plan.
De plus, tout compact de ce demi-plan est contenu dans un Ωx, la convergence
est donc uniforme sur tout compact du demi-plan. Enfin, lorsque ε varie, la
réunion de ces demi-plans est le demi-plan σ > σc, où la série est donc con-
vergente, avec, comme précédemment, convergence uniforme sur tout compact
inclus dans σ > σc. Or, chaque terme de la série est une fonction holomorphe de
s sur ce dernier demi-plan. D’après le théorème 1.2.0.6. (appliqué aux suites par-
tielles), la convergence uniforme sur tout compact entrâıne donc l’holomorphie
de la somme sur le demi-plan σ > σc, ce qui permet de conclure.

Remarque 2.1.1.8. Il se peut que
∑
α(n)n−s converge en certains points s

de partie réelle égale à σc. Mais la définition même de σc montre que la série
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diverge en tout point de partie réelle strictement inférieure à σc. C’est pourquoi,
sans tenir compte de la convergence éventuelle de la série en certains points de la
droite σ = σc, on appelle demi-plan de convergence le demi-plan ouvert σ > σc.
Evidemment, si σc = −∞, la démonstration du corollaire précédent montre que
la série converge en tout point de C et que sa somme est une fonction holomorphe
sur C, c’est-à-dire entière.

Il est clair que σc est au plus égale à σa. D’autre part, des hypothèses con-
venables sur la fonction α permettent de majorer l’un ou l’autre de ces réels :

Théorème 2.1.1.9. Soit A la fonction définie sur N∗ par A(n) =

n∑
k=1

α(k).

Supposons qu’il existe un réel ε ∈ ]0, 1] et un complexe ρ tels que n−1+ε(A(n)− ρn)
reste borné quand n ∈ N∗.
Alors l’abscisse de convergence de

∑
α(n)n−s est :

- majorée par 1− ε si ρ = 0
- égale à 1 si ρ 6= 0.

De plus, dans ce dernier cas, la fonction

+∞∑
n=1

α(n)n−s − ρ

s− 1
est prolongeable

en une fonction holomorphe sur le demi-plan σ > 1− ε.

Démonstration. Soit M un majorant pour tout n ∈ N∗ du module de la fonction
γ définie par γ(n) = n−1+ε (A(n)− ρn).
Pour tout entier n ≥ 2, on a, en tenant compte que A(1)− γ(1) = ρ,

n∑
k=1

α(k)k−s = A(1) +

n∑
k=2

(A(k)−A(k − 1))k−s

= A(1) +

n∑
k=2

(ρk − ρ(k − 1))k−s +

n∑
k=2

(
γ(k)k1−ε − γ(k − 1)(k − 1)1−ε) k−s

=

n∑
k=1

ρk−s +

n−1∑
k=1

γ(k)k1−ε (k−s − (k + 1)−s
)

+ γ(n)n1−ε−s

Lorsque n tend vers +∞, pour tout σ > 0, ρn−s tend vers 0 et, pour tout
σ > 1− ε, il en est de même de

∣∣γ(n)n1−ε−s
∣∣ ≤Mn1−ε−σ.

Dans ce dernier demi-plan, la somme éventuelle de la série de Dirichlet
∑
α(k)k−s

est donc égale à celle de la série de terme général uk(s) := ρk−s+γ(k)k1−ε (k−s − (k + 1)−s).

Comme, pour σ > 1, ρ
s−1 = ρ

∫ +∞
x=1

x−s dx = ρ lim
n→+∞

n∑
k=1

∫ k+1

k

x−s dx, on est

conduit à étudier la série de terme général

vk(s) : = uk(s)− ρ
∫ k+1

k

x−s dx

=

∫ k+1

k

(
ρ(k−s − x−s) + γ(k)k1−ε (k−s − (k + 1)−s

))
dx

Or, un calcul analogue à celui de la démonstration du théorème 2.1.1.4. donne,
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pour σ > 0 et x ∈ [k, k + 1],

∣∣k−s − x−s∣∣ =

∣∣∣∣∣s
∫ k

x

y−s−1 dy

∣∣∣∣∣
≤ |s|

σ
(k−σ − x−σ)

≤ |s|
σ

(k−σ − (k + 1)−σ)

et, pour σ > 1− ε,

k1−ε ∣∣k−s − (k + 1)−s
∣∣ =

∣∣∣∣∣s
∫ k

k+1

k1−εy−s−1 dy

∣∣∣∣∣
≤ |s|

∫ k+1

k

y−ε−σ dy

=
|s|

σ − 1 + ε

(
k1−ε−σ − (k + 1)1−ε−σ)

On en déduit, pour σ > 1− ε,
n∑
k=1

|vk(s)| ≤ |ρs|
σ

n∑
k=1

(
k−σ − (k + 1)−σ

)
+

M |s|
σ − 1 + ε

n∑
k=1

(
k1−ε−σ − (k + 1)1−ε−σ)

≤ |ρs|
σ

+
M |s|

σ − 1 + ε

Par suite, sur tout compact du demi-plan défini par σ > 1− ε, la série

+∞∑
k=1

vk(s)

converge absolument (car la somme précédente est bornée indépendemment
de n) et uniformément (elle converge même normalement). Puisque son terme
général est holomorphe dans ce demi-plan, sa somme l’est aussi (en appliquant
le théorème 1.2.0.6. aux sommes partielles).

Si ρ = 0, uk(s) = vk(s), et la série
∑
α(k)k−s qui a la même somme que∑

uk(s), converge donc dans le demi-plan σ > 1− ε, ce qui entrâıne σc ≤ 1− ε.
Si ρ 6= 0, la suite de terme général

n∑
k=1

uk(s)−
n∑
k=1

vk(s) = ρ

∫ n+1

1

x−s dx = ρ
1− (n+ 1)1−s

s− 1

ne converge que pour σ > 1, il en est donc de même des séries
∑
uk(s) et∑

α(k)k−s, d’où σc = 1.
De plus, dans le demi-plan σ > 1,

∑
α(k)k−s − ρ

s−1 cöıncide avec
∑
vk(s) qui

est holomorphe pour σ > 1− ε, ce qui achève la preuve.

Un dernier théorème, concernant les séries de Dirichlet associées à des fonc-
tions α positives, interviendra dans la suite.

Théorème 2.1.1.10. Soit
∑
α(n)n−s une série de Dirichlet associée à une

fonction α. Alors si la fonction α est positive, σa = σc.
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De plus, si cette valeur commune est finie, la somme de la série
∑
α(n)n−s

ne peut être prolongée en une fonction holomorphe sur un demi-plan ouvert
contenant strictement le demi-plan πc défini par σ > σc.

Démonstration. On sait que σc ≤ σa. De plus, en choisissant des valeurs réelles
pour la variable s, on a que σa = σc par positivité de α.

Supposons maintenant cette valeur commune finie, et que, de plus, il existe
une fonction f holomorphe sur un demi-plan ouvert contenant strictement πc
et égale à

∑
α(n)n−s. On va essayer de trouver une contradiction.

Par hypothèse et d’après le théorème 1.2.0.7., en un point σ réel, avec σ > σc, f

est développable en série de Taylor : f(s) = f(σ) + ...+ (s−σ)k

k! f (k)(σ) + ... avec
un rayon de convergence strictement supérieur à σ − σc.
Puisque chaque terme de la série de Dirichlet est holomorphe sur πc et que∑
α(n)n−s converge uniformément sur tout compact inclus dans πc (par le corol-

laire 2.1.1.7.), on peut dériver indéfiniment terme à terme cette série (d’après le
théorème 1.2.0.6.), ce qui donne en particulier

f (k)(σ) =
∑
n∈N

α(n)(− lnn)kn−σ

D’où, dans le disque de convergence de la série de Taylor, f(s) =

+∞∑
k=0

(
(s− σ)k

k!

∑
n∈N

α(n)(− lnn)kn−σ

)
Choisissons maintenant s = σ1 réel, appartenant au disque de convergence, mais
avec σ1 < σc. Comme α est positive, les produits 1

k! (σ1 − σ)kα(n)(− lnn)kn−σ

sont tous positifs.
Donc, dans l’expression de f(σ1), les sommations sont permutables, ce qui en-
trâıne la convergence de la série

∑
n∈N

(
+∞∑
k=0

(σ − σ1)k

k!
(lnn)k

)
α(n)n−σ =

∑
n∈N

nσ−σ1α(n)n−σ

=
∑
n∈N

α(n)n−σ1

ce qui est en contradiction avec la définition de σc et achève donc la démonstration.

2.1.2 Fonction zeta et produits eulériens

Définition 2.1.2.1. Pour tout entier m ≥ 2 on appelle caractère principal
modulo m l’application de N∗ dans 0, 1 qui vaut 0 pour tout entier n non premier
à m et 1 pour les entiers n premiers à m.
Il sera noté par la suite χ0, l’entier m étant fixé par avance.

Définition 2.1.2.2. Soient m ≥ 2 un entier et χ0 un caractère principal modulo
m. On note L(s, χ0) et on appelle ”série L relative à χ0” la somme de la série
de Dirichlet

∑
χ0(n)n−s lorsque cette série converge.

De même on note ζ(s) la somme de la série de Dirichlet
∑
n−s.
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Remarque 2.1.2.3. D’après les théorèmes 2.1.1.9. et 2.1.1.10., la série de
somme ζ a donc 1 pour abscisse de convergence et évidemment aussi de con-
vergence absolue. De plus, comme l’égalité A(n) = n autorise le choix ε = 1, la
différence ζ(s)− 1

s−1 est prolongeable en une fonction holomorphe sur le demi-
plan σ > 0, ce qui entrâıne aussi que σc = 1 est un pôle pour ζ.
De même, on pourrait vérifier aisément en appliquant le théorème de 2.1.1.9.,
que l’abscisse de convergence de la série de Dirichlet associée à χ0 est 1.

Définition 2.1.2.4. Une application α de N∗ dans C est dite multiplicative si
α(nn′) = α(n)α(n′) pour tout couple d’entiers naturels n et n′ premiers entre
eux.
De même elle est dite complètement multiplicative si la même propriété est
valable pour tout couple d’entiers sans restriction.

Remarque 2.1.2.5. Une telle fonction α multiplicative est donc entièrement
déterminée par ses valeurs pour les entiers n qui sont des puissances d’un nom-
bre premier.
Si la fonction α est complètement multiplicative, elle est entièrement déterminée
par ses valeurs pour les nombres premiers.

Théorème 2.1.2.6. Soit
∑
α(n)n−s une série de Dirichlet à abscisse de con-

vergence absolue σa < +∞.
Dans le demi-plan σ > σa, on a :∑
α(n)n−s =

∏
p premier

(
+∞∑
h=0

α(ph)p−hs

)
si α est multiplicative et

∑
α(n)n−s =

∏
p premier

(
1− α(p)

ps

)−1

si α est complètement multiplicative.

Démonstration. Soit k un entier strictement positif, Pk l’ensemble des k pre-
miers nombres premiers (les éléments de Pk sont notés p1, ..., pk.) et Nk l’ensem-
ble des entiers strictement positifs dont la décomposition en facteurs premiers
ne comporte que des nombres premiers de l’ensemble Pk. L’exposant maximal
de la décomposition en facteurs premiers d’un entier n est noté E(n).
On désigne par β un k-uplet (β1, β2, ..., βk) d’entiers positifs et N(β) désigne la
valeur maximale atteinte par le k-uplet.
Enfin, s désigne un nombre complexe dont la partie réelle est strictement supérieure
à σa et l un entier strictement positif. Essayons d’abord de calculer la somme

Sk,l(s) définie par : Sk,l(s) =
∑

n∈Nk E(n)≤l

α(n)

ns
.

Un double passage à la limite, d’abord sur l puis sur k permet de conclure.
On remarque en effet que la somme s’écrit aussi :

Sk,l(s) =
∑

N(β)≤l

α(pβ1

1 ).α(pβ2

2 ). · · · .α(pβkk )

(ps1)β1 .(ps2)β2 . · · · .(psk)βk
=

∑
N(β)≤l

k∏
i=1

α(pβii )

(psi )
βi

=

k∏
i=1

l∑
j=0

α(pji )

(psi )
j
.

par multiplicativité de α et unicité de la factorisation des entiers en nombres
premiers.
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Chacune des k sommes du produit obtenu est absolument convergente. On en
déduit : ∑

n∈Nk E(n)≤l

|α(n)|
|ns|

≤
k∏
i=1

∞∑
j=0

|α(pji )|
|psi |j

où le dernière somme sous le produit est une quantité finie indépendante de l
par convergence absolue de la série de Dirichlet.

La série en l de la dernière majoration est ainsi absolument convergente (car
majorée) donc convergente, on en déduit l’égalité :

∑
n∈Nk

α(n)

ns
=

k∏
i=1

+∞∑
j=0

α(pji )

(psi )
j
..

La dernière série en k du premier membre est aussi absolument convergente,

donc convergente. Ainsi
∑
α(n)n−s =

∏
p premier

(
+∞∑
h=0

α(ph)p−hs

)

La seconde partie de l’énoncé résulte immédiatement des égalités

+∞∑
h=0

α(ph)p−hs =

+∞∑
h=0

(
α(p)p−s

)h
=

1

1− α(p)p−s

car α(p)p−s est de module strictement inférieur à 1 puisque la série est absolu-
ment convergente.

Définition 2.1.2.7. Dans le cas complètement multiplicatif, le produit
∏

p premier

(
1− α(p)p−s

)−1

est appelé produit eulérien associé à α.

Remarque 2.1.2.8. Il est clair que la constante 1 est une fonction complètement
multiplicative. Il en est de même pour le caractère χ0.
Puisque la série L(s, χ0) et la fonction ζ sont définies par des séries de Dirichlet
convergeant absolument pour σ > 1, on a donc (d’après le théorème précédent),
dans le demi-plan ainsi défini :

ζ(s) =
∏

p premier

(1− p−s)−1 et L(s, χ0) =
∏

p premier

(1− χ0(p)p−s)−1.

De plus, on passe de ζ à L(s, χ0) en supprimant dans la série de Dirichlet qui
définit ζ les termes d’indice non premier au module m, c’est-à-dire ayant un
facteur premier commun avec m. Ainsi, dans le produit eulérien, on supprime
exactement les facteurs premiers de m, ce qui revient à écrire

L(s, χ0) = ζ(s)
∏
p|m

(1− p−s)

où
∏
p|m

est étendu aux facteurs premiers de m.

Ce produit étant évidemment holomorphe sur le demi-plan défini par σ > 0, on
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voit que L(s, χ0) est, comme ζ, prolongeable en une fonction méromorphe sur le
demi-plan σ > 0, avec pour seul pôle le point 1 qui est un pôle simple, de résidu

1 pour ζ et de résidu
∏
p|m

(1− p−1) pour L(s, χ0).

Désormais, il sera commode de noter aussi ζ et L(s, χ0) les fonctions méromorphes
sur le demi-plan défini par σ > 0 et qui prolongent respectivement les sommes
des séries de Dirichlet

∑
n−s et

∑
χ0(n)n−s, bien que, dans la bande définie

par 0 < σ < 1, ces séries soient divergentes et qu’on se désintéresse de savoir
si elles convergent ou non pour σ = 1 parce que la réponse à cette question
n’apporterait pas d’information importante.

La propriété de la série L(s, χ0) qui joue un rôle important dans la preuve
du théorème des nombres premiers est la non-nullité de L(1, χ0) qui est évidente
à voir. En fait, pour une étude plus fine de la répartition des nombres premiers,
nous aurons besoin de résultats plus complets, concernant le comportement de
L(s, χ0) non seulement au voisinage du point 1, mais aussi au voisinage de la
droite définie par σ = 1. Ces résultats sont contenus dans le théorème suivant :

Théorème 2.1.2.9. Pour chaque caractère principal modulo m χ0, il existe un
ouvert Ω de C contenant le demi-plan défini par σ ≥ 1 et dans lequel la fonction
L(s, χ0) ne s’annule pas.
Il existe aussi un tel ouvert pour la fonction ζ.

Démonstration. Résolvons déjà le cas de ζ. Puisque, dans le demi-plan défini par

σ > 0, L(s, χ0) = ζ(s)
∏
p|m

(1−p−s), le résultat concernant ζ est une conséquence

de la conclusion concernant la fonction L(s, χ0), à laquelle nous nous bornerons
désormais.

D’autre part, puisque, pour σ > 1, la série de terme général χ0(p)p−s est absol-

ument convergente, le produit infini
∏
p

(1−χ0(p)p−s) converge dans C (d’après

le théorème 1.2.0.8.) et son inverse L(s, χ0) ne peut donc être nul dans le demi-
plan défini par σ > 1.
Enfin, puisqu’une fonction holomorphe ou méromorphe est continue (à con-
dition, dans le cas méromorphe, de considérer qu’elle prend ses valeurs dans
C ∪ {∞}), l’absence éventuelle de zéros pour L(s, χ0) sur la droite définie par
σ = 1 entrâıne leur absence dans un ouvert contenant cette droite.
Reste donc seulement à étudier les valeurs de L(s, χ0) pour σ = 1. Il convient
de distinguer deux cas pour cette étude.

1er cas : t = 0 De manière évidente, L(1, χ0) 6= 0.

2ème cas : t 6= 0 Puisque χ2
0 = χ0, on peut, pour σ > 1, envisager le pro-

duit de modules |L(σ, χ0)|3 |L(σ + it, χ0)|4 |L(σ + 2it, χ2
0|.

Chacune des trois fonctions en cause dans ce produit est représentable sous
forme de produit eulérien, toujours pour σ > 1. On obtient ainsi par exemple
(puisque ces fonctions ne s’annulent pas sur σ > 1) :

ln |L(σ + it, χ0)| = Re (lnL(s, χ0))

= −
∑
p

Re
(
ln(1− χ0(p)p−σ−it)

)
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La dernière égalité est due au théorème 1.2.0.10. (appliqué à X = {s;Re(s) > σ}
où σ > 1) et à la continuité de Re.
Ici ln(1 − χ0(p)p−σ−it) est une détermination quelconque du logarithme com-
plexe. En choisissant en fait pour chacun de ces logarithmes sa détermination
principale on peut, puisque |χ0(p)p−σ−it| < 1, le développer en série entière et
on obtient

ln |L(σ + it, χ0)| =
∑
p

+∞∑
k=1

Re(χ0(p)kp−kσ−ikt)

k

par le théorème 1.2.0.9 et la continuité de Re.

On procède ainsi pour chacun des trois facteurs du produit de modules ini-
tial, et on remarque d’une part que χ0(p) = 0 si p divise m, d’autre part que
χ0(p) = 1 si p ne divise pas m. On trouve ainsi :

3 ln |L(σ, χ0)|+ 4 ln |L(σ + it, χ0)|+ ln
∣∣L(σ + 2it, χ2

0)
∣∣

=
∑
p-m

+∞∑
k=1

1

kpkσ
Re(3 + 4e−ikt ln p + e−2ikt ln p)

=
∑
p-m

+∞∑
k=1

1

kpkσ
(3 + 4 cos(−kt ln p) + cos(−2kt ln p))

=
∑
p-m

+∞∑
k=1

1

kpkσ
(1 + cos(−kt ln p)

2 ≥ 0.

Ainsi, pour tout réel σ > 1 et tout réel t, on a :

|L(σ, χ0)|3 |L(σ + it, χ0)|4
∣∣L(σ + 2it, χ2

0)
∣∣ ≥ 1.

Montrons maintenant par l’absurde que L(1 + it, χ0) ne peut s’annuler pour
aucun t 6= 0.
Supposons donc par l’absurde qu’il existe t0 6= 0 tel que L(1 + it0, χ0) = 0. On
a :

L(σ, χ0)3L(σ+it0, χ0)4L(σ+2it0, χ
2
0) =

(
L(σ, χ0)3(σ − 1)3

)(L(σ + it0, χ0)4

(σ − 1)4

)
(L(σ + 2it0, χ0)(σ − 1))

Lorsque σ → 1,
(
L(σ, χ0)3(σ − 1)3

)
est borné car L(s, χ0)3 possède un pôle

d’ordre exactement 3 en 1. L’expression L(σ+it0,χ0)4

(σ−1)4 est également bornée car

L(s, χ0) possède un zéro d’ordre au moins 4 en 1+it0. Enfin |L(σ + 2it0, χ0)(σ − 1)| → 0
lorsque σ → 1.
Ainsi

∣∣L(σ, χ0)3L(σ + it0, χ0)4L(σ + 2it0, χ
2
0)
∣∣ → 0 lorsque σ → 1. Ceci con-

tredit l’inégalité précédente, ce qui conclut.
En d’autres termes, 1 + it avec t 6= 0 n’est jamais un zéro de L(s, χ0).

2.1.3 Le théorème d’Ikehara

L’un des points importants de cette démonstration du théorème des nombres
premiers est le théorème d’Ikehara, théorème profond, dû aux travaux successifs
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de Wiener et Ikehara.
Etablissons juste avant un lemme qui nous servira dans la preuve du théorème
d’Ikehara.

Lemme 2.1.3.1. Soit B une fonction croissante sur [1,+∞[ et telle que l’intégrale

G1(s) :=
∫ +∞

1

(
B(x)
x − 1

)
x−s dx soit holomorphe sur un ouvert Ω contenant le

demi-plan σ ≥ 1 et contenu dans le demi-plan σ > 0.

Alors lim
x→+∞

B(x)

x
= 1.

Démonstration. Soit σ > 1.
Effectuons le changement de variable x = eu. On obtient :

G1(σ + it) =

∫ +∞

0

(e−uB(eu)− 1)e(1−σ)ue−itu du

Considérons maintenant, pour a paramètre réel positif auquel on s’intéressera
par la suite :∫ 2a

−2a

G1(σ+it)

(
1− |t|

2a

)
eitv dt =

∫ 2a

−2a

(∫ +∞

0

(
1− |t|

2a

)
(e−uB(eu)− 1)e(1−σ)ue−it(u−v) du

)
dt.

Dans le second membre, la fonction sous les deux signes d’intégration a un
module majoré par e−σuB(eu) + e(1−σ)u. Si l’on considère un réel λ ∈]0, σ− 1[,
on a

e−σuB(eu) + e(1−σ)u = e−λue(−σ+λ)uB(eu) + e(1−σ)u

et on a vu que e(−σ+λ)uB(eu) = x−σ+λB(x) a une limite finie lorsque x tend
vers +∞ et admet donc un majorant, noté M1, pour x ∈ [1,+∞[, de sorte que∫ 2a

−2a

(∫ +∞

0

(
1− |t|

2a

)
|(e−uB(eu)− 1)e(1−σ)u| du

)
dt

≤
∫ 2a

−2a

∫ +∞

0

(M1e
−λu + e(1−σ)u) dudt

=

∫ 2a

−2a

(
M1

λ
+

1

σ − 1

)
dt < +∞

ce qui autorise par le théorème de Fubini-Lebesgue la permutation des intégrations
par rapport à u et t (puisque la fonction sous les signes d’intégration est alors
intégrable par rapport aux deux variables). On trouve ainsi, toujours pour
σ > 1 :∫ 2a

−2a

G1(σ+it)

(
1− |t|

2a

)
eitv dt =

∫ +∞

0

(
e−uB(eu)− 1

)
e(1−σ)u

(∫ 2a

−2a

(
1− |t|

2a

)
eit(v−u) dt

)
du
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Or,∫ 2a

−2a

(
1− |t|

2a

)
eit(v−u) dt =

∫ 0

−2a

(
1 +

t

2a

)
eit(v−u) dt+

∫ 2a

0

(
1− t

2a

)
eit(v−u) dt

=

∫ 2a

0

(
1− t

2a

)
e−it(v−u) dt+

∫ 2a

0

(
1− t

2a

)
eit(v−u) dt

= 2

∫ 2a

0

(
1− t

2a

)
cos(t(v − u)) dt

= 2

([(
1− t

2a

)
sin(t(v − u))

(v − u)

]2a

0

−
∫ 2a

0

− 1

2a
.
sin(t(v − u))

v − u
dt

)
par intégration par parties.
Il vient : ∫ 2a

−2a

(
1− |t|

2a

)
eit(v−u) dt =

1

a

∫ 2a

0

sin(t(v − u))

v − u
dt

= −1

a

[
cos(t(v − u))

(v − u)2

]2a

0

=
−1

a(v − u)2
(cos(2a(v − u))− 1)

=
−1

a(v − u)2
(−2sin2a(v − u))

= 2
sin2a(v − u)

a(v − u)2

D’où, pour σ > 1,∫ 2a

−2a

G1(σ+it)

(
1− |t|

2a

)
eitv dt = 2

∫ +∞

0

(
e−uB(eu)− 1

)
e(1−σ)u sin

2a(v − u)

a(v − u)2
du.

Or, l’intégrale
∫ +∞

0
e(1−σ)u sin

2a(v−u)
a(v−u)2 du est convergente car e(1−σ)u sin

2a(v−u)
a(v−u)2 ≤

sin2a(v−u)
a(v−u)2 = O( 1

(v−u)2 ) et cette dernière fonction est bien intégrable.

L’égalité précédente peut donc s’écrire∫ 2a

−2a

G1(σ+it)

(
1− |t|

2a

)
eitv dt+2

∫ +∞

0

e(1−σ)u sin
2a(v − u)

a(v − u)2
du = 2

∫ +∞

0

e−uB(eu)e(1−σ)u sin
2a(v − u)

a(v − u)2
du.

En raison de l’holomorphie de G1, la fonction (σ, t) 7→ G1(σ + it) est continue
par exemple sur l e compact [1, 2] × [−2a, 2a] et il en est de même du produit

de G1 par
(

1− |t|2a

)
eitv. Donc, lorsque σ tend vers 1 par valeurs supérieures,

lim
σ→1

∫ 2a

−2a

G1(σ + it)

(
1− |t|

2a

)
eitv dt =

∫ 2a

−2a

G1(1 + it)

(
1− |t|

2a

)
eitv dt

par la continuité donnée par le théorème 1.2.0.12.
Le théorème de convergence monotone assure, puisque e(1−σ)u crôıt lorsque σ
décrôıt, que

lim
σ→1

∫ +∞

0

e(1−σ)u sin
2a(v − u)

a(v − u)2
du =

∫ +∞

0

sin2a(v − u)

a(v − u)2
du.
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Ainsi, la limite pour σ tendant vers 1 par valeurs supérieures, de
∫ +∞

0
e−σuB(eu) sin

2a(v−u)
a(v−u)2 du

existe et est finie. Mais comme la fonction B est positive, et que e−σu crôıt
lorsque σ décrôıt, le même théorème de convergence monotone montre que cette

limite est
∫ +∞

0
e−uB(eu) sin

2a(v−u)
a(v−u)2 du.

En regroupant ces limites, on a donc∫ 2a

−2a

G1(1+it)

(
1− |t|

2a

)
eitv dt+2

∫ +∞

0

sin2a(v − u)

a(v − u)2
du = 2

∫ +∞

0

e−uB(eu)
sin2a(v − u)

a(v − u)2
du.

Dans cette dernière égalité, la fonction t 7−→ G1(1 + it)
(

1− |t|2a

)
, prolongée par

0 hors de [−2a, 2a], est continue. Elle est donc intégrable sur R et l’intégrale du
premier membre où elle figure tend vers 0 quand v tend vers +∞ par le lemme
de Riemann-Lebesgue. On obtient ainsi l’égalité indépendante de G1 :

lim
v→+∞

∫ +∞

0

e−uB(eu)
sin2a(v − u)

a(v − u)2
du = lim

v→+∞

∫ +∞

0

sin2a(v − u)

a(v − u)2
du (1)

En utilisant le changement de variable y = a(u− v), on obtient d’une part

lim
v→+∞

∫ +∞

0

sin2a(v − u)

a(v − u)2
du = lim

v→+∞

∫ +∞

−av

sin2y

y2
dy

=

∫ +∞

−∞

sin2y

y2
dy

Or, pour tout M > 0, on a, par intégration par parties :∫ M

−M

sin2y

y2
dy =

[
−sin2y.

1

y

]M
−M
−
∫ M

−M
−2 siny cosy .

1

y
dy

= −sin
2M

M
+
sin2(−M)

−M
+

∫ M

−M

sin2y

y
dy

= −2
sin2M

M
+

∫ M

−M

sin2y

y
dy

Puisque le premier terme du membre de droite tend vers 0 quand M tend vers
+∞, on a : ∫ +∞

−∞

sin2y

y2
dy =

∫ +∞

−∞

sin2y

y
dy

Il vient :

lim
v→+∞

∫ +∞

0

sin2a(v − u)

a(v − u)2
du =

∫ +∞

−∞

sin2y

y
dy

= π

car on sait que l’intégrale de Dirichlet
∫ +∞

0
sin x
x dx vaut π

2

D’autre part, pour tout v0 > 0 et tout v ≥ v0, on a, en tenant compte de
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la positivité et de la monotonie de l’exponentielle et de la fonction B :∫ +∞

0

e−uB(eu)
sin2a(v − u)

a(v − u)2
du =

∫ +∞

−av
e−v−

y
aB(ev+ y

a )
sin2y

y2
dy

≥
∫ av0

−av0
e−v−

y
aB(ev+ y

a )
sin2y

y2
dy

≥ e−v−v0B(ev−v0)

∫ av0

−av0

sin2y

y2
dy.

Soit ε > 0.
En choisissant (ce qui est possible) v0 tel que e−2v0 ≥ 1 − ε puis a tel que∫ av0
−av0

sin2y
y2 dy ≥ π − ε, l’intégrale I(v) du premier membre de (1) vérifie donc

pour tout v ≥ v0

I(v) ≥ e−v+v0B(ev−v0)(1− ε)(π − ε).

Puisque ce résultat est valable pour tout ε > 0, et que I(v) a pour limite π
lorsque v tend vers +∞, on en déduit d’une part, en posant w = v − v0 ≥ 0 :

e−wB(ew) ≤ I(w + v0)

π

en faisant tendre ε vers 0. Le membre de droite admettant une limite quand w
tend vers +∞, la fonction w 7→ e−wB(ew) admet un majorant M2.
De plus, en prenant la limite sup de chaque côté, on obtient :

lim sup
w→+∞

e−wB(ew) ≤ 1.

Inversement, on a :∫ +∞

av0

e−v−
y
aB(ev+ y

a )
sin2y

y2
dy ≤M2

∫ +∞

av0

dy

y2
=
M2

av0

et ∫ −av0
−av

e−v−
y
aB(ev+ y

a )
sin2y

y2
dy ≤M2

∫ −av0
−∞

dy

y2
=
M2

av0

D’où, pour tout ε > 0,

I(v) ≤ 2M2

av0
+

∫ av0

−av0
e−v−

y
aB(ev+ y

a )
sin2y

y2
dy

≤ 2M2

av0
+ e−v+v0B(ev+v0)

∫ av

−av

sin2y

y2
dy

≤ 2M2

av0
+ π(1 + ε)e−v−v0B(ev+v0)

pourvu que e2v0 ≤ 1 + ε.
Comme a peut-être choisi arbitrairement grand, on en déduit que, puisque I(v)
tend vers π à l’infini,

lim inf
w→+∞

e−wB(ew) ≥ 1
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par le même raisonnement que précédemment.

En comparant avec la limite supérieure, on obtient donc lim
w→+∞

e−wB(ew) = 1,

ce qui achève la preuve.

Théorème 2.1.3.2. Soit
∑
β(n)n−s une série de Dirichlet associée à une fonc-

tion β ≥ 0, et dont l’abscisse de convergence est inférieure ou égale à 1.
On suppose que la somme de la série de Dirichlet cöıncide sur le demi-plan
défini par σ > 1 avec une fonction G qui est soit holomorphe, soit méromorphe,
sur un ouvert Ω contenant le demi-plan défini par σ ≥ 1 avec, dans le cas de la
méromorphie, un seul pôle dans Ω, situé au point 1, simple et de résidu ρ.

Alors la fonction B définie par B(n) :=

n∑
k=1

β(k) est telle que

lim
n→+∞

B(n)

n
=

{
0 si G est holomorphe sur Ω

ρ si G est méromorphe sur Ω

Démonstration. Commençons par réduire la démonstration au cas où G est
méromorphe avec un seul pôle en 1 et de résidu 1.
Soit G une fonction comme définie dans l’énoncé. La limite de (s − 1)G(s)
quand s tend vers 1 dans Ω est égale à ρ si G est méromorphe et à 0 si G est
holomorphe. Dans les deux cas, c’est aussi la limite quand σ tend vers 1 par
valeurs supérieures de la fonction positive (σ − 1)G(σ). En notant par abus de
notation ρ cette limite même si elle est nulle, on a donc ρ ≥ 0. Supposons donc
le théorème établi dans le cas d’une fonction méromorphe avec résidu 1 au pôle
1. La fonction

ζ(s) +G(s)

1 + ρ
=

+∞∑
k=1

1 + β(n)

1 + ρ
n−s

remplit cette condition. On en déduit donc que

lim
n→+∞

n+B(n)

n(1 + ρ)
= 1 d′où lim

n→+∞

B(n)

n
= ρ.

En résumé, il suffit donc d’établir le théorème avec l’hypothèse supplémentaire
G méromorphe de pôle unique 1 et de résidu ρ = 1, ce que nous supposerons
désormais.

Soient σ > 1 et λ ∈]0, σ − 1[, d’où σ − λ > 1. On a :

n∑
k=1

β(n)k−σ+λ = B(1) +

n∑
k=2

(B(k)−B(k − 1)) k−σ+λ

=

n−1∑
k=1

B(k)
(
k−σ+λ − (k + 1)−σ+λ

)
+B(n)n−σ+λ

La série de Dirichlet
∑
β(k)k−σ+λ est convergente et, puisque le termeB(n)n−σ+λ

est positif, sa somme majore la fonction croissante

n 7−→
n−1∑
k=1

B(k)
(
k−σ+λ − (k + 1)−σ+λ

)
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donc cette dernière fonction a une limite finie quand n tend vers +∞. Ainsi, le
terme B(n)n−σ+λ converge aussi, ce qui entrâıne que

B(n)n−σ =
B(n)n−σ+λ

nλ

a pour limite 0, ainsi que |B(n)n−s| = B(n)n−σ, pour s = σ + it.
En remplaçant dans les calculs précédents σ − λ par s, on a donc, pour σ > 1 :

G(s) =

+∞∑
k=1

B(k)
(
k−s − (k + 1)−s

)
.

Or k−s − (k + 1)−s =
∫ k+1

k
sx−s−1 dx. En posant, pour tout réel x ≥ 1,

B(x) =
∑
k∈[1,x]
k entier

β(k), on obtient donc :

G(s) =
+∞∑
k=1

B(k)

∫ k+1

k

sx−s−1dx = s

∫ +∞

1

B(x)x−s−1 dx.

D’autre part
∫ +∞

1
x−s dx, d’où

G(s)

s
− 1

s− 1
=

∫ +∞

1

(
B(x)

x
− 1

)
x−s dx.

Comme la fonction G1 définie par

G1(s) :=
G(s)

s
− 1

s− 1
=

1

s

(
G(s)− 1

s− 1

)
− 1

s

est holomorphe sur Ω en supposant, ce qui est licite, que Ω est contenu dans
le demi-plan σ > 0, on peut utiliser le lemme précédent qui nous permet de
conclure.

2.1.4 Le théorème des nombres premiers

On peut désormais démontrer le théorème des nombres premiers (théorème
2.0.0.7.) :

Démonstration. En d’autres termes on va démontrer que lorsque n tend vers
+∞ on a Card(P ∩ [1, n]) = n

lnn + o
(
n

lnn

)
où P est l’ensemble des nombres

premiers.

Considérons, dans le demi-plan σ > 1 de C, la série
∑

p premier

−p−s ln p

1− p−s
dont

le terme général est la dérivée logarithmique du facteur d’indice p dans le pro-
duit eulérien qui représente ζ.
Ce terme général est, en module, équivalent à p−σ ln p qui, pour σ ≥ σ0 > 1 est
à son tour majoré par le terme général p−σ0 ln p d’une série convergente. La série
des dérivées logarithmiques considérée initialement converge donc normalement,
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et par suite uniformément, sur tout compact inclus dans le demi-plan σ > 1.
D’après le théorème 1.2.0.6. on a donc

∑
p premier

−p−s ln p

1− p−s
=

∑
p premier

(
ln(1− p−s)−1

)′
=

 ∑
p premier

ln(1− p−s)−1

′

D’après le théorème 1.2.0.10. appliqué de la même manière que précédemment,
on a alors, dans le demi-plan σ > 1 :

∑
p premier

−p−s ln p

1− p−s
=

ln

 ∏
p premier

(1− p−s)−1

′ = (ln ζ(s))′ =
ζ ′(s)

ζ(s)

Ainsi, en changeant tous les signes on a :

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

∑
p premier

p−s ln p

1− p−s
=

∑
p premier

+∞∑
k=1

p−ks ln p.

La série double du dernier membre a pour série des modules
∑

p premier

+∞∑
k=1

p−kσ ln p. =
∑

p premier

p−σ ln p

1− p−σ

Or le terme général de la dernière série est équivalent à p−σ ln p dont la série
converge. Par théorème de Fubini, on peut donc permuter les sommations dans

la série double représentant − ζ
′(s)
ζ(s) pour σ > 1. Ainsi, en isolant l’indice k = 1,

on trouve :

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

∑
p premier

p−s ln p+

+∞∑
k=2

∑
p premier

p−ks ln p

=
∑

p premier

p−s ln p+
∑

p premier

+∞∑
k=2

p−ks ln p

Soit σ1 >
1
2 . Dans le demi-plan σ ≥ σ1, on a :∣∣∣∣∣

+∞∑
k=2

p−ks ln p

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
k=2

p−kσ1 ln p =
p−2σ1 ln p

1− p−σ1

Or ce dernier terme est équivalent quand p tend vers +∞ à p−2σ1 ln p, qui est
le terme général d’une série convergente.

D’après le théorème 1.2.0.11., la série double
∑

p premier

+∞∑
k=2

p−ks ln p est donc uni-

formément convergent dans le demi-plan σ ≥ σ1, ce qui entrâıne l’holomorphie
de sa somme sur le demi-plan défini par σ > 1

2 (d’après le théorème 1.2.0.6.).
De plus, puisque d’après le théorème 2.1.2.9. ζ est d’une part non nulle dans un
ouvert Ω contenant le demi-plan σ ≥ 1 et qu’on peut supposer contenu dans le
demi-plan σ > 1

2 , et d’autre part méromorphe sur le demi-plan σ > 0 avec pour

seul pôle le point 1 qui est un pôle simple, la fonction − ζ
′

ζ est méromorphe sur
Ω avec pour seul pôle le point 1, qui est un pôle simple et de résidu 1.
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Ainsi, la différence
∑

p premier

p−s ln p = −ζ
′(s)

ζ(s)
−

∑
p premier

+∞∑
k=2

p−ks ln p est pro-

longeable à Ω en une fonction méromorphe admettant un unique pôle au point
1, simple et de résidu 1.

Or,
∑

p premier

p−s ln p est une série de Dirichlet de la forme
∑
n∈N

β(n)n−s où β(n),

valant 0 ou lnn, est toujours positif ou nul. D’après le théorème d’Ikehara, on
a donc

lim
n→+∞

1

n

∑
p≤n

ln p = 1

où la sommation vaut pour les nombres premiers p ∈ [1, n].
D’après le lemme initial 2.1.0.10., on a alors

lim
n→+∞

∑
p≤n

1

n(lnn)−1
= 1

c’est-à-dire
Card(P ∩ [1, n]) =

n

lnn
+ o(

n

lnn
)

ce qui démontre le théorème des nombres premiers.

2.2 Seconde démonstration du théorème des nombres pre-
miers (W.J.Ellison et M.Mendès France)

2.2.1 Les fonctions Λ,π,Π,θ et ψ

La fonction π(x) :=
∑

p premier
p≤x

1 a déjà été définie lors de la première démonstration

du théorème des nombres premiers.
Par la suite, nous aurons besoin de définir d’autres fonctions qui sont étroitement
liées à π.
D’abord, on définit

Π(x) :=
∑

p premier
pν≤x

1

ν

(la sommation est étendue à toutes les puissances de nombres premiers).

On vérifie facilement que Π(x) = π(x) + 1
2π(x

1
2 ) + 1

3π(x
1
3 ) + ...

Si on définit la fonction Λ sur N par :

Λ(n) :=

{
ln p si n = pν (ν ≥ 1)

0 sinon
(2)
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on remarque que Π s’écrit aussi

Π(x) =
∑
n≤x

Λ(n)

lnn

car lnp
lnpν = 1

ν .

Les deux dernières fonctions dont nous aurons besoin sont

θ(x) :=
∑

p premier
p≤x

ln p

et
ψ(x) :=

∑
n≤x

Λ(n)

On vérifie facilement les trois formules suivantes :

ψ(x) =
∑

p premier
pν≤x

ln p

=
∑

p premier
p≤x

[
lnx

ln p

]
ln p car pν ≤ x⇔ ν ≤ lnx

ln p

= θ(x) + θ(x
1
2 ) + θ(x

1
3 ) + ...

Dans cette dernière égalité, la série qui intervient au second membre est en fait
une somme finie, car dès que l’entier ν dépasse ln p

ln 2 , on a θ(x
1
ν ) = 0.

Il en est de même pour la relation Π(x) = π(x) + 1
2π(x

1
2 ) + 1

3π(x
1
3 ) + ....

Prouvons maintenant une identité qui servira à plusieurs reprises dans la suite.

Proposition 2.2.1.1. Pour tout x ∈ R,∑
n∈N∗
n≤x

ψ
(x
n

)
= ln([x]!).

Démonstration. On a successivement :∑
n∈N∗
n≤x

ψ
(x
n

)
=
∑
n∈N∗
n≤x

∑
m∈N
m≤ x

n

Λ(m)

=
∑
m∈N
m≤x

Λ(m)
∑
n∈N∗
n≤ x

m

1

=
∑
m∈N
m≤x

[ x
m

]
Λ(m)

=
∑

p premier
pν≤x

[
x

pν

]
ln p.
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Posons

ip(x) :=

[
x

p

]
+

[
x

p2

]
+ ...

(notons que ip est bien définie).

On a alors : ∑
n∈N∗
n≤x

ψ
(x
n

)
=

∑
p premier
p≤x

ip(x) ln p

car la somme dans l’écriture de ip(x) s’arrête à
[
x
pν

]
où ν est l’entier maximal

tel que pν ≤ x. Enfin, on remarque que pour tout x > 0

[x]! =
∏

p premier
p≤x

pip(x).

Pour montrer cette formule, on vérifie d’abord facilement qu’elle est vraie lorsque

x est un entier. On a alors en particulier [x]! =
∏

p premier
p≤x

pip([x])

Puis dans le cas général, on utilise le fait que pour tout x > 0, on a [x] ≤ x < [x] + 1

donc pour tout nombre premier p et tout entier α non nul [x]
pα ≤

x
pα <

[x]+1
pα . En

effectuant la division euclidienne de [x] par pα, [x] = qpα + r, on a alors :

q +
r

pα
≤ x

pα
< q +

r + 1

pα

Or, puisque |r| < pα par définition de la division euclidienne, on a q + r+1
pα ≤ q + pα

pα = q + 1.
D’où [

x

pα

]
= q =

[
[x]

pα
.

]
Notre formule est donc bien correcte dans le cas général : pour tout x > 0

[x]! =
∏

p premier
p≤x

pip(x).

On a alors ln([x]!) =
∑

p premier
p≤x

ip(x) ln p =
∑
n∈N∗
n≤x

ψ
(x
n

)
, ce qui démontre la propo-

sition.

Théorème 2.2.1.2. Lorsque n tend vers +∞ on a :

lim inf
n→+∞

π(n) lnn

n
= lim inf

n→+∞

Π(n) lnn

n
= lim inf

n→+∞

θ(n)

n
= lim inf

n→+∞

ψ(n)

n

et

lim sup
n→+∞

π(n) lnn

n
= lim sup

n→+∞

Π(n) lnn

n
= lim sup

n→+∞

θ(n)

n
= lim sup

n→+∞

ψ(n)

n
.

Démonstration. Notons G1,G2,G3,G4 respectivement les quatre quantités

lim sup
n→+∞

π(n) lnn

n
, lim sup
n→+∞

Π(n) lnn

n
, lim sup
n→+∞

θ(n)

n
et lim sup

n→+∞

ψ(n)

n
.
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De même, les symboles g1, g2, g3 et g4 représentent les limites inférieures re-
spectives.
Bien sûr ces quantités peuvent éventuellement valoir +∞ ou −∞.

D’après la formule donnant Π(x), on a :

0 ≤ Π(n)− π(n) ≤ 1

2
π(n

1
2 )

[
lnn

ln 2

]
car il y a au plus

[
lnn
ln 2

]
termes non nuls, tous plus petits que 1

2π(n
1
2 ).

D’où,
Π(n)− π(n) = O(n

1
2 lnn)

et donc
Π(n) lnn

n
=
π(n) lnn

n
+O

(
(lnn)2

n
1
2

)
Le terme en O tendant vers 0 en +∞, on a, en prenant la limite sup de chaque
côté et en utilisant l’inégalité triangulaire pour la limite sup :

G1 = G2 et g1 = g2

(pour la lim inf, on utilise l’inégalité triangulaire inversée).

Par ailleurs, d’après les inégalités précédentes, on a aussi :

θ(n) ≤ ψ(n) ≤ π(n) lnn.

Il vient alors immédiatement :

G3 ≤ G4 ≤ G1

et
g3 ≤ g4 ≤ g1.

Soit maintenant ξ ∈]1, n[. On a :

θ(n) ≥
∑

p premier
ξ<p≤n

ln p ≥ (π(n)− π(ξ)) ln ξ

d’où
θ(n)

n
≥ π(n) ln ξ

n
− π(ξ) ln ξ

n

≥ π(n) ln ξ

n
− ξ ln ξ

n

Choisissons ξ = ξ(n) de façon que lorsque n tend vers +∞, on ait

ln ξ

lnn
→ 1 et

ξ ln ξ

n
→ 0.

(on vérifie aisément que ξ(n) := n
(lnn)2 remplit ces conditions). Ainsi, on a :

lim sup
n→+∞

θ(n)

n
= lim sup

n→+∞

(
π(n) ln ξ

n
− ξ ln ξ

n

)
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et

lim inf
n→+∞

θ(n)

n
= lim inf

n→+∞

(
π(n) ln ξ

n
− ξ ln ξ

n

)
Or, le choix de ξ nous donne

lim sup
n→+∞

(
π(n) ln ξ

n
− ξ ln ξ

n

)
= lim sup

n→+∞

(
π(n) ln ξ

n

)
et

lim inf
n→+∞

(
π(n) ln ξ

n
− ξ ln ξ

n

)
= lim inf

n→+∞

(
π(n) ln ξ

n

)
Par définition de limite sup et limite inf comme respectivement plus grande et

plus petite valeurs d’adhérence, et puisqu’on peut écrire π(n) ln ξ
n = π(n) lnn

n . ln ξ
lnn ,

le choix de ξ nous permet encore d’écrire

lim sup
n→+∞

(
π(n) ln ξ

n

)
= lim sup

n→+∞

(
π(n) lnn

n

)
et

lim inf
n→+∞

(
π(n) ln ξ

n

)
= lim inf

n→+∞

(
π(n) lnn

n

)
Ainsi, G3 ≥ G1 et g3 ≥ g1.

En combinant ceci aux égalités précédentes on obtient d’abord G1 = G3 = G4

et g1 = g3 = g4 puis
G1 = G2 = G3 = G4

et
g1 = g2 = g3 = g4

ce qui achève la démonstration.

2.2.2 La fonction ζ(s) dans le demi-plan Re(s) > 0

On admet par la suite un résultat démontré dans la première preuve des
nombres premiers : on peut prolonger analytiquement la fonction ζ(s) au demi-
plan Re(s) > 0. Elle y est même holomorphe sauf au point s = 1 qui est un pôle
simple où le résidu est 1 (voir la remarque 2.1.2.8.).

Donnons maintenant un lemme qui nous servira par la suite : la formule somma-
toire (ou sommation) d’Abel.C’est un outil très puissant en théorie des nombres.
Il permet de remplacer des sommes par des intégrales ce qui, bien souvent, sim-
plifie considérablement les calculs.

Lemme 2.2.2.1. Soit (an)n∈N une suite de nombres complexes et soit ϕ une
fonction définie sur les réels x ≥ 1, à valeurs complexes et continûment dérivable
pour x > 1.
On pose

A(x) :=
∑
n≤x

an.

Alors, pour tout x > 1, on a :∑
n≤x

anϕ(n) = A(x)ϕ(x)−
∫ x

1

A(u)ϕ′(u) du.
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Démonstration. On vérifie facilement les égalités suivantes :∑
n≤x

an(ϕ(x)− ϕ(n)) =
∑
n≤x

an

∫ x

n

ϕ′(u) du

=

∫ x

1

∑
n≤u

anϕ
′(u) du

=

∫ x

1

A(u)ϕ′(u) du

et par conséquent∑
n≤x

anϕ(n) = A(x)ϕ(x)−
∫ x

1

A(u)ϕ′(u) du.

Les deux théorèmes qui suivent fournissent des bornes supérieures de |ζ(s)|±1

et |ζ ′(s)| dans diverses régions du plan complexe. Ils nous serviront plusieurs
fois par la suite.

Théorème 2.2.2.2. Soit θ un nombre réel tel que 0 < θ < 1. Pour tout σ ≥ θ
et tout t tel que |t| ≥ 1, on a :

|ζ(σ + it)| ≤ 7

4

|t|1−θ

θ(1− θ)

et

|ζ ′(σ + it)| ≤ |t|1−θ

θ(1− θ)

(
ln |t|+ 1

θ
+

5

4

)
.

Démonstration. Remarquons d’abord que |ζ(σ + it)| = |ζ(σ − it)|.
Pour celà, on sait que

|ζ(σ + it)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

1

nσ+it

∣∣∣∣∣
=

∏
p premier

∣∣∣∣∣
(

1− 1

pσ+it

)−1
∣∣∣∣∣

=
∏

p premier

∣∣∣∣1− 1

pσ+it

∣∣∣∣−1

en utilisant notamment la continuité du module et la remarque 2.1.2.8. de la
première preuve.
Or, ∣∣∣∣1− 1

pσ+it

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣pσ+it − 1

pσ+it

∣∣∣∣
=
|pσ+it − 1|

pσ

Puisque |pσ+it − 1| =
√

(pσ cos(t ln p)− 1)2 + (pσ sin(t ln p))2, on a

|pσ+it − 1| = |pσ−it − 1|
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donc ∣∣∣∣1− 1

pσ+it

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− 1

pσ−it

∣∣∣∣
et

|ζ(σ + it)| = |ζ(σ − it)|

On peut donc supposer t > 0 pour les deux inégalités.

première inégalité :

Soit x ≥ 1 un paramètre qu’on précisera plus loin.
On cherche à établir une majoration de |ζ(s)| dans le demi-plan Re(s) ≥ θ en
fonction de x.
Le lemme 2.2.2.1. appliqué à an = 1 et ϕ(x) = 1

xs nous donne :

∑
1≤n≤x

1

ns
= [x]x−s + s

∫ x

1

[u]u−s−1 du

=
x1−s

1− s
− s

1− s
− {x}x−s − s

∫ x

1

{u}u−1−s du.

en supposant s différente de 1 et en notant {x} la partie fractionnaire d’un réel
x : {x} = x− [x].

Par ailleurs, on a aussi, pour Re(s) > 1 :

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
= s

∫ ∞
1

[u]

us+1
du

en utilisant la formule précédente et en prenant la limite quand n tend vers +∞.

Il vient que

ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ ∞
1

{u}
us+1

du.

Cette égalité est même vraie pour Re(s) > 0 car l’intégrale du second membre
est encore convergente et l’unicité du prolongement analytique s’applique.

Ainsi, on en déduit pour Re(s) > 0 :

ζ(s)−
∑

1≤n≤x

1

ns
= − x

1−s

1− s
+ {x}x−s − s

∫ ∞
x

{u}u−1−s du.

En particulier, si s = σ + it où σ ≥ θ et t ≥ 1, on a :

|ζ(s)| ≤
∑

1≤n≤x

∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ x1−s

1− s

∣∣∣∣+

∣∣∣∣{x}xs
∣∣∣∣+ |s|

∫ ∞
x

∣∣∣∣ {u}u1+s

∣∣∣∣ du
d’où

|ζ(s)| ≤
∑

1≤n≤x

n−θ +
x1−θ

t
+ x−θ + |s|

∫ ∞
x

du

uσ+1
.
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On remarque que

|s|
σ
≤ σ + t

σ
= 1 +

t

σ
≤ 1 +

t

θ
=
θ + t

θ

et d’après la formule donnant
∑

1≤n≤x

1

ns
appliquée en s = θ, on a :

∑
1≤n≤x

1

nθ
≤ x1−θ

1− θ

d’où

|ζ(s)| ≤ x1−θ

1− θ
+
x1−θ

t
+ x−θ +

(
1 +

t

θ

)
x−θ

car
∫∞
x

du
uσ+1 = 1

σxσ .

Si l’on pose alors x = t ≥ 1 on a alors :

|ζ(s)| ≤ t1−θ

1− θ
+
t1−θ

t
+ t−θ +

(
1 +

t

θ

)
t−θ

=
t1−θ

θ(1− θ)

(
θ +

θ(1− θ)
t

+
θ(1− θ)

t
+

(θ + t)(1− θ)
t

)
=

t1−θ

θ(1− θ)

(
θ +

(1− θ)(3θ + t)

t

)
=

t1−θ

θ(1− θ)

(
1 +

3θ(1− θ)
t

)
≤ 7

4

t1−θ

θ(1− θ)
.

par une étude simple de la fonction θ 7−→ θ(1− θ).

Ceci conclut la preuve de la première inégalité.

seconde inégalité :

On souhaite maintenant estimer |ζ ′(s)|.
Pour celà, revenons à la formule donnant ζ(s)−

∑
1≤n≤x

1

ns
.

L’intégrale présente dans le second membre est une fonction holomorphe sur

Re(s) > 0 de dérivée par rapport à s :
∫∞
x
{u}
us+1 .(− lnu) du. En effet, il suffit

d’appliquer le théorème 1.2.0.13. car sur tout compact K ⊂ Re(s) > 0 tel que

Re(s) > a,
∣∣∣ {u}us+1

∣∣∣ ≤ 1
|u|1+a qui est intégrable.

Ainsi, si on dérive la formule donnant ζ(s)−
∑

1≤n≤x

1

ns
on a, Re(s) étant stricte-

ment positif et s différent de 1 :

ζ ′(s) = −
∑

1≤n≤x

n−s lnn+x1−s
(
−1

(s− 1)2
+

lnx

1− s

)
−{x}x−s lnx−

∫ ∞
x

{u}
us+1

(1−s lnu) du.
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On en déduit que si Re(s) ≥ θ et t ≥ 1, on a :

|ζ ′(s)| ≤
∑

1≤n≤x

n−θ lnn+ x1−θ
(

1

t2
+

lnx

t

)
+

lnx

xθ
+

1

θxθ
+ |s|

∫ ∞
x

lnu

uσ+1
du.

Or, l’intégrale vaut (σ−1x−σ lnx+σ−2x−σ) par intégration par parties de lnu. 1
uσ−1 .

Compte tenu des deux inégalités |s|σ ≤ 1 + tθ−1 et
∑

1≤n≤x

n−θ lnn ≤ x1−θ

1− θ
lnx

(cette dernière venant de la comparaison série-intégrale
∑

1≤n≤x

n−θ = 1 +
∑

2≤n≤x

n−θ ≤ 1 +

∫ x

1

du

uθ
),

on voit que

|ζ ′(s)| ≤ x1−θ

1− θ
lnx+x1−θ

(
1

t2
+

lnx

t

)
+

lnx

xθ
+

1

θxθ
+

(
1 +

t

θ

)(
lnx

xθ
+

1

θxθ

)
.

En particulier, en posant x = t, on obtient :

|ζ ′(s)| ≤ t1−θ

1− θ
ln t+ t1−θ

(
1

t2
+

ln t

t

)
+

ln t

tθ
+

1

θtθ
+

(
1 +

t

θ

)(
ln t

tθ
+

1

θtθ

)
=

t1−θ

θ(1− θ)

(
θ ln t+ (1− θ)

(
θ

t2
+
θ ln t

t
+
θ ln t

t
+

1

t
+

(
1 +

t

θ

)
ln t

t
.θ +

(
1 +

t

θ

)
.
1

t

))
=

t1−θ

θ(1− θ)

(
ln t+ (1− θ)

(
θ

t2
+

3θ

t
ln t+

2

t
+

1

θ

))
Comme t ≥ 1, et ln t

t ≤ 1, on a :

|ζ ′(s)| ≤ t1−θ

θ(1− θ)

(
ln t+

1

θ
− 4θ2 + 2θ + 1

)
.

Enfin, puisque le trinôme −4θ2 + 2θ+ 1 atteint son maximum 5
4 pour θ = 1

4 , on
a :

|ζ ′(s)| ≤ t1−θ

θ(1− θ)

(
ln t+

1

θ
+

5

4

)
.

Ceci conclut la démonstration.

Le prochain théorème fournit des majorations pour |ζ(s)|±1, |ζ ′(s)| et |Z(s)|
où Z(s) := − ζ

′(s)
ζ(s) dans le demi-plan Re(s) ≥ 1.

Avant d’énoncer puis de démontrer ce théorème, nous allons d’abord donner
une définition ainsi qu’un résultat qui nous serviront par la suite.

Définition 2.2.2.3. La fonction de Möbius est définie sur l’ensemble N des
entiers positifs de la façon suivante :
µ(1) = 1,
µ(n) = (−1)r si n est le produit de r nombres premiers distincts,
µ(n) = 0 dans les autres cas.

On vérifie facilement que µ est une fonction multiplicative c’est-à-dire que µ(mn) = µ(m)µ(n)
pour tout couple (m,n) d’entiers premiers entre eux.
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Donnons maintenant l’une des propriétés élémentaires de la fonction de
Möbius qui nous servira par la suite.

Théorème 2.2.2.4. Pour tout entier n ≥ 1, on a

∑
k|n

µ(k) =

{
1 si n = 1

0 si n > 1.
(3)

Démonstration. Le résultat est trivial pour n = 1. On suppose donc dorénavant
que n > 1.

Soit m(n) =
∏
p|n

p. On remarque que

∑
k|n

µ(k) =
∑

k|m(n)

µ(k).

Si r est le nombre de facteurs premiers de m(n), on a alors∑
k|n

µ(k) = 1 +

(
1

r

)
(−1) +

(
2

r

)
(−1)2 + ...+

(
r

r

)
(−1)r

= (1− 1)r = 0.

Cela prouve notre théorème.

La fonction de Möbius apparâıt de façon naturelle dans le développement de
ζ−1(s) en série de Dirichlet.

Proposition 2.2.2.5. Si Re(s) > 1, alors

ζ−1(s) =
∏

p premier

(1− p−s) =

∞∑
n=1

µ(n)

ns
.

Démonstration. On admet pour cette preuve l’écriture de ζ sous la forme :

ζ(s) =
∏

p premier

(1 − p−s)−1 démontrée à la remarque 2.1.2.8. pour la première

démonstration.

Démontrons la première égalité :

On définit Pn(s) :=

n∏
i=1

(1− p−si )−1 où pi désigne le ième nombre premier.

Pour tout n, on a : Pn(s)P−1
n (s) = 1 donc

lim
n→+∞

PnP
−1
n (s) = 1

c’est-à-dire
lim

n→+∞
Pn(s) lim

n→+∞
P−1
n (s) = 1

37



car lim
n→+∞

Pn(s) = ζ(s) est finie et non nulle si Re(s) > 1. Il vient que

ζ−1(s) =
∏

p premier

(1− p−s)

ce qui prouve la première inégalité.

Démontrons maintenant le seconde inégalité :

Celle-ci est évdente lorsqu’on applique le théorème 1.2.0.14. à la fonction mul-

tiplicative f(n) = µ(n)
ns .

On a alors, puisque

∞∑
n=1

∣∣∣∣µ(n)

ns

∣∣∣∣ ≤ ζ(s) <∞ sur Re(s) > 1,

∞∑
n=1

µ(n)

ns
=

∏
p premier

(1− p−s)

car tous les autres termes sont nuls.

Ceci démontre la seconde égalité et donc la proposition.

Théorème 2.2.2.6. Il existe des constantes absolues c1, c2, c3, c4, A et B
telles que pour tout σ ≥ 1 et tout t tel que |t| ≥ 8, on ait :

|ζ(σ + it)| ≤ c1 ln |t|,

|ζ ′(σ + it)| ≤ c2(ln |t|)2,

|ζ(σ + it)|−1 ≤ c3(ln |t|)A,

|Z(σ + it)| ≤ c4(ln |t|)B.

On peut choisir en particulier c1 = 4e, c2 = 6e, c3 = 16(6e)7, c4 = 16(6e)8,
A = 7 et B = 9.

Démonstration. Les deux premiers points sont de simples conséquences du théorème
précédent.
En effet, soit t tel que |t| ≥ 8 > e2 et soit θ(t) := 1− (ln |t|)−1.
On a donc 1

2 ≤ θ(t) < 1 et on peut choisir θ = θ(t) dans le théorème précédent.
On en conclut que pour Re(s) ≥ θ(t), on a :

|ζ(s)| ≤ 7

4

e ln |t|
1− (ln |t|)−1

< 4e ln |t|
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et

|ζ ′(s)| ≤ e ln |t|
1− (ln |t|)−1

(
ln |t|+ 5

4
+ (1− (ln |t|)−1)−1

)
≤ 2e(ln |t|)2 +

5

2
e ln |t|+ 4e ln |t|

≤ 21

4
e(ln |t|)2

< 6e(ln |t|)2.

Le troisième point est trivial si Re(s) ≥ 2. En effet, d’après la proposition
précédente, on a dans ce cas :

|ζ(s)|−1 =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

µ(n)

ns

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
< 6e.

Le cas où 1 ≤ Re(s) < 2 est plus difficile à traiter.

On suppose s = σ + it où 1 ≤ σ ≤ 2 et |t| ≥ 8. Soit η = η(t) une fonc-
tion réelle qui sera précisée dans le cours du calcul et qui vérifie la condition
0 < η < 1.

Si l’on reprend exactement la même méthode utilisée dans le théorème 2.1.2.9.
(pour la première démonstration) pour la fonction L(s, χ0) et qu’on l’applique
à la fonction ζ, on montre facilement que pour tout σ > 1 et tout t réels, on a :

|ζ(σ)|3.|ζ(σ + it)|4.|ζ(σ + 2it)| ≥ 1.

Dans notre cas on a entre autre :

|ζ(σ + η)|3|ζ(s+ η)|4|ζ(σ + η + 2it)| ≥ 1.

Nous allons en déduire une borne inférieure de ζ(s+ η) puis de |ζ(s)|.

Lors de la démonstration du théorème 2.2.2.2., on a montré que si Re(s) > 1,
on a alors :

ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ ∞
1

{u}
us+1

du.

D’où, pour 1 < σ + η < 3 :

|ζ(σ + η)| =
∣∣∣∣ σ + η

σ + η − 1
− (σ + η)

∫ ∞
1

{u}
uσ+η+1

du

∣∣∣∣
≤ σ + η

σ + η − 1
+ (σ + η)

∫ ∞
1

1

uσ+η+1
du

=
σ + η

σ + η − 1
+ (σ + η).

1

σ + η

=
2(σ + η)− 1

σ + η − 1

≤ 5

σ + η − 1
≤ 5

η
<

6e

η
.

.
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Par ailleurs, d’après le premier point de ce théorème,

|ζ(σ + η + 2it)| ≤ 4e ln 2|t| ≤ 6e ln |t|

par une simple étude de fonction. D’où

1 ≤
(

6e

η

)3

|ζ(s+ η)|46e ln |t|

c’est-à-dire

1 ≤ (6e)4

η3
(ln |t|)|ζ(s+ η)|4

et

|ζ(s+ η)| ≥ 1

6e
η

3
4 (ln |t|)− 1

4 .

On observe ensuite que

|ζ(s+ η)− ζ(s)| =
∣∣∣∣∫ σ+η

σ

ζ ′(u+ it) du

∣∣∣∣
≤
∫ σ+η

σ

|ζ ′(u+ it)| du

≤ 6eη(ln |t|)2

d’après le second point.

D’où
|ζ(s)| ≥ |ζ(s+ η)| − 6eη(ln |t|)2

≥ 1

6e
η

3
4 (ln |t|)− 1

4 − 6eη(ln |t|)2.

On pose alors :
η = (2(6e)2)−4(ln |t|)−9

(il est trivial que 0 < η < 1).

On a alors, par un calcul simple :

|ζ(s)| ≥ 1

16
(6e)−7(ln |t|)−7

c’est-à-dire
|ζ(s)|−1 ≤ 16(6e)7(ln |t|)7

ce qui prouve la troisième inégalité du théorème.

Enfin, la dernière inégalité découle trivialement de la seconde et la troisième
puisque

|Z(s)| =
∣∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣∣ .
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2.2.3 Le théorème des nombres premiers

Avant tout chose, nous avons besoin d’un résultat préliminaire. D’abord,
nous définissons la fonction E de la variable réelle x par

E(x) =

{
0 si x ≤ 1
x− 1 si x > 1.

Théorème 2.2.3.1. -Pour Re(s) > 0,

1

s(s+ 1)
=

∫ ∞
0

E(x)

xs+2
dx.

-Si c > 0 est un nombre réel fixé, alors pour tout x ≥ 0, on a :

E(x) =
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

xs+1

s(s+ 1)
ds.

Démonstration. -la première égalité est évidente car∫∞
0

E(x)
xs+2 dx =

∫∞
1

x−1
xs+2 dx =

∫∞
1

1
xs+1 dx−

∫∞
1

1
xs+2 dx.

-pour prouver la seconde inégalité, on est amené à distinguer deux cas selon
que E(x) est x− 1 ou 0.

Cas n̊ 1 : x ≥ 1

Les singularités de la fonction f(s) := xs+1

s(s+1) sont des pôles simples aux points

s = 0 et s = −1 avec les résidus respectifs x et −1.
On considère le contour fermé constitué d’une part de l’arc de cercle Γ centré
en 0 et de rayon R =

√
c2 + T 2 (T > 1), et d’autre part du segment de droite

porté par la droite Re(s) = c (voir Figure 1).
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(la figure est orientée dans le sens inverse des aiguilles d’une montre).
Le théorème des résidus indique alors qu’on a∫ c+iT

c−iT

x1+s

s(s+ 1)
ds+

∫
Γ

x1+s

s(s+ 1)
ds = 2πi(x− 1).

Quand T tend vers l’infini, la seconde intégrale tend vers 0 car∣∣∣∣∫
Γ

x1+s

s(s+ 1)
ds

∣∣∣∣ ≤ 2πR. sup
Γ

∣∣∣∣ x1+s

s(s+ 1)

∣∣∣∣
≤ 2πRx1+c

R(R− 1)
→ 0

car si l’on note s = xs + iys, on a : |s + 1| =
√
R2 + 1 + 2xs et xs ≥ −R donc

|s+ 1| ≥ R− 1.

Ainsi

x− 1 =
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

x1+s

s(s+ 1)
ds

ce qui conclut le premier cas.

Cas n̊ 2 : 0 ≤ x < 1
On considère le ”complémentaire” du contour précédent (Figure 2) formé par
l’arc de cercle Γ′ et le segment [c− iT, c+ iT ].
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(la figure est orientée dans le sens inverse des aiguilles d’une montre).
A l’intérieur du contour la fonction est holomorphe donc

0 =
1

2iπ

∫ c+iT

c−iT

x1+s

s(s+ 1)
ds+

1

2iπ

∫
Γ′

x1+s

s(s+ 1)
ds.

Quand T tend vers l’infini la première intégrale tend vers

1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

x1+s

s(s+ 1)
ds

et la seconde vers 0 comme dans le cas précédent.
Ceci démontre donc le second cas et donc le théorème en entier.

Avant d’énoncer le prochain théorème, on définit la fonction ψ1 comme

ψ1(x) :=

∫ x

1

ψ(u) du.

Théorème 2.2.3.2. Pour tout x ≥ 1 et pour tout nombre réel c > 1 on a

ψ1(x) =
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Z(s)

s(s+ 1)
xs+1 ds.

Démonstration. Soit c > 1 un nombre réel fixé.
D’après la première preuve du théorème des nombres premiers, on a :

Z(s) = −ζ
′(s)

ζ(s)
=

∑
p premier

∞∑
k=1

p−ks ln p
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Or,
∑
n≥1

Λ(n)

ns
=
∑
pν

ln p

pνs
=

∑
p premier

ln p
∑
ν≥1

1

pνs
.

D’où

Z(s) =

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
.

On a alors :∫ c+i∞

c−i∞
Z(s)

x1+s

s(s+ 1)
ds =

∫ c+i∞

c−i∞

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
.
xs+1

s(s+ 1)
ds.

Le théorème de Fubini permet d’intervertir les signes d’intégration et de som-
mation, donc∫ c+i∞

c−i∞
Z(s)

x1+s

s(s+ 1)
ds =

∞∑
n=1

nΛ(n)

∫ c+i∞

c−i∞

(
x
n

)s+1

s(s+ 1)
ds

(pour appliquer le théorème de Fubini, on vérifie aisément que le terme de
droite avec un module sous le signe intégrale est fini en réécrivant l’intégrale
avec s = c+ it et en minorant |s| en fonction de c ou t selon que t est grand ou
non).

D’après le deuxième point du dernier théorème, la dernière expression s’écrit

2iπ

∞∑
n=1

nΛ(n)E
(x
n

)
soit encore

2iπ
∑
n≤x

Λ(n)(x− n).

Enfin, la formule sommatoire d’Abel (lemme 2.2.2.1.) montre que∑
n≤x

Λ(n)(x− n) = ψ1(x)

ce qui démontre le théorème.

La représentation intégrale de ψ1 qu’on vient d’établir permet de donner une
formule asymptotique pour ψ1(x).

Théorème 2.2.3.3. Quand x crôıt indéfiniment, ψ1(x) ∼ 1
2x

2.

Démonstration. D’après le théorème précédent, on a pour tout x ≥ 1 et tout
c > 1

ψ1(x)

x2
=

1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Z(s)

s(s+ 1)
xs−1ds.

Notre but est de montrer que lorsque x tend vers l’infini, l’intégrale tend vers
iπ.
Pour cela, on étudie en détail le schéma suivant en intégrant la fonction

A(s) :=
Z(s)xs−1

s(s+ 1)
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sur le contour polygonal C. (la figure est orientée dans le sens inverse des aigu-
illes d’une montre).

Explication de la construction de la figure : Soient T et T0 tels que 0 < T < T0.
D’après la Remarque 2.1.2.3. de la première démonstration du théorème des
nombres premiers, la fonction (s−1)ζ(s) est holomorphe dans la régionRe(s) > 0
et est non identiquement nulle donc d’après la proposition 1.2.0.15. (s− 1)ζ(s),
et donc ζ n’admet qu’un nombre fini de zéros dans le rectangle défini par
−T ≤ Im(s) ≤ T et O < Re(s) < 1.
Il existe donc un nombre β = β(T ) ∈]0, 1[ tel que ζ ne s’annule pas dans le
rectangle défini par −T ≤ Im(s) ≤ T et β ≤ Re(s) < 1.
Ce rectangle, noté CDEF , est complété par les points ABGH et constitue une
ligne polygonale fermée ABCDEFGHA.

La seule singularité de la fonction A(s) qui soit à l’intérieur de C est un pôle
simple au point s = 1 avec résidu 1

2 .
Désignons par L(T, T0) la ligne brisée BCDEFG.
Le théorème des résidus permet d’écrire

πi =

∫
HA

A(s) ds+

∫
AB

A(s) ds+

∫
L(T,T0)

A(s) ds+

∫
GH

A(s) ds.

La variable x étant fixée, quand T0 tend vers l’infini, on a d’après le dernier
point du Théorème 2.2.2.5.∫

AB

A(s) ds = O(T−2
0 (lnT0)B) et

∫
GH

A(s) ds = O(T−2
0 (lnT0)B).

car par exemple
∣∣∫
AB

A(s) ds
∣∣ ≤ c4 (lnT0)B

T 2
0

∫
AB

xc−1 ds et cette dernière intégrale
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est finie.

Si on désigne alors L(T,∞) par L(T ), on a :

πi =

∫ c+i∞

c−i∞
A(s) ds+

∫
L(T )

A(s) ds

d’où ∣∣∣∣ψ1(x)

x2
− 1

2

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∣∣∣∣∣
∫
L(T )

A(s) ds

∣∣∣∣∣ .
Il vient

1

2π

(∣∣∣∣∣
∫ 1+iT

1+i∞
A(s) ds

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ 1−i∞

1−iT
A(s) ds

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∫
M(T )

A(s) ds

∣∣∣∣∣
)
≥
∣∣∣∣ψ1(x)

x2
− 1

2

∣∣∣∣
où M(T ) représente la ligne brisée CDEF .

Il reste donc à montrer que pour T et x assez grands, on peut rendre ces
intégrales ”aussi petites qu’on veut”.

Soit ε > 0 un nombre donné.
En appliquant de la même manière le dernier point du Théorème 2.2.2.5. on
montre que ∣∣∣∣∫ 1−i∞

1−iT
A(s) ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1+i∞

1+iT

A(s) ds

∣∣∣∣ = O(T−1(lnT )B)

de sorte que si T est suffisamment grand, disons T > T1, chacune de ces
intégrales est, en module, inférieure à 1

2πε.
Donc, T étant supérieur à T1, on a :∣∣∣∣ψ1(x)

x2
− 1

2

∣∣∣∣ ≤ ε

2
+

1

2π

∣∣∣∣∣
∫
M(T )

A(s) ds

∣∣∣∣∣ .
Nous allons désormais fixer T > T1 donc en particulier le choix de β = β(T ) est
alors imposé dans certaines limites. C’est maintenant sur la variable x que nous
allons jouer afin de montrer que l’intégrale sur la ligne M(T ) peut être rendue
arbitrairement petite.

Soit K(T ) le maximum de la fonction
∣∣∣ Z(s)
s(s+1)

∣∣∣ lorsque s parcourt M(T ).

Il est alors clair qu’on a∣∣∣∣∣
∫
M(T )

A(s) ds

∣∣∣∣∣ ≤ K(T )

(
2

∫ 1

β

xσ−1 dσ +

∫ T

−T
xβ−1 dt

)

= 2K(T )

(
1

lnx
− xβ−1

lnx
+ Txβ−1

)
.

Quand x tend vers l’infini, cette expression tend vers 0. Il existe donc un nombre
x0 tel que pour tout x > x0, on ait∣∣∣∣∣

∫
M(T )

A(s) ds

∣∣∣∣∣ < πε
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et alors, pour tout x > x0,∣∣∣∣ψ1(x)

x2
− 1

2

∣∣∣∣ ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

En d’autres termes, ψ1(x) ∼ 1
2x

2, ce qui conclut.

Démontrons désormais le théorème des nombres premiers :

La dernière étape de la démonstration consiste à montrer que la relation ψ1(x) ∼ 1
2x

2

implique ψ(x) ∼ x, le Théorème 2.2.1.2. permettra alors d’en déduire immédiatement
le théorème des nombres premiers.

Soit h = h(x) une fonction qu’on détermine ultérieurement et qui vérifie la
condition

0 < h(x) ≤ 1

2
x pour x > 0.

Comme ψ est une fonction monotone croissante, on a :

1

h

∫ x

x−h
ψ(u) du ≤ ψ(x) ≤ 1

h

∫ x+h

x

ψ(u) du

c’est-à-dire

ψ1(x)− ψ1(x− h)

h
≤ ψ(x) ≤ ψ1(x+ h)− ψ1(x)

h
.

D’après le théorème précédent, il vient

x− h

2
+ o

(
x2

h

)
≤ ψ(x) ≤ x+

h

2
+ o

(
x2

h

)
car en particulier o((x− h)2) = o(x2).

Soit alors ε ∈
]
0, 1

2

]
un nombre arbitraire et choisissons h = h(x) = εx. On

a alors

1− ε

2
+ o(1) ≤ ψ(x)

x
≤ 1 +

ε

2
+ o(1).

Comme ε > 0 est arbitraire, on conclut que

ψ(x) ∼ x

ceci termine donc la seconde preuve du théorème des nombres premiers.

2.3 Troisième et quatrième démonstrations du théorème
des nombres premiers (D.J. Newman)

Nous allons donner deux preuves.
La première est la plus courte et la plus simple des deux.
Les deux preuves utilisent le théorème de convergence suivant.
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Théorème 2.3.0.4. Soit (an)n∈N une suite de nombres complexes tels que pour
tout n |an| ≤ 1.
On forme la série

∑
ann

−z qui converge vers une fonction analytique F (z) pour
Re(z) > 1 (d’après le Théorème 2.1.1.7.).
Si F est analytique sur un voisinage de Re(z) ≥ 1 alors

∑
ann

−z converge sur
Re(z) ≥ 1.

Démonstration. Soit w tel que Re(w) ≥ 1.
Ainsi, F (z + w) est analytique sur un voisinage de Re(z) ≥ 0.
On choisit alors un R ≥ 1 et on détermine δ = δ(R) > 0, δ ≤ 1

2 et M = M(R)
de sorte que F (z + w) est analytique et borné par M sur −δ ≤ Re(z), |z| ≤ R.
Cette construction est possible d’après ce qui précède.

On forme maintenant le contour Γ (orienté dans le sens direct) borné par l’arc
de cercle |z| = R, Re(z) > −δ et par le segment Re(z) = −δ, |z| ≤ R.
On note respectivement par ΓA et ΓB les parties de Γ situées dans les demi-
plans droit et gauche.

Par la formule de Cauchy appliquée à la fonction holomorphe z 7→ F (z + w)Nz
(

1 + z2

R2

)
= z.F (z + w)Nz

(
1
z + z

R2

)
,

on a :

2πiF (w) =

∫
Γ

F (z + w)Nz

(
1

z
+

z

R2

)
dz.

pour tout N ∈ N.

Sur ΓA, F (z+w) cöıncide avec sa série que l’on sépare entre sa somme partielle
SN (z + w) et son reste rN (z + w).
Toujours par la formule de Cauchy, on a alors∫

ΓA

SN (z+w)Nz

(
1

z
+

z

R2

)
dz = 2πiSN (w)−

∫
−ΓA

SN (z+w)Nz

(
1

z
+

z

R2

)
dz

où −ΓA est la réflexion de ΓA par rapport à l’origine.
Ainsi, en changeant z en −z, cette équation peut aussi s’écrire∫

ΓA

SN (z+w)Nz

(
1

z
+

z

R2

)
dz = 2πiSN (w)−

∫
ΓA

SN (w−z)N−z
(

1

z
+

z

R2

)
dz

en reprenant la définition de l’intégrale sur un chemin.
En combinant les relations précédentes on a

2πi(F (w)−SN (w)) =

∫
ΓA

(
rN (z + w)Nz − SN (w − z)

Nz

)(
1

z
+

z

R2

)
dz+

∫
ΓB

F (z+w)Nz

(
1

z
+

z

R2

)
dz.

Nous allons essayer d’estimer ces intégrales.

En notant x = Re(z), on a :

1

z
+

z

R2
=

2x

R2
sur le cercle |z| = R (en particulier sur ΓA)

et ∣∣∣∣1z +
z

R2

∣∣∣∣ ≤ 1

δ

(
1 +
|z|2

R2

)
≤ 2

δ
sur la droite Re(z) = −δ, |z| ≤ R.
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De plus,

|rN (z + w)| ≤
∞∑

n=N+1

1

nx+1

≤
∫ ∞
N

dt

tx+1

=
1

xNx

et

|SN (w − z)| ≤
N∑
n=1

nx−1

≤ Nx−1 +

∫ N

0

tx−1 dt

= Nx

(
1

N
+

1

x

) .

Par les équations précédentes, on a alors, sur ΓA :∣∣∣∣(rN (z + w)Nz − SN (w − z)
Nz

)(
1

z
+

z

R2

)∣∣∣∣ ≤ ( 1

x
+

1

x
+

1

N

)
2x

R2

≤ 4

R2
+

2

RN

car x
R ≤ 1.

On obtient alors∣∣∣∣∫
ΓA

(
rN (z + w)Nz − SN (w − z)

Nz

)(
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣ ≤ 4π

R
+

2π

N
.

Par ailleurs, à l’aide des équations précédentes, on a aussi∣∣∣∣∫
ΓB

F (z + w)Nz

(
1

z
+

z

R2

)
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ R

−R
M.N−δ

2

δ
dy + 2M

∫ 0

−δ
Nx 2|x|

R2

3

2
dx

≤ 4MR

δNδ
+

6M

R2(lnN)2

(pour la première inégalité, on calcule séparément l’intégrale sur le segment et
celle sur les portions de cercles et on revient à la définition de l’intégrale sur un
chemin ; pour la seconde, on utilise notamment une intégration par parties pour
la seconde intégrale).

Les deux estimations précédentes nous donnent alors

|F (w)− SN (w)| ≤ 2

R
+

1

N
+
MR

δNδ
+

M

R2(lnN)2
,

et, si l’on fixe R = 3
ε , on remarque que le membre de droite est < ε pour tout

N assez grand.
On a donc vérifié la définition de la convergence, ce qui conclut le théorème.
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2.3.1 Troisième démonstration du théorème des nombres premiers

Avant de donner la troisième démonstration du théorème des nombres pre-
miers, nous allons énoncer et démontrer le résultat principal concernant les
produits de Dirichlet.

Soient f et h deux fonctions arithmétiques (c’est-à-dire des applications de

N dans C). Soit la fonction arithmétique suivante : χ(n) :=
∑
n=αβ

f(α)h(β).

La fonction χ est appelée produit de Dirichlet des fonctions f et h et on écrit
χ = f ∗ h.

Théorème 2.3.1.1. Soit la série de Dirichlet F (s) :=

∞∑
n=1

f(n)

ns
dont l’abscisse

de convergence absolue est σa.

Soit la série de Dirichlet H(s) :=

∞∑
n=1

h(n)

ns
dont l’abscisse de convergence ab-

solue est σ′a.

Alors, on a, pour tout s > max(σa, σ
′
a) :

F (s).H(s) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns
.

Démonstration. Soit s > max(σa, σ
′
a).

On peut écrire F (s).H(s) =

∞∑
n=1

f(n)

ns
.

∞∑
u=1

h(u)

us
.

On a :

F (s).H(s) =

∞∑
n=1

∞∑
u=1

f(n)h(u)

(nu)s

=

∞∑
n=1

( ∞∑
σ=1

f(n)h
(
σ
n

)
σs

).
où l’on étend h(x) à 0 si x n’est pas entier.

Or, pour tout entier n, la série

∞∑
u=1

f(n)h(u)

(nu)s
est absolument convergente et

la série
∑ ∞∑

u=1

∣∣∣∣f(n)h(u)

(nu)s

∣∣∣∣ converge donc on peut intervertit les deux somma-

tions.
Il vient :

F (s).H(s) =

∞∑
σ=1

∞∑
n=1

f(n)h
(
σ
n

)
σs

=

∞∑
σ=1

∑
σ=nu

f(n)h(u)

σs

.
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Or, on sait que
∑
σ=nu

f(n)h(u) = χ(σ) donc on a bien démontré le théorème.

Nous donnons maintenant deux lemmes qui nous serviront dans le preuve
du théorème des nombres premiers.

Lemme 2.3.1.2. Soit γ la constante d’Euler et d(n) la fonction qui à tout
entier n associe le nombre de diviseurs positifs de n. Alors∑

n≤x

d(n) = x lnx+ (2γ − 1)x+O(
√
x).

Démonstration. L’idée de la démonstration est géométrique.

Il est clair que
∑
n≤x

d(n) =
∑
n≤x

∑
d|n

1 =
∑
n≤x

∑
ab=n

1 =
∑
ab≤x

1 c’est-à-dire le nombre

de solutions en entiers positifs des équations ab = n pour n ≤ x. On peut
donc interpréter la fonction d géométriquement, en ce sens que d(n) représente
le nombre de points à coordonnées entières, dans le premier quadrant du plan
cartésien, qui sont sur ou sous l’hyperbole yz = x, l’axe des ”y” étant l’axe des
abscisses et l’axe des ”z” étant l’axe des ordonnées. L’abscisse y de chacun de
ces points à coordonnées entières varie de 1 jusqu’à [x], tandis que l’ordonnée

elle varie de 1 jusqu’à
[
x
y

]
. Toutefois si l’on veut un terme d’erreur assez précis,

on doit exploiter davantage l’interprétation géométrique du problème.
En effet, l’hyperbole yz = x est symétrique par rapport à la droite z = y. C’est
pourquoi le nombre de points à coordonnées entières cherchés est égal à deux
fois le nombre de ceux dont l’abscisse varie entre 1 et [

√
x] moins le nombre de

ceux-ci à l’intérieur du carré dont le côté est [
√
x]. On aura donc∑

n≤x

d(n) = 2
∑

1≤y≤
√
x

[
x

y

]
− [
√
x]2

= 2
∑

1≤y≤
√
x

x

y
+ 2

∑
1≤y≤

√
x

([
x

y

]
− x

y

)
− (
√
x+ ([

√
x]−

√
x))2.

Or, on sait que
∑
n≤x

1

n
= lnx+γ+O

(
1

x

)
donc puisque |[u]−u| ≤ 1, on obtient :

∑
n≤x

d(n) = 2x

(
ln(
√
x) + γ +O

(
1√
x

))
+ 2O(

√
x)− (x+O(

√
x))

= x lnx+ 2xγ − x+O(
√
x)

= x lnx+ (2γ − 1)x+O(
√
x),

ce qui démontre le lemme.

Lemme 2.3.1.3. Pur tout entier N ≥ 1 on a :∑
1≤n≤N

lnn = N lnN −N +O(lnN).
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Démonstration. On procède par comparaison avec une intégrale, on utilise donc
les inégalités ∫ n

n−1

ln t dt ≤ lnn ≤
∫ n+1

n

ln t dt

qui sont une simple conséquence du caractère croissant du logarithme. En les
sommant on obtient∫ N

1

ln t dt ≤
∑

2≤n≤N

lnn ≤
∫ N+1

2

ln t dt.

Si l’on se souvient qu’une primitive de x 7−→ lnx est x 7−→ x lnx−x, on trouve
alors

N lnN −N + 1 ≤
∑

2≤n≤N

lnn ≤ (N + 1) ln(N + 1)− (N + 1) + 2− 2 ln 2.

Ainsi

1 ≤
∑

2≤n≤N

lnn− (N lnN −N) ≤ ln((N + 1)N+1)− ln(NN ) + 1− 2 ln 2.

En écrivant le terme de droite comme ln(N + 1) + ln
((

1 + 1
N

)N)
+ 1 − 2 ln 2,

on montre facilement que cette quantité est un O(lnN).
Ceci démontre alors ce second lemme.

Démontrons désormais le théorème des nombres premiers :

D’après la Proposition 2.2.2.4., pour tout z tel queRe(z) > 1, on a : ζ−1(z) =

∞∑
n=1

µ(n)

nz

où pour tout n ≥ 1, |µ(n)| ≤ 1.
De plus, d’après la Remarque 2.1.2.3. ζ est holomorphe sur Re(z) > 0 privé du
point z = 1 et le Théorème 2.1.2.9. nous apprend qu’elle ne s’annule pas dans un
voisinage ouvert de Re(z) > 1.Sur ce même voisinage, ζ−1 est donc holomorphe
(c’est-à-dire analytique), sauf éventuellement en z = 1.
Or, puisque z = 1 est un pôle d’ordre 1 de ζ, il existe r > 0 tel queD(1, r) ⊂ Re(z) > 0,
il existe g holomorphe sur ce disque tel que g(1) 6= 0 et

ζ(z) =
g(z)

(z − 1)

sur le disque épointé.

ζ−1 est donc holomorphe sur ce même disque épointé (quitte à le restreindre) et
donc z = 1 est une singularité illusoire : ζ−1 se prolonge de façon holomorphe
(et donc analytique) en 1.

Le théorème précédent s’applique donc :
∑
n∈N

µ(n)
n converge.

Nous allons montrer que cette convergence implique le théorème des nombres
premiers.
En fait, nous allons seulement utiliser une conséquence de la convergence de
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cette série. En effet, le lemme de Kronecker (Lemme 1.1.0.4.) appliqué à bn = n

nous donne que
∑
n≤N

µ(n) = o(N).

En exprimant celà à l’aide de la fonction ζ, nous avons montré que la moyenne
des coefficients de 1

ζ tend vers 0.

Or, le théorème des nombres premiers est équivalent au fait que la moyenne

des coefficients de ζ′

ζ tend vers 1.
En effet, on a démontré dans le paragraphe 2.1.4. que

−ζ
′

ζ
(z) =

∑
p premier

p−z ln p

1− p−z
=

∑
p premier

ln p

pz − 1
.

Par ailleurs, on a démontré lors du théorème 2.2.3.2. que cette série est la même

que la série
∑ Λ(n)

nz .

Or, la moyenne de ces coefficients est par définition 1
N

∑
n≤N

Λ(n) =
ψ(N)

N
et

le fait que cette quantité tende vers 1 est exactement le théorème des nombres
premiers d’après le Théorème 2.2.1.2..

En résumé on veut montrer que la valeur moyenne des coefficients de− ζ
′

ζ (z)− ζ(z)
tend vers 0, ce qui démontrera le théorème des nombres premiers.

Or, on a : ζ ′(z) = −
∑

lnn
nz par application du Théorème 1.2.0.6. à la fonc-

tion ζ.
De plus, le résultat énoncé précédemment sur les produits de Dirichlet nous

montre que pour Re(s) > 1, ζ2(z) =
∑ d(n)

nz où pour tout entier n, d(n) est le
nombre de diviseurs positifs de n.

Ainsi, on a :

−ζ
′

ζ
(z)− ζ(z) =

1

ζ(z)
(−ζ ′(z)− ζ2(z))

=

(∑ µ(n)

nz

)(∑ lnn

nz
−
∑ d(n)

nz

).
La moyenne des N premiers coefficients de cette série est donc

1

N

∑
ab≤N

µ(a)(ln b− d(b)).

D’après le Théorème 2.2.2.4., cette dernière quantité peut encore s’écrire, pour
toute constante C :

1

N

∑
ab≤N

µ(a)(ln b− d(b)) =
1

N

∑
1≤n≤N

(∑
ab=n

µ(a)(ln(b)− d(b) + 2C)−
∑
ab=n

µ(a).2C

)

=
1

N

∑
ab≤N

µ(a)(ln(b)− d(b) + 2C)− 2C

N

∑
1≤n≤N

∑
a|n

µ(a)


=

1

N

∑
ab≤N

µ(a)(ln(b)− d(b) + 2C)− 2C

N
.

53



On cherche maintenant une constante C telle que

K∑
b=1

(ln b− d(b) + 2C) soit un

O(
√
K).

Si l’on prend C = γ, constante d’Euler, les Lemmes 2.3.1.2. et 2.3.1.3. nous
donnent :

1

K

K∑
k=1

(ln b− d(b) + 2γ) = ln(K)− 1 +O

(
ln(K)

K

)
− ln(K)− (2γ − 1) +O

(
1√
K

)
+ 2γ

= O

(
1√
K

)
+O

(
ln(K)

K

)
.

Ainsi,
K∑
k=1

(ln b− d(b) + 2γ) = O(
√
K) +O(ln(K)) = O(

√
K)

La constante C = 2γ convient donc.

Puisqu’on a montré précédemment que
∑
n≤N

µ(n) = o(N), on en conclut qu’il

existe une fonction δ(N) qui tend vers 0 telle que∣∣∣∣∣∣ 1

N

∑
n≤N

µ(n)

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ(N).

Soit N . On fixe w où 1 ≤ w ≤ N et on sépare la somme que l’on veut borner
en deux sous-sommes disjointes :∑
ab≤N

µ(a)(ln(b)−d(b)+2γ) =
∑
a≤Nw

µ(a)
∑
b≤Na

(ln(b)−d(b)+2γ)+
∑
b<w

(ln(b)−d(b)+2γ)
∑

N
w<a≤

N
b

µ(a).

On peut borner la première somme en utilisant le fait que |µ(n)| ≤ 1 et en
utilisant l’une des majorations précédentes.
Ceci nous donne∣∣∣∣∣∣

∑
a≤Nw

µ(a)
∑
b≤Na

(ln(b)− d(b) + 2γ)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
a≤Nw

∣∣∣∣∣∣
∑
b≤Na

(ln(b)− d(b) + 2γ)

∣∣∣∣∣∣
=
∑
a≤Nw

O

(√
N

a

)

= O

∑
a≤Nw

√
N

a


≤
√
NO

(∫ N
w

0

1√
x
dx

)

= O

(
N√
w

)
.

54



Pour borner la seconde somme, on utilise la fonction M(x) :=
∑
n≤x

µ(n) et les

résultats précédents pour écrire :∣∣∣∣∣∣
∑

N
w<a≤

N
b

µ(a)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣M (
N

b

)
−M

(
N

w

)∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣M (

N

b

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣M (
N

w

)∣∣∣∣
= O

(
N

b
δ

(
N

w

))
en supposant la fonction δ décroissante.
Maintenant, on combine ceci avec le fait que ln(b) − d(b) + 2γ = O(b) pour
trouver que

∑
b<w

(ln(b)−d(b) +2γ)
∑

N
w<a≤

N
b

µ(a) = O

(∑
b<w

b
N

b
δ

(
N

w

))
= O

(
Nwδ

(
N

w

))
.

Notre objectif est désormais de trouver une fonction w(N) qui tend vers l’infini

et telle que w(N)δ
(

N
w(N)

)
tende vers 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que δ(x) est une fonction continue
de x et qu’elle est décroissante. De plus, on remarque que δ(x) > 0 pour x fini
car µ(n) = ±1 pour une infinité de n. Avec ces observations, on vérifie qu’un
choix convenable de w(N) consiste à définir Nm comme la plus petite solution

à l’équation δ
(
Nm
m

)
≤ δ(1)

m2 . On pose alors w(N) = m pour Nm ≤ N < Nm+1.
On remarque que Nm est une suite croissante non bornée, grâce aux remarques
précédentes. Ainsi w(N)→∞ et la condition souhaitée est réalisée.

Avec ce choix de w(N), en utilisant les majorations précédentes, on obtient :

1

N

∑
ab≤N

µ(a)(ln(b)− d(b)) = O

(
1

N
+

1√
w(N)

+ w(N)δ

(
N

w(N)

))
,

le terme sous le grand O tendant vers O quand N tend vers l’infini.
Ceci est exactement le résultat que l’on souhaitait obtenir et le théorème des
nombres premiers est donc démontré.

2.3.2 Quatrième démonstration du théorème des nombres premiers

On donne d’abord deux résultats classiques qui nous serviront à démontrer
le théorème d’après :

Lemme 2.3.2.1. Pour n ≥ 1, on a∏
p≤n

p ≤ 4n.

Démonstration. On procède par récurrence sur l’entier n, que l’on peut mani-
festement supposer supérieur ou égal à 3.
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Initialisation :
on vérifie aisément que la propriété est vraie pour n = 3.

Hérédité :
on suppose la propriété vraie jusqu’à n − 1 et on montre qu’elle est vraie au
rang n.

Si n est pair :
n n’est pas premier donc∏

p≤n

p =
∏

p≤n−1

p ≤ 4n−1 < 4n.

Si n est impair :
posons n = 2m+ 1.

On utilise les coefficients binomiaux d’ordre n. On a
(

2m+1
m

)
= (2m+1)!

m!(m+1)! donc ∏
m+1<p≤2m+1

p

 | (2m+ 1

m

)
≤ 1

2
22m+1 = 4m,

où la dernière inégalité provient du fait que le coefficient
(

2m+1
m

)
est égal à

(
2m+1
m+1

)
et apparâıt donc deux fois dans le développement binomial de (1 + 1)2m+1.

Par l’hypothèse de récurrence appliquée à m+ 1 < n, on obtient donc∏
p≤n

p =
∏

p≤m+1

p
∏

m+1<p≤2m+1

p ≤ 4m+14m = 4n,

ce qui démontre la propriété au rang n.

Conclusion :
la propriété est vraie pour tout n ≥ 1 donc le lemme est démontré.

Lemme 2.3.2.2. On a : ln(n!) = n lnn− n+ 1 + εn lnn où 0 ≤ εn ≤ 1.

Démonstration. D’après le Lemme 2.2.2.1. dans lequel on pose an = 1 et ϕ(n) =
lnn, on a

ln(n!) =
∑
k≤n

ln(k)

= n lnn−
∫ n

1

[u]

u
du.

Or ∫ n

1

[u]

u
du =

∫ n

1

u− {u}
u

du = n− 1− εn lnn,

où 0 ≤ εn ≤ 1.
On obtient donc

ln(n!) = n lnn− n+ 1 + εn lnn.
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On donne maintenant un résultat qui dérive d’une manière élémentaire de
la factorisation en nombres premiers de n! et qui constitue le premier théorème
de Mertens.

Théorème 2.3.2.3. La suite de terme général
∑
p≤n

ln p

p
− lnn est bornée.

Démonstration. On a : n! =
∏
p≤n

pvp(n!) où vp(n!) =
∑
k 7→1

[
n

pk

]
est la valuation

p-adique de n!.
On remarque au passage que la dernière somme est finie car les termes sont nuls
dès que k > lnn

ln p .
On a donc, pour tout nombre premier p :

n

p
− 1 < vp(n!) ≤ n

p
+

n

p(p− 1)

(on utilise le résultat précédent et l’encadrement x− 1 < [x] ≤ x).

Ainsi, puisque ln(n!) =
∑
p≤n

vp(n!) ln p, on a :

lnn! ≤ n
∑
p≤n

ln p

p
+ n

∑
p≤n

ln p

p(p− 1)

et

lnn! > n
∑
p≤n

ln p

p
−
∑
p≤n

ln p.

D’après le Lemme 2.3.2.1., la dernière somme en p ne dépasse pas n ln 4. On a
donc

n
∑
p≤n

ln p

p
− ln 4 < n lnn− n+ (1 + lnn) < n lnn

d’où ∑
p≤n

ln p

p
≤ lnn+ ln 4.

Par ailleurs, la série
∑
p≤n

ln p

p(p− 1)
est majorée par la série

∞∑
m=2

lnm

m(m− 1)
qui

converge vers une constante c (c’est une série de Bertrand).

On en déduit donc que

n
∑
p≤n

ln p

p
+ c.n ≥ n lnn− n+ 1

et finalement ∑
p≤n

ln p

p
≥ lnn+

1

n
− (1 + c).

Cela achève la démonstration.

57



On va maintenant montrer à partir de ce théorème que la série de terme

général
∑
p≤n

ln p

p
− lnn converge vers une limite finie.

On définit, pour Re(z) > 1, la fonction

f(z) :=

∞∑
n=1

1

nz

∑
p≤n

ln p

p

 .

Cette quantité est bien définie car à l’aide du théorème précédent, on montre
facilement qu’il y a convergence absolue pour Re(z) > 1.

Par ailleurs, à n fixé, la série
∑
p≤n

ln p

p
.

1

nz
est absolument convergente (elle est

même finie) et la série de variable n à laquelle elle est associée est aussi absolu-
ment convergente donc on peut intervertir les sommations.
Il vient que

f(z) =
∑
p

ln p

p

∑
n≥p

1

nz

 .

Or, on a vu précédemment dans ce papier que
∑
n≥p

1

nz
= − (p− 1)1−z

1− z
−z
∫ ∞
p−1

{u}
u1+z

du

et par un calcul assez simple on montre que∑
n≥p

1

nz
=

1

(z − 1)pz−1
+ z

∫ ∞
p

1− {t}
tz+1

dt.

D’où ∑
n≥p

1

nz
=

p

(z − 1)

(
1

pz − 1
+Ap(z)

)
où Ap(z) = 1

pz + (z−1)
pz+1 − 1

pz−1 −
z(z−1)
p

∫∞
p
{t}
tz+1 dt est analytique pour Re(z) > 0

(en utilisant le caractère méromorphe de ζ avec un seul pôle en 1) et est borné
par

1

px(px − 1)
+
|z(z − 1)|
xpx+1

.

D’où

f(z) =
1

z − 1

(∑
p

ln p

pz − 1
+A(z)

)
,

où A(z) =
∑
p

ln(p)Ap(z) est analytique pour Re(z) > 1
2 en utilisant la majora-

tion précédente.

Or, on a déjà vu précédemment que∑
p

ln p

pz − 1
= −(ln(ζ(z)))′,
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on en déduit donc, puisque cette dernière expression vaut − ζ
′(z)
ζ(z) que f(z) est

analytique sur Re(z) ≥ 1 privé du point 1 où elle admet un pôle d’ordre 2 de
partie principale 1

(z−1)2 + c
z−1 , c étant la valeur A(1).

Ainsi, si on pose

F (z) := f(z) + ζ ′(z)− cζ(z) :=
∑
n

an
nz

où

an =
∑
p≤n

ln p

p
− ln(n)− c,

on en déduit que F est analytique sur Re(z) ≥ 1.

D’après le Théorème 2.3.0.4., on en conclut que∑ an
n

converge.

En utilisant ceci et la croissance de la suite de terme général an + lnn, nous
allons montrer que an → 0.

Soit ε > 0.
En appliquant le critère de Cauchy, on trouve que pour N assez grand

N(1+ε)∑
N

an
n
≤ ε2.

Or, entre les rangs N et N(1 + ε), on a

an ≥ aN + ln

(
N

n

)
≥ aN − ε.

Ainsi
N(1+ε)∑
N

an
n
≥ (aN − ε)

N(1+ε)∑
N

1

n

et on obtient donc

|aN | ≤ ε+
ε2

N(1+ε)∑
N

1

n

≤ ε+
ε2

Nε
N(1+ε)

= 2ε+ ε2.

Ainsi, aN → 0 et la suite de terme général
∑
p≤n

ln p

p
− lnn converge.

Par une sommation par parties, on en déduit alors facilement le théorème des
nombres premiers.
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3 Nombres premiers jumeaux

Nous allons étudier dans cette section l’un des résultats principaux concer-
nant les nombres premiers jumeaux : la convergence de la série des inverses des
nombres premiers jumeaux.

3.1 Notations

Avant de présenter la méthode de Brun, nous allons introduire quelques
notations que nous utiliserons par la suite.
On note par P l’ensemble de tous les nombres premiers. Par ailleurs, étant donné
A un ensemble de nombres naturels, on note par Ad l’ensemble des éléments

a ∈ A tels que a ≡ 0 (mod d). En posant P (z) :=
∏

p premier
p≤z

p, on notera, pour

tout ensemble A d’entiers naturels :

S(A;P, z) := |{a; a ∈ A, (a, P (z)) = 1}|

où (a, b) désigne le PGCD de a et de b.

Par exemple, S(n;n ≤ x;P, z) compte le nombre d’entiers naturels inférieurs
ou égaux à x qui ne sont divisibles par aucun nombre premier inférieur ou égal
à z. D’où, si

√
x < z ≤ x,

S(n;n ≤ x;P, z) = |n;n ≤ x, (n,
∏
p≤z

p) = 1|

= 1 + |p; z < p ≤ x|
= 1 + π(x)− π(z)

= π(x) + θz,

où |θz| ≤ z.
De façon analogue, il est facile de vérifier que, si x ≥ 7 et

√
x+ 2 < z ≤ x,

S(n(n+ 2);n ≤ x;P, z) = |n(n+ 2);n ≤ x,

n(n+ 2),
∏
p≤z

p

 = 1|

= |n;n ≤ x, (n,
∏
p≤z

p) = 1, (n+ 2,
∏
p≤z

p) = 1|

= |p; z < p ≤ x, p+ 2 = p′|
= π′(x)− π′(z)
= π′(x) + θz,

où |θz| ≤ z et π′(x) est le nombre d’entiers naturels plus petits que x qui sont
premiers et tels que p+ 2 soit aussi premier.

Remarque 3.1.0.4. Puisque l’ensemble P a été défini auparavant et reste fixé,
le P dans la notation S(A;P, z) peut parâıtre superflu. Cependant, il arrive que
cette deuxième variable soit différente de celle-ci et non fixe, il est alors utile de
la préciser.
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Avant de finir cette partie, nous allons donner un résultat qui nous servira
par la suite : la formule d’inversion de Möbius.

Théorème 3.1.0.5. Soient F et G deux fonctions définies sur [1,∞[ et satis-
faisant à

G(x) =
∑
n≤x

F
(x
n

)
,

alors on a
F (x) =

∑
n≤x

µ(n)G
(x
n

)
.

Démonstration. On a, d’après le Théorème 2.2.2.4., puisque E(n) :=
∑
d|n

µ(d) :

F (x) =
∑
n≤x

E(n)F
(x
n

)
=
∑
n≤x

F
(x
n

) ∑
d1d2=n

µ(d1)

=
∑

d1d2≤x

µ(d1)F

(
x

d1d2

)

=
∑
d1≤x

µ(d1)
∑
d2≤ x

d1

F

(
x

d1d2

)
=
∑
n≤x

µ(n)G
(x
n

)
.

On en déduit alors la formule d’inversion de Möbius :

Corollaire 3.1.0.6. Soient f et g deux fonctions arithmétiques telles que

g(n) =
∑
d|n

f(d),

alors on a
f(n) =

∑
d|n

µ(d)g
(n
d

)
.

Démonstration. Il suffit de définir

F (x) =

{
f(n) si x = n ∈ N,
0 sinon,

(4)

et

G(x) =

{
g(n) si x = n ∈ N,
0 sinon,

(5)

et d’appliquer le théorème précédent.
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3.2 Méthode du crible combinatoire

Grâce au Théorème 2.2.2.4., on voit que l’on peut toujours écrire

S(A;P, z) =
∑
a∈A

(a,P (z))=1

1

=
∑
a∈A

∑
d|(a,P (z))

µ(d)

=
∑
d|P (z)

µ(d)
∑
a∈A

a≡0 (mod d)

1

=
∑
d|P (z)

µ(d)|Ad|.

Comme habituellement l’ensemble A étudié est constitué de nombres naturels
inférieurs ou égaux à un nombre x donné, on supposera que

|Ad| =
ω(d)

d
x+Rd,

où ω est une fonction multiplicative et Rd est un ”reste” généralement petit.
Par exemple, dans le cas où A = {n;n ≤ x}, alors ω ≡ 1 et |Rd| < 1.
En général, d’ailleurs, nous supposons que l’ensemble A est tel que

|Rd| ≤ ω(d) si µ(d) 6= 0

et qu’il existe une constante A0 telle que

ω(p) ≤ A0.

Sous ces hypothèses, on peut écrire

S(A;P, z) =
∑
d|P (z)

µ(d)

(
ω(d)

d
x+Rd

)

= x
∑
d|P (z)

µ(d)ω(d)

d
+
∑
d|P (z)

µ(d)Rd

= x
∏
p≤z

(
1− ω(p)

p

)
+ θ

∑
d|P (z)

|Rd|,

où |θ| ≤ 1.

Introduisons la fonction arithmétique α(n) qui donne le nombre de nombres
premiers distincts qui divisent n. Ainsi si n = pa11 pa22 ...parr , où les pi sont tous

distincts et ai ≥ 1, alors α(n) =
∑
p|n

1 = r. On a alors

∑
d|P (z)

|Rd| ≤
∑
d|P (z)

A
α(d)
0 =

∏
p|P (z)

(1 +A0) ≤ (1 +A0)π(z) ≤ (1 +A0)z,

ce qui nous permet d’obtenir l’estimation

S(A;P, z) = x
∏
p≤z

(
1− ω(p)

p

)
+O((1 +A0)z).
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L’ingéniosité du crible combinatoire consiste alors à remplacer la fonction E(n) :=
∑
d|n

µ(d)

par une autre fonction Eχ(n) :=
∑
d|n

µ(d)χ(d), où χ est une fonction multiplica-

tive. Evidemment le choix de χ devrait être tel que Eχ(n) soit suffisamment

proche de 0 si n > 1 et tel que
∑
d|P (z)

µ(d)Rd soit petit.

Il nous faut donc comparer
∑
d|P (z)

µ(d)|Ad| avec la quantité
∑
d|P (z)

µ(d)χ(d)Ad.

Or, d’après la formule d’inversion de Möbius (Corollaire 3.1.0.6.), on a que

µ(d)χ(d) =
∑
δ|d

µ

(
d

δ

)
Eχ(δ).

On obtient alors∑
d|P (z)

µ(d)χ(d)|Ad| =
∑
d|P (z)

|Ad|
∑
δ|d

µ

(
d

δ

)
Eχ(δ)

=
∑
δ|P (z)

Eχ(δ)
∑
t|P (z)

δ

µ(t)|Aδt|

=
∑
t|P (z)

µ(t)|At|+
∑

1<δ|P (z)

Eχ(δ)
∑
t|P (z)

δ

µ(t)|Aδt|

= S(A;P, z) +
∑

1<δ|P (z)

Eχ(δ)
∑
t|P (z)

δ

µ(t)|Aδt|

= S(A;P, z) +
∑

1<d|P (z)

Eχ(d)
∑
t|P (z)

d

µ(t)|Adt|

= S(A;P, z) +
∑

1<d|P (z)

Eχ(d)S(Ad;P
(d), z),

où P (d) := {p; p ∈ P, p - d}.
En effet, la dernière égalité vient du fait que S(Ad;P

(d), z) =
∑

t|P (d)(z)

µ(t)|Adt |

et on vérifie facilement l’équivalence t|P (d)(z)⇐⇒ td|P (z). En particulier on a
dans ce cas que t et d sont premiers entre eux donc on a aussi l’égalité Adt = Adt .

On a donc

S(A;P, z) =
∑
d|P (z)

µ(d)χ(d)|Ad| −
∑

1<d|P (z)

Eχ(d)S(Ad;P
(d), z)

=
∑
d|P (z)

µ(d)χ(d)|Ad| − Σχ.

Nous cherchons maintenant deux fonctions χ1 et χ2 telles que

Eχ1(d) ≤ E(d) ≤ Eχ2(d), pour tout d|P (z),
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ce qui donne, par propriété de E :

Eχ1
(d) ≤ 0 ≤ Eχ2

(d), pour tout d > 1, d|P (z).

Or, Σχ est du même signe que Eχ (car S(Ad;P
(d), z) ≥ 0), on a donc∑

d|P (z)

µ(d)χ1(d)|Ad| ≤ S(A;P, z) ≤
∑
d|P (z)

µ(d)χ2(d)|Ad|.

Pour chaque r ∈ N, définissons

χ(r)(d) =

{
1 si α(d) ≤ r − 1,

0 sinon.
(6)

Soit maintenant s un entier positif quelconque et posons χ1 = χ(2s+2) et
χ2 = χ(2s+1). Il nous faut vérifier qu’avec ce choix de χ1 et χ2, les inégalités
précédentes sont vérifiées. Ceci découle immédiatement du lemme suivant.

Lemme 3.2.0.7. Soit s un entier positif quelconque, alors, pour tout n ∈ N,
on a ∑

d|n
α(d)≤2s+1

µ(d) ≤
∑
d|n

µ(d) ≤
∑
d|n

α(d)≤2s

µ(d).

Démonstration. Le résultat est immédiat si n = 1. Supposons donc que n > 1.
Il faut montrer que ∑

d|n
α(d)≤2s+1

µ(d) ≤ 0 ≤
∑
d|n

α(d)≤2s

µ(d).

Posons α(n) =: b. Alors on a, pour chaque k ∈ N,

∑
d|n

α(d)≤k

µ(d) =

k∑
m=0

∑
d|n

α(d)=m

µ(d)

=

k∑
m=0

(−1)m
∑
d|n

α(d)=m

1

=

k∑
m=0

(−1)m
(
b

m

)
= (−1)k

(
b− 1

k

)
,

la dernière égalité se démontrant facilement par récurrence sur k ∈ N.
Or, cette dernière quantité est négative si k est impair et positive si k est pair,
d’où le résultat.

Il découle de ce lemme qu’en choisissant χ1 = χ(2s+2) et χ2 = χ(2s+1) la
condition souhaitée est vérifiée. Cela nous permet d’obtenir les inégalités∑

d|P (z)
α(d)≤2s+1

µ(d)|Ad| ≤ S(A;P, z) ≤
∑
d|P (z)
α(d)≤2s

µ(d)|Ad|,
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ou encore
S(A;P, z) =

∑
d|P (z)

α(d)≤r−1

µ(d)|Ad|+ θ
∑
d|P (z)
α(d)=r

|Ad|,

où |θ| ≤ 1 et r est un entier positif quelconque.

3.3 Théorème principal sur les nombres premiers jumeaux

D’abord une définition : deux entiers p et q sont appelés nombres premiers
jumeaux si ce sont deux nombres premiers et que q = p+ 2.

Nous allons démontrer que la série composée des inverses des nombres pre-
miers jumeaux converge. Et pour ce faire, nous allons utiliser la méthode du
crible pour obtenir une borne supérieure pour le nombre de nombres premiers
jumeaux contenus dans [1, x]. Plus précisément, nous allons prouver qu’il existe
une constante positive c telle que∑

p≤x
p+2 premier

1 ≤ c x

ln2 x
(ln lnx)2.

Avant de prouver cela, nous allons démontrer deux lemmes qui nous serviront
par la suite.

Lemme 3.3.0.8. Soit (cn)n∈N une suite de nombres réels tels que c1 = 0. On

pose C(t) :=
∑
n≤t

cn.

Soit f une fonction de classe C1 définie sur [2,+∞. Alors,∑
n≤x

cnf(n) = C(x)f(x)−
∫ x

2

C(t)f ′(t) dt.

Démonstration. La preuve est très simple.
On pose N := [x]. Par le lemme d’Abel, on a :∑
n≤x

cnf(n) = C(1)(f(1)− f(2)) + ...+ C(N − 1)(f(N − 1)− f(N)) + C(N)f(N)

=
∑

n≤x−1

C(n)(f(n)− f(n+ 1)) + C(x)f([x]).

Or, C est constante sur chaque intervalle du type [n, n+ 1[ donc

C(n)(f(n)− f(n+ 1)) = −
∫ n+1

n

C(t)f ′(t) dt.

On en déduit alors facilement ce premier lemme.

Lemme 3.3.0.9. Soit P (x) :=
∏
p≤x

(
1− 1

p

)−1

.

Alors P (x) > lnx si x ≥ 2.
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Démonstration. Soit x ≥ 2. On a, pour chaque k ∈ N,

P (x) =
∏
p≤x

(
1 +

1

p
+

1

p2
+ ...

)
>
∏
p≤x

(
1 +

1

p
+

1

p2
+ ...+

1

pk

)
.

Si l’on choisit k ∈ N de telle sorte que 2k ≥ x, on a alors

∏
p≤x

(
1 +

1

p
+

1

p2
+ ...+

1

pk

)
≥

[x]∑
n=1

1

n
,

car chacun des termes du membre de droite de cette inégalité apparâıt dans le
développement du produit du membre de gauche.
D’où

P (x) >

[x]∑
n=1

1

n
>

∫ x

1

dt

t
= lnx.

Théorème 3.3.0.10. La somme des réciproques des nombres premiers jumeaux
converge.

Démonstration. La démonstration que nous donnerons ici est celle de A.I. Vino-
gradov.

Soit π′(x) :=
∑
p≤x

p+2 premier

1. En choisissant z <
√
x et en utilisant ce qui a

été fait précédemment, on a que, quelque soit s ∈ N,

π′(x)− z ≤ S({n(n+ 2);n ≤ x};P, z)

≤
∑
d|P (z)
α(d)≤2s

µ(d)|Ad|.

Par ailleurs, |Ad| compte le nombre de termes de la forme n(n+ 2) (avec n ≤ x)
qui sont divisibles par d. Ainsi, |Ad| est égal au nombre de solutions de la
congruence

n(n+ 2) ≡ 0(mod d)

où n ≤ x.

Ainsi,

-si d est impair : en notant d =

k∏
i=1

pi où les pi sont des nombres premiers dis-

tincts deux à deux, on peut réécrire la dernière équation sous la forme :
n ≡ 0(mod p1) ou n ≡ −2(mod p1),

n ≡ 0(mod p2) ou n ≡ −2(mod p2),

...,

n ≡ 0(mod pk) ou n ≡ −2(mod pk).

(7)
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D’après le théorème des restes chinois, il y a alors 2k solutions modulo d à
cette équation. Or, k = α(d) donc il y a 2α(d) = τ(d) solutions modulo d à
cette équation où τ(d) est la fonction qui compte le nombre de diviseurs de d :

τ(d) :=
∑
k|d

1.

Chaque intervalle de longueur d contien τ(d) entiers n comptés dans Ad.
On a donc

|Ad| = x
τ(d)

d
+ θτ(d),

où |θ| ≤ 1.

-si d est pair : |Ad| est égal au nombre de solutions de la congruence

m(m+ 1) ≡ 0(mod
d

2
)

où m ≤ x
2 (on démontre ceci facilement par double implication, en remarquant

que n est pair et en posant donc n = 2m).

Puisque d est alors impair (puisque d|P (z)), on peut alors appliquer le cas
précédent et on obtient :

|Ad| = x
τ
(
d
2

)
d

+ θτ

(
d

2

)
.

Dans les deux cas, on a

|Ad| = x
τ ′(d)

d
+ θτ ′(d),

où

τ ′(d) =


τ(d) si d est impair,

τ

(
d

2

)
si d est pair.

(8)

En combinant avec ce qu’on a vu précédemment, on a que

π′(x) ≤ x
∑
d|P (z)
α(d)≤2s

µ(d)τ ′(d)

d
+

∑
d|P (z)
α(d)≤2s

|µ(d)|τ ′(d) + z.

Or ∑
d|P (z)
α(d)=r

|µ(d)|τ ′(d) ≤
∑
d|P (z)
α(d)=r

|µ(d)|τ(d)

= 2r
∑
d|P (z)
α(d)=r

|µ(d)|

= 2r
(
π(z)

r

)
< 2r

π(z)r

r!
,
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en réécrivant le coefficient binomial d’après sa définition.

D’où ∑
d|P (z)
α(d)≤2s

|µ(d)|τ ′(d) =

2s∑
r=0

∑
d|P (z)
α(d)=r

|µ(d)|τ ′(d)

≤
2s∑
r=0

2rπ(z)r

r!

≤ π(z)2s
2s∑
r=0

2r

r!

≤ π(z)2s.e2

≤ 9π(z)2s.

Afin d’estimer l’erreur que nous commeterions en remplaçant
∑
d|P (z)
α(d)≤2s

µ(d)
τ ′(d)

d

par
∏
p≤z

(
1− τ ′(p)

p

)
, il nous faut calculer la grandeur

E2s :=
∑
d|P (z)

α(d)≥2s+1

µ(d)
τ ′(d)

d

car on vérifie facilement que
∑
d|P (z)

µ(d)
τ ′(d)

d
=
∏
p≤z

(
1− τ ′(p)

p

)
=
∏
p≤z

(
1 + µ(p)

τ ′(p)

p

)
puisque τ ′ est multiplicative.

D’abord, remarquons que

∑
d|P (z)
α(d)=r

1

d
≤

∑
p≤z

1

p

r

r!
.

Ce résultat se démontre facilement par récurrence sur r en remarquant que∑
d|P (z)

α(d)=r+1

1

d
≤ 1

r + 1
.

 ∑
d|P (z)
α(d)=r

1

d

 .

∑
p≤z

1

p

.

D’après le lemme 3.3.0.8. appliqué à cn = lnn
n et f(t) = 1

ln t , et en posant
g(z) = C(z)− ln z, on a :∑

p≤z

1

p
=
C(z)

ln z
+

∫ z

2

C(t

t ln2 t
dt

= 1 +
g(z)

ln z
+

∫ z

2

dt

t ln t
+

∫ z

2

g(t)

t ln2 t
dt

= 1 +
g(z)

ln z
+

∫ z

2

dt

t ln t
+

∫ ∞
2

g(t)

t ln2 t
dt−

∫ ∞
z

g(t)

t ln2 t
dt.
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car l’intégrale
∫ z

2
g(t)
t ln2 t

dt converge puisque g(t) = O(1) d’après ce qu’on a vu
dans l’une des preuves du théorème des nombres premiers et on sait que la fonc-

tion g(t)
t ln2 t

est intégrable car on a alors une intégrale de Bertrand.

Or, la première intégrale vaut ln(ln z)− ln(ln 2) et la dernière tend vers 0 quand
z tend vers l’infini donc elle est bornée.

Il existe donc une constante c telle que∑
p≤z

1

p
≤ ln(ln z) + c.

En combinant les deux dernières inégalités obtenues, on a∑
d|P (z)
α(d)=r

1

d
<

(ln(ln z) + c)r

r!
.

Il s’ensuit donc que, puisque τ ′(d) ≤ τ(d) ≤ 2α(d) et que r! >
(
r
e

)r
,

|E2s| ≤
∑

r≥2s+1

∑
d|P (z)
α(d)=r

|µ(d)|τ ′(d)

d
≤

∑
r≥2s+1

(2 ln(ln z) + 2c)r

r!

≤
∑

r≥2s+1

(
2e ln(ln z) + 2ec

r

)r
.

Or s était au départ un entier positif quelconque. On peut donc maintenant
choisir s = [2e ln(ln z) + 2ec] + 1. Il découle alors de ce choix que

|E2s| ≤
∑

r≥2s+1

(s
r

)r
<

∑
r≥2s+1

(
1

2

)r
= 2−2s.

Il s’ensuit donc que
|E2s| < 2−2s < ln−4 z

en minorant s en fonction de z.

A l’aide de cette dernière majoration et en se rappelant la définition de E2s, on
a que ∑

d|P (z)
α(d)≤2s

µ(d)τ ′(d)

d
=
∑
d|P (z)

µ(d)τ ′(d)

d
− E2s

≤
∏
p≤z

(
1− τ ′(p)

p

)
+

1

ln4 z

=
1

2

∏
3≤p≤z

(
1− 2

p

)
+

1

ln4 z
.

En combinant ceci avec les résultats obtenus précédemment on a :

π′(x) ≤ x

2

∏
3≤p≤z

(
1− 2

p

)
+

x

ln4 z
+ 9π(z)2s + z.
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Posons maintenant z = x
1

4e ln(ln x) <
√
x. On obtient alors par calcul

π′(x) ≤ x

2

∏
3≤p≤z

(
1− 2

p

)
+O

(
x

ln4 z

)
.

D’après le Lemme 3.3.0.9., on a :∏
3≤p≤z

(
1− 2

p

)
<

∏
3≤p≤z

(
1− 1

p

)2

= O

(
1

ln2 z

)

car
∏
p≤z

(
1− 1

p

)
<

1

ln z
.

En utilisant les deux résultats précédents on obtient

π′(x) = O

(
x

ln2 z

)
= O

(
x(ln(lnx))2

(lnx)2

)
.

En d’autres termes, il existe une constante positive c telle que∑
p≤x

p+2 premier

≤ c x

ln2 x
(ln(lnx))2.

Nous allons en déduire notre théorème, c’est-à-dire que∑
p

p+2 premier

1

p
< +∞.

En effet, on a : ∑
p≤x

p+2 premier

1

p
=

∑
2≤n≤x

π′(n)− π′(n− 1)

n

=
∑

2≤n≤x

π′(n)

(
1

n
− 1

n+ 1

)
− π′([x])

[x] + 1

=
∑

2≤n≤x

π′(n)

n(n+ 1)
+O(1)

≤ c
∑

2≤n≤x

(ln(lnn))2

(n+ 1) ln2 n
+O(1).

Or, par une simple étude de fonction, on montre que la fonction x 7−→ (ln(ln x))2

(x+1) ln2 x

est décroissante à partir de ee < 16 car la dérivée peut s’écrire (ln(ln x))
(x+1)2 ln3 x

(
2
(
x+1
x

)
(1− ln(lnx))− (ln(lnx)) lnx

)
.

On a alors∑
p≤x

p+2 premier

1

p
≤ c

∑
2≤n≤x

(ln(lnn))2

(n+ 1) ln2 n
+O(1)

= c
∑

2≤n≤15

(ln(lnn))2

(n+ 1) ln2 n
+ c

∑
16≤n≤x

(ln(lnn))2

(n+ 1) ln2 n
+O(1)

= c
∑

16≤n≤x

(ln(lnn))2

(n+ 1) ln2 n
+O(1)

70



A l’aide du Théorème 1.1.0.5., on a que la suite de terme général

c
∑

16≤n≤x

(ln(lnn))2

(n+ 1) ln2 n
−
∫ x

16

(ln(ln t))2

(t+ 1) ln2 t
dt

converge (où x ≥ 16).

Elle est donc en particulier bornée. Il vient donc :

c
∑

16≤n≤x

(ln(lnn))2

(n+ 1) ln2 n
= O

(∫ x

16

(ln(ln t))2

(t+ 1) ln2 t
dt

)

= O

(∫ x

2

(ln(ln t))2

(t+ 1) ln2 t
dt

)
.

Ainsi, ∑
p≤x

p+2 premier

1

p
= O

(∫ x

2

(ln(ln t))2

(t+ 1) ln2 t
dt

)
+O(1).

Or, si l’on pose, pour 0 < ε < 2, g(t) := (ln(ln t))2

ln2−ε t
, on a :

(ln(ln t))2

(t+ 1) ln2 t
= g(t).

1

(t+ 1) lnε t
.

En faisant alors une étude de fonction similaire à la précédente, on prouve que
la fonction g est décroissante à partir d’un certain rang donc elle converge car
elle est aussi minorée par 0.
On a donc :

(ln(ln t))2

(t+ 1) ln2 t
= O

(
1

(t+ 1) lnε t

)
.

Puisque la dernière fonction est intégrable (elle est associée à une intégrale de
Bertrand), la première est aussi intégrable.

Il vient : ∑
p≤x

p+2 premier

1

p
= O(1).

Ainsi : ∑
p

p+2 premier

1

p
< +∞.

puisque la suite est croissante.

On a donc bien démontré notre théorème.
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Conclusion

Ce rapport de stage a été l’occasion d’étudier deux résultats principaux
concernant les nombres premiers : le théorème des nombres premiers et la con-
vergence de la série des inverses des nombres premiers jumeaux.

Nous avons pu notamment remarquer que, comme souvent en théorie des nom-
bres, des résultats apparemment réservés au domaine des entiers naturels et
faciles à comprendre nécessitent l’emploi d’outils plus compliqués comme l’-
analyse complexe par exemple.
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