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Introduction.

Avant toute chose, rappelons la dé�nition des nombres algébriques et transcendants :

Dé�nition 1. Nombres algébriques, nombres transcendants.

Soit z ∈ C.
[1] On dit que z est algébrique (sur Q) s'il existe P ∈ Q[X]\{0} (ou, de manière équivalente,
P ∈ Z[X]\{0}) tel que P (z) = 0. On note Q̄ le corps des nombres algébriques (sur Q).
[2] Si z est algébrique, on appelle alors polynôme minimal de z l'unique polynôme non nul
Πz ∈ Q[X] de degré minimal et unitaire tel que Πz(z) = 0. Le degré de Πz est appelé degré de
z.
[3] On dit que z est transcendant (sur Q) s'il n'est pas algébrique (sur Q).

On peut montrer que l'ensemble des nombres algébriques est dénombrable [1], et donc que l'ensemble
des nombres transcendants est non dénombrable. En outre, il existe bien des nombres transcendants.

Les nombres transcendants ont été introduits à la �n du XVIIème siècle par Leibniz. Liouville a
trouvé le premier nombre transcendant en 1844 [6] ; par la suite, de nombreux mathématiciens se sont
intéressés au problème de la recherche de tels nombres.

C'est Lambert qui a démontré que π et e étaient irrationnels [3] par une méthode d'approximation
que nous allons voir. Hermite l'a généralisée par la suite pour montrer que e était transcendant [2], puis
Lindemann a démontré le théorème suivant [5], qui fait l'objet de la première partie de ce mémoire :

Théorème 1. Théorème d'Hermite-Lindemann.

Si a ∈ C∗ est algébrique non nul, alors ea est transcendant.

Ceci permet, entre autres, de démontrer la transcendance de π, ce qui a conduit à a�rmer que
certains nombres n'étaient pas constructibles à la règle et au compas, c'est-à-dire que certaines �gures
géométriques n'étaient pas constructibles ainsi.

Une autre généralisation a été faite par Weierstrass [9] pour démontrer le théorème dont la preuve
sera donnée dans la deuxième partie :

Théorème 2. Théorème de Lindemann-Weierstrass.

Soient α1, . . . , αn ∈ C des nombres algébriques linéairement indépendants sur Q. Alors,
eα1 , . . . , eαn sont algébriquement indépendants sur Q.

Nous dé�nirons les termes inconnus employés dans l'énoncé de ce théorème en temps voulu.
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I Le théorème d'Hermite-Lindemann.

On rappelle l'énoncé du théorème d'Hermite-Lindemann :

Théorème 1. Théorème d'Hermite-Lindemann.

Si a ∈ C∗ est algébrique non nul, alors ea est transcendant.

Pour montrer ce théorème, on va devoir passer par des étapes intermédiaires. On va d'abord le
montrer dans le cas réel.

Pour cette section, on se réfère au livre de Siegel [8].

I.1 Approximation de ex par une suite de rationnels.

Cette sous-section vise principalement à étudier l'irrationalité de ex, pour x ∈ Q∗.
Pour avoir une idée de comment faire, montrons d'abord le théorème suivant :

Théorème 3.

Soit ξ ∈ R. Supposons qu'il existe (pn)n∈N et (qn)n∈N deux suites d'entiers telles que :
[1] Pour tout n ∈ N, qnξ − pn ̸= 0 ;
[2] lim

n→+∞
(qnξ − pn) = 0.

Alors, ξ /∈ Q.

Preuve : Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe (p, q) ∈ Z× N∗ tel que ξ =
p

q
.

Pour n ∈ N, on a qnξ − pn ̸= 0, donc par l'hypothèse [1], qnp− pnq ̸= 0.
Mais on a aussi qnp− pnq ∈ Z.
Donc :

∀n ∈ N, |qnp− pnq| ⩾ 1.

Cela contredit l'hypothèse [2].

L'idée est donc de montrer l'existence de telles suites (pn)n∈N et (qn)n∈N véri�ant les hypothèses
du Théorème 3, avec ξ = ea, si a est rationnel non nul.

Introduisons des opérateurs utiles à cela :

Dé�nition 2. Opérateurs de dérivation et d'intégration.

On dé�nit l'opérateur de dérivation D sur l'ensemble des fonctions dérivables sur R ou sur un
intervalle de R qui, à une telle fonction f , associe sa fonction dérivée D(f) = f ′.
On dé�nit également l'opérateur intégration J sur l'ensemble des fonctions continues et inté-
grables sur R ou sur un intervalle de R qui, à une telle fonction f , associe sa primitive nulle en
0.

On a le lemme suivant :

Lemme 1.

Soit f une fonction intégrable sur R. Alors :

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, Jn+1(f)(x) =

∫ x

0

(x− t)n

n!
f(t)dt.
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Preuve : Pour n ∈ N, soit P(n) la propriété � ∀x ∈ R, Jn+1(f)(x) =

∫ x

0

(x− t)n

n!
f(t)dt �.

Montrons-la par récurrence sur n ∈ N.
Initialisation : Si n = 0, on obtient la dé�nition de J(f), de sorte que P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n ∈ N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n+ 1) l'est aussi.
Soit x ∈ R. On a, d'après P(n) :

Jn+1(f)(x) =

∫ x

0

(x− t)n

n!
f(t)dt.

Soit g : x 7−→
∫ x

0

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f(t)dt.

Soit également g0 : (x, y) 7−→
∫ x

0

(y − t)n+1

(n+ 1)!
f(t)dt, de classe C1 sur R2.

Pour tout x ∈ R, on a alors g(x) = g0(x, x).
D'après la règle de la chaîne, g est dérivable sur R et, pour tout x ∈ R :

g′(x) =
∂g0
∂x

(x, x) +
∂g0
∂y

(x, x)

= 0 +

∫ x

0

(n+ 1)(x− t)n

(n+ 1)!
f(t)dt

=

∫ x

0

(x− t)n

n!
f(t)dt

= Jn+1(f)(x).

En intégrant, il existe c ∈ C tel que pour tout x ∈ R, g(x) = Jn+2(f)(x) + c.
En évaluant en x = 0, on obtient :

c = 0,

ce qui prouve P(n+ 1).
Conclusion : Pour tout n ∈ N :

∀x ∈ R, Jn+1(f)(x) =

∫ x

0

(x− t)n

n!
f(t)dt.

On rappelle la dé�nition d'un polynôme d'endomorphisme ci-dessous :

Dé�nition 3. Polynômes d'endomorphismes.

Soit E un espace vectoriel. Soient P =

N∑
k=0

akX
k ∈ C[X] un polynôme de degré N ∈ N, ainsi

que u : E → E un endomorphisme de E.
On dé�nit alors l'endomorphisme P (u) par :

P (u) :=

N∑
k=0

aku
k,

où, pour tout k ∈ N∗, uk désigne la composition de u par lui-même k fois, et u0 = IdE .
Si P = 0, alors P (u) est l'endomorphisme nul de E.
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Lorsque f =

N∑
k=0

akX
k ∈ C[X] et E = C[X], cette dé�nition permet alors de dé�nir l'opérateur

f(D) =
N∑
k=0

akD
k. Plus précisément :

∀P ∈ C[X], f(D)P =
N∑
k=0

akP
(k).

Par exemple, si f = 1 +X, alors pour tout P ∈ C[X], f(D)P = (1 +D)(P ) = P + P ′.

Le lemme suivant énonce l'inversibilité de f(D) lorsque le coe�cient constant de f n'est pas nul :

Lemme 2. Inversibilité de f(D).

Si f =
N∑
k=0

akX
k ∈ C[X] tel que a0 ̸= 0, alors l'endomorphisme f(D) de C[X] est inversible.

Preuve : Soit P ∈ C[X] tel que f(D)P = 0.

Alors,
N∑
k=0

akP
(k) = 0. Le degré du polynôme de gauche est donc −∞, et comme a0 ̸= 0, c'est aussi

le degré de P puisque c'est le seul polynôme de degré maximal de la somme.
Donc P = 0, ce qui prouve que f(D) est injective.
Ensuite, f(D) est un endomorphisme de C[X], mais aussi de Cn[X] pour tout n ∈ N. Comme la

restriction de f(D) à Cn[X] (qui est de dimension �nie) reste injective, elle est surjective et donc, pour
tout P ∈ C[X], en notant n = deg(P ) :

∃Q ∈ Cn[X], f(D)Q = P.

Cela prouve la surjectivité de f(D), et donc f(D) est inversible.

Avant de passer à une proposition importante, il nous reste à montrer le résultat suivant :

Lemme 3.

Pour tout n ∈ N, on a :

(1 +D)−n−1(Xn) =
n∑

k=0

(−1)n−kn!

k!

(
2n− k

n

)
Xk,

et :

(−1 +D)−n−1(Xn) = (−1)n+1
n∑

k=0

n!

k!

(
2n− k

n

)
Xk.

En outre, ces polynômes sont à coe�cients entiers et de degrés n.

Preuve : Soit n ∈ N. Par la formule du binôme de Newton généralisée, on sait que, formellement,
pour tout α ∈ R :

(1 +X)α = 1 +
+∞∑
k=1

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
Xk.
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Donc, pour α = −n− 1 :

(1 +X)−n−1 = 1 +

+∞∑
k=1

(−n− 1)(−n− 2) · · · (−n− k)

k!
Xk

= 1 +
+∞∑
k=1

(−1)k (n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

k!
Xk

=

+∞∑
k=0

(−1)k
(
k + n

k

)
Xk.

Donc :

(1 +D)−n−1 =
+∞∑
k=0

(−1)k
(
k + n

k

)
Dk.

Or, pour k ∈ N, on a :

Dk(Xn) =

 n(n− 1) · · · (n− k + 1)Xn−k =
n!

(n− k)!
Xn−k si k ⩽ n

0 sinon
.

Donc :

(1 +D)−n−1(Xn) =
+∞∑
k=0

(−1)k
(
k + n

k

)
Dk(Xn)

=
n∑

k=1

(−1)k
(
k + n

k

)
n!

(n− k)!
Xn−k

=
n∑

k=0

(−1)n−k

(
2n− k

n− k

)
n!

k!
Xk

=
n∑

k=0

(−1)n−kn!

k!

(
2n− k

n

)
Xk.

De même, on a :

(1−D)−n−1 =
+∞∑
k=0

(−1)k
(
k + n

k

)
(−D)k

=

+∞∑
k=0

(
k + n

k

)
Dk,

et donc :

(−1 +D)−n−1 = (−1)−n−1(1−D)−n−1

= (−1)n+1
+∞∑
k=0

(
k + n

k

)
Dk.

Il vient, par des calculs similaires aux précédents :

(−1 +D)−n−1(Xn) = (−1)n+1
n∑

k=0

n!

k!

(
2n− k

n

)
Xk.

Cela achève la preuve.
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On montre alors la proposition fondamentale suivante, qui est le résultat clé de cette sous-section :

Proposition 1. Approximation de ex par des rationnels.

Soit n ∈ N.

Alors, il existe des polynômes An, Bn ∈ Cn[X] non tous nuls et Rn : x 7−→
+∞∑

k=2n+1

ckx
k, tous

uniques (à la constante multiplicative commune près c2n+1 ̸= 0, choisie arbitrairement), tels
que :

∀x ∈ R, Bn(x)e
x +An(x) = Rn(x).

Plus précisément, on a :

∀x ∈ R, Rn(x) = c2n+1
(2n+ 1)!

n!

x2n+1

n!

∫ 1

0
(1− t)ntnextdt.

Preuve : Notons Bn =
n∑

k=0

bkX
k =

+∞∑
k=0

bkX
k (en posant bk = 0 si k > n).

Pour tout x ∈ R, par produit de Cauchy, on a :(
n∑

k=0

bkx
k

)(
+∞∑
k=0

xk

k!

)
=

+∞∑
k=0

ckx
k,

avec, pour tout k ∈ N, ck =
k∑

ℓ=0

bℓ
(k − ℓ)!

.

L'existence de An =
n∑

k=0

akX
k ∈ Cn[X], de Bn et de Rn véri�ant l'égalité :

∀x ∈ R, Bn(x)e
x +An(x) = Rn(x)

équivaut donc, par unicité du développement en série entière au voisinage de zéro, au système suivant :
∀k ∈ J0;nK,

k∑
ℓ=0

bℓ
(k − ℓ)!

+ ak = 0

∀k ∈ Jn+ 1; 2nK,
n∑

ℓ=0

bℓ
(k − ℓ)!

+ ak = 0

,

qui est un système linéaire de 2n+1 équations dont les inconnues sont les 2n+2 coe�cients de An et
Bn. L'ensemble des solutions est donc une droite vectorielle, ce qui prouve l'existence de An et de Bn,
à une constante multiplicative commune près (qu'on peut choisir arbitrairement).

Soient donc An, Bn ∈ Cn[X] ainsi que Rn : x 7−→
+∞∑

k=2n+1

ckx
k tels que :

∀x ∈ R, Bn(x)e
x +An(x) = Rn(x).

Soit x ∈ R.
En dérivant n+ 1 fois, on obtient, grâce à la formule de Leibniz et le fait que deg(An) ⩽ n :

n+1∑
k=0

(
n

k

)
B(k)

n (x)ex = R(n+1)
n (x),
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c'est-à-dire, formellement :

ex(1 +D)(n+1)(Bn)(x) = R(n+1)
n (x)

=

+∞∑
k=2n+1

ckk(k − 1) · · · (k − n)xk−n−1

=

+∞∑
ℓ=n

cℓ+n+1(ℓ+ n+ 1)(ℓ+ n) · · · (ℓ+ 1)xℓ

=
+∞∑
ℓ=n

cℓ+n+1
(ℓ+ n+ 1)!

ℓ!
xℓ

=
+∞∑
k=n

c̃kx
k,

où, pour tout k ⩾ n, c̃k := ck+n+1
(k + n+ 1)!

k!
, et on a c̃n = c2n+1

(2n+ 1)!

n!
̸= 0.

Donc :

(1 +D)n+1(Bn)(x) = e−x
+∞∑
k=n

c̃kx
k =

(
+∞∑
k=0

(−1)k

k!
xk

)(
+∞∑
k=n

c̃kx
k

)
,

avec (1 +D)n+1(Bn) un polynôme de degré deg(Bn) ⩽ n.
Donc le terme de droite ne peut pas avoir de coe�cient non nul devant xn+1. Par ailleurs, xn−1 n'a

aucun coe�cient, et le coe�cient de xn est c̃n.
Cela permet d'écrire :

(1 +D)n+1(Bn)(x) = c̃nx
n. (1)

Ainsi, comme (1 +D)n+1 est inversible par le lemme 2 :

Bn = c̃n(1 +D)−n−1(Xn),

ce qui donne la forme de Bn d'après le lemme 3 :

Bn = c̃n

n∑
k=0

(−1)n−kn!

k!

(
2n− k

n

)
Xk,

et deg(Bn) = n.
De la même manière, en dérivant n+ 1 fois s 7−→ An(s)e

−s :

An = c̃n(−1 +D)−n−1(Xn),

d'où, grâce au lemme 3 :

An = c̃n(−1)n+1
n∑

k=0

n!

k!

(
2n− k

n

)
Xk,

et deg(An) = n.
De plus, grâce à (1) :

R(n+1)
n (x) = ex(1 +D)(n+1)(Bn)(x) = c̃nx

nex.

D'après le lemme 1 :

Rn(x) = Jn+1Dn+1R(x)

= c̃nJ
n+1(s 7−→ snes)(x)

=
c̃n
n!

∫ x

0
(x− t)ntnetdt

=
c̃n
n!

∫ 1

0
(x− xu)n(xu)nexuxdu,
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par le changement de variable t = xu, dt = xdu.
Donc :

Rn(x) = c̃n
x2n+1

n!

∫ 1

0
(1− u)nunexudu.

Cela donne la forme de Rn.

Remarque 1.

La preuve montre en fait que pour tout n ∈ N, An et Bn sont de degrés exactement n.
De plus, les formules prouvées pour x ∈ R précédemment sont encore valables pour x ∈ C.

On a ainsi construit des suites (An), (Bn), (Rn) correspondant aux polynômes et à la fonction de
l'énoncé de la Proposition 1 et telles que, pour tout n ∈ N :

deg(An) = deg(Bn) = n −→
n→+∞

+∞,

et telles que, pour tout x ∈ R, lim
n→+∞

Rn(x) = 0.

Cela permet de démontrer le résultat suivant :

Théorème 4.

Pour tout a ∈ Q∗, ea /∈ Q.

Preuve : On reprend les notations de la proposition précédente. Soit n ∈ N.
Pour tout x ∈ R, on a :

Rn(x) = c2n+1
(2n+ 1)!

n!

x2n+1

n!

∫ 1

0
tn(1− t)netxdt.

On choisit alors c2n+1 =
n!

(2n+ 1)!
, de sorte que c̃n = c2n+1

(2n+ 1)!

n!
= 1, et donc que An et Bn soient

les polynômes du lemme 3, à coe�cients entiers.

Déjà,
∫ 1

0
tn(1− t)netxdt est l'intégrale d'une fonction continue strictement positive sur ]0; 1[. Elle

n'est en outre pas nulle, et donc si x ̸= 0, Rn(x) ̸= 0.
De plus, pour t ∈ [0; 1], on a |tn(1− t)n| ⩽ 1, et |etx| ⩽ e|tx| ⩽ e|x|.
Ces deux derniers points permettent d'écrire, lorsque x ̸= 0 :

0 < |Rn(x)| ⩽
|x|2n+1

n!
etx.

Soit m ∈ N∗. Raisonnons par l'absurde en supposant que em ∈ Q ; on note em =
p

q
, où p ∈ Z et

q ∈ N∗.
Le choix de c2n+1 et le fait que An et Bn soient à coe�cients entiers permettent d'a�rmer que

An(m) et Bn(m) sont des entiers. En multipliant l'égalité Bn(m)em + An(m) = Rn(m) par q, on
obtient :

qRn(m) ∈ Z.

Donc :

0 < qRn(m) ⩽ q
m2n+1

n!
em.

Or, lim
n→+∞

q
m2n+1

n!
em = 0, ce qui contredit le fait que, pour tout n ∈ N, qRn(m) soit entier (cf.

Théorème 3).
Donc em /∈ Q.
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Maintenant soit a =
p

q
∈ Q∗, où p ∈ N∗ q ∈ Z∗. Si ea était rationnel, alors (ea)q = ep le serait

également.
Mais d'après le cas précédent, comme p ∈ N∗, ep /∈ Q.
Donc :

∀a ∈ Q∗, ea /∈ Q.

Une autre application de cette approximation de ex (si x est rationnel non nul) est l'irrationnalité
de π2 (donc de π) :

Théorème 5.

π2 /∈ Q.

Preuve : Soient n ∈ N et x ∈ C. On a montré que :

Rn(x) = c̃n
x2n+1

n!

∫ 1

0
(1− t)ntnextdt. (2)

Par le changement de variable u = 1− t, du = −dt :

Rn(x) = c̃n
x2n+1

n!

∫ 1

0
(1− t)ntnex(1−t)dt. (3)

En calculant �
(2) + (3)

2
� :

Rn(x) = c̃n
x2n+1

n!

∫ 1

0
(1− t)ntn

ext + ex(1−t)

2
dt

= c̃n
x2n+1

n!
e

x
2

∫ 1

0
(1− t)ntn

ex(t−
1
2) + ex(1−t− 1

2)

2
dt

= c̃n
x2n+1

n!
e

x
2

∫ 1

0
(1− t)ntn

ex(t−
1
2) + e−x(t− 1

2)

2
dt

= c̃n
x2n+1

n!
e

x
2

∫ 1

0
(1− t)ntnch

(
x

(
t− 1

2

))
dt,

où ch est la fonction cosinus hyperbolique.
Maintenant, pour tout x ∈ R, on a :

Bn(x)e
x +An(x) = Rn(x). (4)

Donc :
Bn(−x)e−x +An(−x) = Rn(−x).

En multipliant par ex, on obtient :

An(−x)ex +Bn(−x) = exRn(−x). (5)

Connaissant Rn, on sait que exRn(−x) = −Rn(x) (cf. (3) ci-dessus).
En calculant �(4) + (5) � :

∀x ∈ R, (Bn(x) +An(−x))ex +An(x) +Bn(−x) = 0.
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Si x 7−→ Bn(x) + An(−x) n'est pas identiquement nulle sur R, alors sur R privé d'un nombre �ni de
points (qui sont les racines de Bn(X) +An(−X)), on a :

ex = −An(x) +Bn(−x)
Bn(x) +An(−x)

.

Mais l'exponentielle n'est pas une fraction rationnelle (son comportement en l'in�ni ne le permet
pas). Donc, pour tout x ∈ R, Bn(x) + An(−x) = 0, ce qui conduit au fait que Bn(X) + An(−X) est
le polynôme nul.

On évalue Rn en x = iπ, en prenant, comme précédemment, c̃n = 1. On obtient :

Rn(iπ) =
(−1)ni

n!
i

∫ 1

0
tn(1− t)nch

((
t− 1

2

)
iπ

)
dt,

avec, pour tout t ∈ [0; 1] :

ch

((
t− 1

2

)
iπ

)
= cos

((
t− 1

2

)
π

)
= sin(πt).

Soit Ãn := An(X) +An(−X). En repartant de (4), comme Bn(x) = −An(−x) et eiπ = −1 :

Ãn(iπ) = Rn(iπ) =
(−1)n+1

n!
π2n+1

∫ 1

0
tn(1− t)n sin(πt)dt. (6)

Comme l'intégrande dans (6) est strictement positive sur ]0; 1[, on a Rn(iπ) ̸= 0.
Maintenant, raisonnons par l'absurde en supposant que π2 soit rationnel. Il existe (p, q) ∈ Z× N∗

tel que π2 =
p

q
.

Le polynôme Ãn est de degré au plus n et à coe�cients entiers (pour la constante c̃n choisie
précédemment). En outre, en l'évaluant en iπ et en multipliant par qn, on obtient que :

qnRn(iπ) ∈ Z∗.

Par (6),

|qnRn(iπ)| ⩽ |q|nπ
2n+1

n!

∫ 1

0
| sin(πt)|dt

⩽ C
(|q|π2)n

n!
,

où C > 0.

On a montré que 0 < |qNRn(iπ)| < C
(|q|π2)n

n!
−→

n→+∞
0, avec qNRn(iπ) qui est un entier, pour tout

n ∈ N. Cela est absurde.
Donc π2 est irrationnel.

Remarque 2.

Ce résultat a été démontré pour la première fois par Legendre (qui a utilisé une méthode simi-
laire), en 1794 [4].
Cela prouve en particulier que π est irrationnel, même si cela avait déjà été démontré auparavant
par Lambert dans les années 1760 [3].
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I.2 Une généralisation : une somme d'exponentielles.

Avant de passer à la transcendance de ex (pour x algébrique non nul), on va généraliser le résultat
clé de la sous-section précédente.

Pour cela, on se donne m ∈ N∗, ρ1, . . . , ρm ∈ C deux à deux distincts et n1, . . . , nm ∈ N. On pose
en outre :

Nm + 1 :=

m∑
k=1

(nk + 1).

Lemme 4.

Soient n ∈ N, λ ∈ C et P ∈ C[X]. On pose :

∀x ∈ R, f(x) = eλxP (x).

Alors :
∀x ∈ R, f (n)(x) = Dn(f)(x) = eλx(λ+D)n(P )(x).

Preuve : Soit x ∈ R. D'après la formule de Leibniz :

f (n)(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
λkeλxP (n−k)(x)

= eλx
n∑

k=0

(
n

k

)
λkP (n−k)(x)

= eλx(λ+D)n(P )(x).

On a la proposition suivante :

Proposition 2.

Il existe des polynômes P [m]
1 , . . . , P

[m]
m ∈ C[X] non tous nuls, de degrés au plus n1, . . . , nm res-

pectivement, et une fonction Rm : x 7−→
+∞∑

k=Nm

ck,mxk, tous uniques (à la constante multiplicative

commune près cN1,1 ̸= 0), tels que :

∀x ∈ R,
m∑
k=1

P
[m]
k (x)eρkx = Rm(x).

Plus précisément,

∀k ∈ J1;mK, P
[m]
k = N1!cN1,1

m∏
ℓ=1
ℓ̸=k

(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1X
nk

nk!
,

et si m ⩾ 2, alors en posant Am(x) = {(t1, . . . , tm) ∈ (R∗
+)

m | t1 + · · ·+ tm = x} pour x ∈ R, on
a :

∀x ∈ R, Rm(x) = N1!cN1,1

∫
Am(x)

m∏
k=1

(
tnk
k

nk!
eρktk

)
dt1 . . . dtm−1.
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Remarque 3.

Avant de commencer la preuve, notons qu'on a déjà traité le cas particulier où m = 2, n1 = n2

(et donc N2 = 2n1 + 1), ρ1 = 1 et ρ2 = 0 dans la sous-section précédente.
De plus, la démonstration montrera que les P [m]

k sont exactement de degré nk.

Preuve de la proposition : L'existence de ces polynômes et de Rm provient du fait que l'égalité
de la proposition équivaut à un système linéaire de N équations dont les inconnues sont les N + 1

coe�cients des P [m]
k , pour k ∈ J1;mK (l'ensemble des solutions étant une droite vectorielle).

Soient donc P
[m]
1 , . . . , P

[m]
m ∈ C[X] de degrés au plus n1, . . . , nm respectivement, et :

Rm : x 7−→
+∞∑

k=Nm

ck,mxk

tels que :

∀x ∈ R,
m∑
k=1

P
[m]
k (x)eρkx = Rm(x).

On peut réécrire Rm sous la forme :

Rm : x 7−→
+∞∑

k=Nm

c̃k,m
xk

Nm!
,

où pour tout k ⩾ Nm, c̃k,m := Nm!ck,m.
Soit x ∈ R. D'une part, en utilisant le lemme 4, on a :

Dnm+1(Rm(x)e−ρmx) =

m∑
k=1

Dnm+1(e(ρk−ρm)xP
[m]
k (x))

=

m∑
k=1

e(ρk−ρm)x(ρk − ρm +D)nm+1(P
[m]
k (x))

=
m−1∑
k=1

e(ρk−ρm)xQ
[m]
k (x),

où, pour k ∈ J1;mK, Q[m]
k := (ρk − ρm +D)nm+1P

[m]
k (nul si k = m : Dnm+1P

[m]
m = 0, puisque P [m]

m est
de degré nm).

D'autre part :

Dnm+1(Rm(x)e−ρmx) = Dnm+1

 +∞∑
k=Nm

c̃k,m
xk

Nm!
e−ρmx


=

+∞∑
k=Nm

Dnm+1

(
c̃k,m

xk

Nm!
e−ρmx

)

=

+∞∑
k=Nm

c̃k,m
Nm!

e−ρmx(−ρm +D)nm+1(xk)

=

+∞∑
k=Nm−1

c̃k,m−1

Nm−1!
xk,

où les c̃N1,1 sont des constantes, avec c̃Nm,m = c̃Nm−1,m−1.

Comme, pour k ∈ J1;m− 1K, ρk − ρm ̸= 0, on a deg(Q
[m]
k ) = deg(P

[m]
k ) ⩽ nk.
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On pose, par ailleurs :

∀x ∈ R, Sm−1(x) := Dnm+1(Rm(x)e−ρmx).

Les Q
[m]
k et Sm−1 forment donc une solution du problème au rang m − 1, ce qui donne l'idée de

faire une démonstration par récurrence pour expliciter les P [m]
k et Rm.

Pour m ∈ N∗, soit H(m) la propriété : � Pour tout n1, . . . , nm ∈ N et pour tous nombres complexes
deux à deux distincts ρ1, . . . , ρm, on a :

∀k ∈ J1;mK, P
[m]
k = c̃N1,1

m∏
ℓ=1
ℓ̸=k

(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1X
nk

nk!
,

et, si m ⩾ 2 :

∀x ∈ R, Rm(x) = c̃N1,1

∫
Am(x)

m∏
k=1

(
tnk
k

nk!
eρktk

)
dt1 . . . dtm−1 �.

Initialisation : Si m = 1 (et donc N1 = n1) et ρ1 ∈ C, on rappelle que :

∀x ∈ R, P
(1)
1 (x)eρ1x =

+∞∑
k=n1

ck,1x
k.

La somme de droite commence donc par un terme de degré n1. À gauche, en développant, on obtient
une somme commençant par un terme dont le degré est celui du dernier coe�cient non nul de P

(1)
1 .

Par identi�cation, P (1)
1 est donc un monôme de degré n1, qu'on peut directement expliciter :

P
(1)
1 = cN1,1X

n1 = c̃N1,1
Xn1

n1!
,

et, pour tout x ∈ R, si m = 2, on a :

S1(x) = Dn2+1(R2(x)e
−ρ2x).

Il vient :
R2(x) = eρ2xJn2+1S1(x).

Par le lemme 1 :

R2(x) = eρ2x
∫ x

0

(x− t)n2

n2!
S1(t)dt.

Mais on a aussi :

S1(x) = e(ρ1−ρ2)xQ
(2)
1 (x) =

+∞∑
k=N1

c̃k,1
N1!

xk,

avec c̃N2,2 = c̃N1,1.

Par un raisonnement similaire au début de l'initialisation, on a Q
(2)
1 = c̃N1,1

Xn1

n1!
, ce qui donne :

R2(x) = eρ2x
∫ x

0

(x− t)n2

n2!
e(ρ1−ρ2)tc̃N1,1

tn1

n1!
dt

= c̃N1,1

∫ x

0

(x− t)n2

n2!
eρ2(x−t)eρ1t

tn1

n1!
dt

= c̃N1,1

∫
A2(x)

tn1
1 tn2

2

n1!n2!
eρ1t1+ρ2t2dt,

en écrivant que t2 = x− t1, pour t1 ∈ [0;x].
Cela achève l'initialisation.
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Hérédité : Soit m ∈ N∗ (m ⩾ 2). Supposons que la propriété H(m− 1) est vraie, et montrons que
H(m) l'est aussi.

Soient n1, . . . , nm ∈ N, et soit k ∈ J1;mK. On a :

P
[m]
k = (ρk − ρm +D)−nm−1Q

[m]
k . (7)

On pose alors P (m−1)
k := Q

[m]
k , λk := ρk − ρm. On rappelle que :

∀x ∈ R, Sm(x) = Dnm+1(Rm(x)e−ρmx) =
m−1∑
k=1

Qk(x)e
λkx.

Alors, on a vu que deg(P
(m−1)
k ) ⩽ nk. De plus, les P

(m−1)
k ne sont pas tous nuls, et Sm−1 est une

fonction développable en série entière dont les Nm − (nm + 1) − 1 = Nm−1 − 1 premiers coe�cients
sont nuls.

Les polynômes P (m−1)
1 , . . . , P

(m−1)
m−1 et la fonction Sm−1 véri�ent donc :

∀x ∈ R,
m−1∑
k=1

Qk(x)e
λkx = Sm−1(x).

On peut alors appliquer l'hypothèse de récurrence, H(m− 1), pour écrire que :

∀k ∈ J1;m− 1K, P
(m−1)
k = c̃N1,1

m−1∏
ℓ=1
ℓ̸=k

(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1X
nk

nk!
.

Grâce à (7) :

∀k ∈ J1;m− 1K, P
[m]
k = c̃N1,1

m∏
ℓ=1
ℓ̸=k

(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1X
nk

nk!
.

Le cas k = m se traite en changeant l'ordre des polynômes P
[m]
k (par exemple, en échangeant les

rôles de P
[m]
1 et P [m]

m ), ce qui donne la forme de P
[m]
m souhaitée.

Il reste à calculer Rm. Soit x ∈ R, et on suppose que m− 1 ⩾ 2.
On applique une nouvelle fois H(m− 1) pour avoir la forme de Sm−1 :

Sm−1(x) = c̃N1,1

∫
Am−1(x)

m−1∏
k=1

(
tnk
k

nk!
eλktk

)
dt1 . . . dtm−2.

On sait que :
Sm−1(x) = Dnm+1(Rm(x)e−ρmx).

Donc :
Rm(x) = eρmxJnm+1Sm−1(x).

D'après le lemme 1 :

Rm(x) = eρmx

∫ x

0

(x− t)nm

nm!
Sm−1(t)dt

= c̃N1,1

∫ x

0

∫
Am−1(t)

(x− t)nm

nm!
eρmx

m−1∏
k=1

(
tnk
k

nk!
e(ρk−ρm)tk

)
dt1 . . . dtm−2dt.
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On pose tm = x− t, dtm = −dt. On obtient :

Rm(x) = −c̃N1,1

∫ 0

x

∫
Am−1(x−tm)

tnm
m

nm!
eρmx

m−1∏
k=1

(
tnk
k

nk!
eρktk

)m−1∏
k=1

e−ρmtkdt1 . . . dtm−2dtm

= c̃N1,1

∫ x

0

∫
t1+···+tm−1=x−tm
∀k∈J1;m−1K, tk>0

tnm
m

nm!
eρmx

m−1∏
k=1

(
tnk
k

nk!
eρktk

)
e−ρm(t1+···+tm−1)dt1 . . . dtm−2dtm

= c̃N1,1

∫
t1+···+tm=x

∀k∈J1;mK, tk>0

tnm
m

nm!
eρmx

m−1∏
k=1

(
tnk
k

nk!
eρktk

)
e−ρmxeρmtmdt1 . . . dtm−2dtm−1

= c̃N1,1

∫
Am(x)

m∏
k=1

(
tnk
k

nk!
eρktk

)
dt1 . . . dtm−2dtm−1.

On a montré que H(m) est vraie.
Conclusion : Pour tout m ∈ N∗ et k ∈ J1;mK,

P
[m]
k = c̃N1,1

m∏
ℓ=1
ℓ̸=k

(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1X
nk

nk!
,

et si m ⩾ 2, pour tout x ∈ R,

Rm(x) = c̃N1,1

∫
Am(x)

m∏
k=1

(
tnk
k

nk!
eρktk

)
dt1 . . . dtm−1.

Cela donne la forme des P [m]
k et de Rm.

Remarque 4.

Les formules qui viennent d'être démontrées pour x ∈ R sont également valables pour x ∈ C.

I.3 Le cas réel du théorème.

La généralisation de la sous-section précédente va permettre de démontrer le cas réel du théorème

d'Hermite-Lindemann. On garde toutes les notations précédentes, et on prend cN1,1 =
1

N1!
.

On a le lemme suivant :

Lemme 5. Majoration de |P [m]
k (1)|.

Soit m ∈ N∗. On note M := 1 + max
1⩽k<ℓ⩽m

1

|ρk − ρℓ|
. Alors :

∀k ∈ J1;mK, |P [m]
k (1)| ⩽ (M + 1)2Nm .

Preuve : Soit k ∈ J1;mK. En utilisant la Proposition 2 :

P
[m]
k =

m∏
ℓ=1
ℓ̸=k

(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1X
nk

nk!
.
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Par une méthode similaire à celle employée dans le lemme 3, on a, pour tout ℓ ∈ J1;mK avec ℓ ̸= k :

(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1 = (ρk − ρℓ)
−nℓ−1

(
1 +

D

ρk − ρℓ

)−nℓ−1

= (ρk − ρℓ)
−nℓ−1

+∞∑
p=0

(−1)p
(
p+ nℓ

p

)(
D

ρk − ρℓ

)p

=

+∞∑
p=0

(−1)p
(
p+ nℓ

p

)
Dp

(ρk − ρℓ)nℓ+p+1
.

D'où :

(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1X
nk

nk!
=

+∞∑
p=0

(−1)p
(
p+ nℓ

p

) Dp

(
Xnk

nk!

)
(ρk − ρℓ)nℓ+p+1

=

nk∑
p=0

(−1)p
(
p+ nℓ

p

) nk!

(nk − p)!

Xnk−p

nk!

(ρk − ρℓ)nℓ+p+1

=

nk∑
p=0

(−1)p
(
p+ nℓ

p

)
Xnk−p

(nk − p)!(ρk − ρℓ)nℓ+p+1
.

Pour tout x > 0, on obtient :∣∣∣∣(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1x
nk

nk!

∣∣∣∣ ⩽
nk∑
p=0

(
p+ nℓ

p

)
xnk−p

(n− p)!
×
(

1

|ρk − ρℓ|

)nℓ+p+1

⩽
nk∑
p=0

(
p+ nℓ

p

)
xnk−p

(n− p)!
×Mnℓ+p+1

⩽ (M−1 −D)−nℓ−1x
nk

nk!
.

Par produit :

|P [m]
k (x)| =

m∏
ℓ=1
ℓ̸=k

∣∣∣∣(ρk − ρℓ +D)−nℓ−1x
nk

nk!

∣∣∣∣
⩽

m∏
ℓ=1
ℓ̸=k

(M−1 −D)−nℓ−1x
nk

nk!

⩽ (M−1 −D)

−
m∑
ℓ=1
ℓ̸=k

(nℓ+1)
xnk

nk!
,

avec :

m∑
ℓ=1
ℓ̸=k

(nℓ + 1) =

m∑
ℓ=1

(nℓ + 1)− nk − 1

= Nm + 1− nk − 1

= Nm − nk.

Donc :
|P [m]

k (x)| ⩽ (M−1 −D)nk−Nm
xnk

nk!
.
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Maintenant,

(M−1 −D)nk−Nm
xnk

nk!
= MNm−nk

nk∑
p=0

(
Nm − nk − 1 + p

p

)
Mp xnk−p

(nk − p)!

⩽
nk∑
p=0

(
Nm

p

)
MNm−nk+pxnk−p.

Comme M ⩾ 1, on on a M−nk ⩽ 1. En évaluant en 1, il vient :

|P [m]
k (1)| ⩽

nk∑
p=0

(
Nm

p

)
MNm+p

⩽
Nm∑
p=0

(
Nm

p

)
MNm+p

⩽
Nm∑
p=0

(
Nm

Nm − p

)
MNm+(Nm−p)

⩽
Nm∑
p=0

(
Nm

p

)
M2Nm−p

⩽
2Nm∑
p=0

(
2Nm

p

)
M2Nm−p

⩽ (M + 1)2Nm .

Finalement :
|P [m]

k (1)| ⩽ (M + 1)2Nm .

Avant de passer à la preuve du théorème d'Hermite-Lindemann, on introduit la notion d'entiers
algébriques :

Dé�nition 4. Entiers algébriques.

Soit z ∈ C. On dit que z est un entier algébrique lorsqu'il existe P ∈ Z[X] non nul unitaire tel
que P (z) = 0.
On note O l'ensemble des entiers algébriques.

Proposition 3. Structure de O.
O forme un sous-anneau de C.

Preuve : ⋆ Déjà, 1 ∈ O (étant racine de X − 1 ∈ Z[X]).
Ensuite, soit x, y ∈ O, et on se donne P (resp. Q) un polynôme à coe�cients entiers, annulateur

de x (resp. y).
Soient x1, . . . , xn les racines de P et y1, . . . , ym les racines de Q (comptées avec multiplicité).
⋆ Montrons que x+ y ∈ O : On pose :

R :=
∏

1⩽i⩽n
1⩽j⩽m

(X − (xi + yj)) =
n∏

i=1

Q(X − xi).
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On a R(x + y) = 0, et R est unitaire (puisque Q l'est) Montrons que R ∈ Z[X]. Pour cela, on
considère le polynôme à plusieurs indéterminées :

S(X,X1, . . . , Xn) :=
n∏

i=1

Q(X −Xi).

Pour k ∈ J1;nK, on note
∑

k :=
∑

1⩽i1⩽...⩽in⩽n

Xi1 . . . Xik le k-ième polynôme symétrique élémentaire.

S est un polynôme symétrique en les Xi. En appliquant le théorème de Newton sur les polynômes
symétriques à S ∈ Z[X][X1, . . . , Xn], on a donc :

∃!S̃ ∈ Z[X][X1, . . . , Xn], S(X,X1, . . . , Xn) = S̃ (
∑

1, . . . ,
∑

n) .

Les relations entre les coe�cients de P ∈ Z[X] et ses racines donnent en outre que :

∀i ∈ J1;nK,
∑

i(x1, . . . , xn) ∈ Z.

Comme S̃ est à coe�cients dans Z[X], il vient que les coe�cients de S(X,x1, . . . , xn) = R sont
entiers.

R est donc à coe�cients entiers, et cela prouve que x+ y ∈ O.
⋆ Montrons que xy ∈ O : Si x = 0, xy = 0 ∈ O (car racine de X).
Sinon, on peut supposer que P n'est pas divisible par X (c'est-à-dire qu'il n'a aucune racine nulle).

On peut alors poser :

A :=
∏

1⩽i⩽n
1⩽j⩽m

(X − xiyj) =

n∏
i=1

xni Q

(
X

xi

)
.

xy est racine de A, qui est unitaire. Montrons que A ∈ Z[X]. À cet e�et, on considère encore une
fois le polynôme :

B(X,X1, . . . , Xn) :=
n∏

i=1

Xn
i Q

(
X

Xi

)
.

B est un polynôme symétrique en les Xi.
En appliquant une nouvelle fois le théorème de Newton sur les polynômes symétriques, le même

raisonnement aboutit au fait que les coe�cients de B(X,x1, . . . , xn) = A sont des entiers.
A est donc à coe�cients entiers, et cela prouve que xy ∈ O.
Comme −1 est un entier algébrique, O est un sous-anneau de C.

Remarque 5.

Dire que z ∈ C est un entier algébrique signi�e que z est algébrique sur Q et que son polynôme
minimal Πz est à coe�cients entiers.
En e�et, si Πz ∈ Z[X], z est évidemment un entier algébrique.
Réciproquement, si z est un entier algébrique, il existe P ∈ Z[X] tel que P (z) = 0.
Mais P ∈ Q[X], donc Πz divise P (dans Q[X]).
Toutes les racines de Πz sont donc racines de P ; ce sont en outre des entiers algébriques.
Par les relations coe�cients racines, et grâce à la proposition précédente, les coe�cients de Πz

(qui sont rationnels) sont aussi des entiers algébriques.

En�n, soit x ∈ Q un entier algébrique. On écrit x =
p

q
sous forme irréductible, avec p ∈ Z et

q ∈ N∗. On a donc p ∧ q = 1.
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Il existe Q =
n∑

k=0

qkX
k ∈ Z[X] unitaire (c'est-à-dire qn = 1) tel que Q(x) = 0. Or :

Q(x) = 0 ⇐⇒
n∑

k=0

qkx
k = 0

⇐⇒
n∑

k=0

qkp
kqn−k = 0

⇐⇒ qnp
n = −q

n−1∑
k=0

pkqn−k−1.

Donc q divise qnp
n, avec p ∧ q = 1. Par le lemme de Gauss, q divise qn = 1. Ainsi, q = 1, ce qui

prouve que x = p est un entier.
On vient de montrer que si un rationnel est un entier algébrique, alors c'est un entier. En
appliquant cela aux coe�cients de Πz, on obtient que Πz ∈ Z[X].

Passons au lemme suivant :

Lemme 6.

Si ρ1, . . . , ρm sont algébriques, alors :
[1] Il existe q ∈ N∗ tel que, pour tout (k, ℓ) ∈ J1;mK2 avec k < ℓ,

q

ρk − ρℓ
est un entier algébrique ;

[2] Pour tout k ∈ J1;mK, le nombre nk!q
NmP

[m]
k (1) est un entier algébrique.

Preuve : [1] Soit (k, ℓ) ∈ J1;mK2 avec k < ℓ. On sait que ρk − ρℓ est algébrique.

Donc
1

ρk − ρℓ
est algébrique.

Si Π :=
s∑

p=0

πpX
p ∈ Q[X] est son polynôme minimal, en notant πp =

ap
bp

(fraction irréductible) pour

p ∈ J0; sK, avec ap ∈ Z et bp ∈ N∗, alors on pose qk,ℓ := ppcm(b1, . . . , bs), de sorte que qk,ℓΠ

(
X

qk,ℓ

)
est

à coe�cients entiers et unitaire, et s'annule en
qk,ℓ

ρk − ρℓ
.

Cela prouve que
qk,ℓ

ρk − ρℓ
est un entier algébrique.

En posant maintenant q :=
∏

1⩽k′<ℓ′⩽m

qk′,ℓ′ ∈ N∗, on trouve que
q

ρk − ρℓ
∈ O par produit d'entiers

algébriques, pour tout (k, ℓ) ∈ J1;mK2 avec k < ℓ.
[2] Soit k ∈ J1;mK. On a, en utilisant les calculs du lemme précédent :

nk!q
NmP

[m]
k (1) =

m∏
ℓ=1
ℓ̸=k

 nk∑
p=0

(−1)p
(
p+ nℓ

p

)
nk!q

Nm

(nk − p)!(ρk − ρℓ)nℓ+p+1

 .

Soient ℓ ∈ J1;mK\{k} et p ∈ J0;nkK. On a
nk!

(nk − p)!
∈ N, donc (−1)p

(
p+ nℓ

p

)
nk!

(nk − p)!
∈ N. C'est

donc un entier algébrique.

Le point précédent donne le fait que
q

ρk − ρℓ
∈ O, donc qnℓ+p+1

(ρk − ρℓ)nℓ+p+1
également. Comme nk ⩾ p,

on a Nm ⩾ nℓ + p+ 1, et donc
qNm

(ρk − ρℓ)nℓ+p+1
∈ O.
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Par somme puis par produit, nk!q
NmP

[m]
k (1) est un entier algébrique.

Dé�nition 5.

Soient K un corps, ainsi que L une extension de K de degré �ni sur K. Si α ∈ L, on appelle
conjugués de α les racines du polynôme minimal Πα de α sur K. On les notera α(1), . . . , α(s), si
s = [L : K] (avec des éventuelles répétitions).

On passe à la démonstration du théorème dans le cas réel, qu'on rappelle ici :

Théorème 1. Théorème d'Hermite-Lindemann, cas réel.

Si a ∈ R∗ est algébrique non nul, alors ea est transcendant.

Preuve : Soit a ∈ R∗ un nombre réel algébrique non nul. Raisonnons par l'absurde en supposant que
ea est algébrique.

Soit K := Q(a, ea) un corps de nombres, dont on note h := [K : Q] le degré sur Q. On suppose, sans
perte de généralité, que l'extension de corps K/Q est galoisienne (quitte à remplacer K par sa clôture
normale).

Pour tout x ∈ K de degré s ∈ N∗, on pose :

|x| := max
p∈J1;sK

(|x(p)|),

où les x(p) sont les conjugués de x, avec notamment x(1) := x.
On prend alors m = h+ 1 et, pour k ∈ J1;mK, ρk = (k − 1)a. On pose également :

n := n1 = · · · = nm ∈ N∗,

de sorte que Nm =
m∑
k=1

(nk + 1)− 1 = m(n+ 1)− 1.

Pour tout k ∈ J1;mK, on a P
(m)
k (1) ∈ K. De plus, comme ea est algébrique, les eρk = (ea)k−1 aussi.

On rappelle que :

Rm(1) =
m∑
k=1

P
(m)
k (1)eρk =

m∑
k=1

P
(m)
k (1)(ea)k−1,

et donc Rm(1) ∈ K.
Soit q0 ∈ N∗ l'entier donné par le lemme 6, c'est-à-dire tel que pour tout k ∈ J1;mK, nk!q

Nm
0 P

(m)
k (1)

est un entier algébrique.
De plus, pour tout ℓ ∈ J1;mK, il existe qℓ ∈ N∗ tel que qℓe

ρℓ est un entier algébrique.

On pose alors q̃ :=
m∏
ℓ=1

qℓ. Les q̃eρℓ sont alors des entiers algébriques, donc les q̃
NmP

(m)
k (1) aussi.

En notant q := q̃q0, on obtient que pour tout k ∈ J1;mK, n!qNmP
(m)
k (1)eρk est un entier algébrique.

Posons ξm := n!qNmRm(1) = n!qNm

m∑
k=1

P
[m]
k (1)eρk . Rm(1) étant l'intégrale d'une fonction positive

ne s'annulant pas sur un ouvert de Am(1), on a :

Rm(1) ̸= 0.

Alors, ξm est un entier algébrique dans K par somme de produits d'entiers algébriques, et il est non
nul car Rm(1) ̸= 0.

Soit Πξm le polynôme minimal de ξm (de degré s ∈ N∗). On sait que :

N(ξm) :=
s∏

k=0

ξ(k)m = (−1)sΠξm(0).
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Comme ξm est un entier algébrique, Πξm est à coe�cients entiers, donc N(ξm) ∈ Z.
On a de plus N(ξm) ̸= 0, car sinon, Πξm est divisible par le polynôme X et n'est donc pas un

polynôme non nul annulateur de ξm ̸= 0 de degré minimal. Par conséquent :

|N(ξm)| ⩾ 1. (8)

On majore également |Rm(1)| grâce à son expression trouvée dans la sous-section précédente :

|Rm(1)| ⩽
∫
Am(1)

m∏
k=1

(
|eρktk |
nk!

)
dt1 . . . dtm−1

⩽
m∏
k=1

e|ρk|

nk!

∫
Am(1)

dt1 . . . dtm−1

⩽
e

m∑
k=1

|ρk|

m∏
k=1

nk!

.

Donc :

|ξm| ⩽ n!qNmn!−me

m∑
k=1

|ρk|
,

c'est-à-dire :
|ξm| ⩽ Cn

0 n!
−h,

où C0 > 0 est une constante ne dépendant pas de n.
Soit Gal(K/Q) le groupe de Galois de l'extension de corps K/Q (qui est, rappelons-le, galoisienne).

Pour tout σ ∈ Gal(K/Q), on a :

σ(ξm) = n!qNm

m∑
k=1

σ(P
[m]
k (1))σ(eρk)

= n!qNm

m∑
k=1

σ(P
[m]
k (1))σ(ea)k−1.

Pour tout k ∈ J1;mK, en réutilisant les calculs du lemme 4 et en utilisant le fait que σ est un automor-
phisme de corps :

σ(P
[m]
k (1)) ⩽ (Mσ + 1)2Nm

où Mσ ⩾ 1 est une constante dépendant de σ (plus précisément, des σ

(
1

|ρk − ρℓ|

)
, avec par

exemple MId = M).
Or, comme K/Q est de degré �ni, Gal(K/Q) est de cardinal �ni. De plus, les σ(P

[m]
k (1)) (pour

σ ∈ Gal(K/Q)) sont les conjugués de P
[m]
k (1).

On en déduit :
|P [m]

k (1)| ⩽ CNm
1 ,

où C1 > 0 est une constante ne dépend ni de k, ni de n.
Par conséquent, pour tout σ ∈ Gal(K/Q),

|σ(ξm)| ⩽ n!qNm

m∑
k=1

|σ(P [m]
k (1))||σ(ea)|k−1

⩽ n!qNmCNm
1

m−1∑
k=0

|σ(ea)|k

⩽ n!qNmCNm
1 C̃1,
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où C̃1 :=


|σ(ea)|m − 1

|σ(ea)| − 1
si |σ(ea)| = 1

m sinon
> 0 est une constante ne dépendant pas de n.

Comme Nm = m(n+ 1)− 1, et comme Gal(K/Q) est de cardinal �ni :

|ξm| ⩽ n!Cn
2 ,

où C2 > 0 est une constante ne dépendant pas de n.
Ainsi, en utilisant le fait que s ⩽ h :

|N(ξm)| =
s∏

k=0

|ξ(k)m |

⩽ |ξm|
s−1|ξm|

⩽ C
n(s−1)
2 n!s−1Cn

0 n!
−h

⩽
Cn
3

n!h−s+1

⩽
Cn
3

n!
,

où C3 > 0 est une constante ne dépendant pas de n.
Donc, à partir d'un certain rang, on a 0 < |N(ξm)| < 1, ce qui contredit (8).
ea ne peut donc être un nombre algébrique : il est transcendant.

I.4 Le cas général du théorème.

Cette sous-section vise à démontrer le cas complexe du théorème d'Hermite-Lindemann. Pour cela,
on va ajuster la preuve du le cas réel, sachant que la plupart des expressions manipulées dans R restent
encore valables dans C.

Le problème dans la preuve est de montrer que ξm ̸= 0, ce qui vient du fait que Rm(1) ̸= 0 : le cas où
ea est réel donne une intégrale d'une fonction positive non nulle, ce qui permet de conclure. L'objectif
est donc de montrer qu'il existe bien une fonction Rm, pour certains nk, qui véri�e Rm(1) ̸= 0.

On considère donc m ∈ N∗ et n ∈ N∗. On pose également :

∀ℓ ∈ J1;mK, ∀k ∈ J1;mK, nk,ℓ :=

{
n si k ∈ J1; ℓK
n− 1 si k ∈ Jℓ+ 1;mK

,

ainsi que :

∀ℓ ∈ J1;mK, Nm,ℓ :=
m∑
k=1

(nk,ℓ − 1)− 1 = mn+ ℓ− 1.

D'après la proposition 2, pour tout ℓ ∈ J1;mK, il existe P [m]
1,ℓ , . . . , P

[m]
m,ℓ ∈ C[X] tous non nuls, de degrés

n1,ℓ, . . . , nm,ℓ respectivement et une fonction Rm,ℓ : x 7−→
+∞∑

k=Nm,ℓ

ck,m,ℓx
k, tous uniques (à une constante

multiplicative près), tels que :

∀ℓ ∈ J1;mK, ∀x ∈ C,
m∑
k=1

P
[m]
k,ℓ (x)e

ρkx = Rm,ℓ(x).

On note alors :

∆m := det(Mm) =
∑

σ∈Sm

ε(σ)
m∏
i=1

P
[m]
σ(i),i
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le déterminant de la matrice Mm := (P
[m]
k,ℓ )k,ℓ∈J1;mK ∈Mm(C[X]), où ε est l'application signature.

On a le lemme suivant :

Lemme 7.

Pour i ∈ J1;mK, soit ∆m,i le cofacteur à la ligne m et à la colonne i de la matrice Mm. Alors :

∀x ∈ C, ∆m(x) =

m∑
i=1

∆m,i(x)Rm,i(x)e
−ρmx.

Preuve : Soit x ∈ C. On a :

∆m(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P

[m]
1,1 (x) P

[m]
1,2 (x) . . . P

[m]
m,1(x)

P
[m]
2,1 (x) P

[m]
2,2 (x) . . . P

[m]
2,m(x)

...
...

. . .
...

P
[m]
m,1(x) P

[m]
m,2(x) . . . P

[m]
m,m(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On va calculer ce déterminant grâce à des opérations élémentaires sur les lignes (les Li) et les

colonnes (les Ci). On e�ectue l'opération Lm ←− eρmxLm +

m−1∑
k=1

eρkxLk, ce qui donne :

∆m(x) = e−ρmx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P
[m]
1,1 (x) P

[m]
1,2 (x) . . . P

[m]
m,1(x)

P
[m]
2,1 (x) P

[m]
2,2 (x) . . . P

[m]
2,m(x)

...
...

. . .
...

m∑
k=1

eρkxP
[m]
k,1 (x)

m∑
k=1

eρkxP
[m]
k,2 (x) . . .

m∑
k=1

eρkxP
[m]
k,m(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= e−ρmx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P

[m]
1,1 (x) P

[m]
1,2 (x) . . . P

[m]
m,1(x)

P
[m]
2,1 (x) P

[m]
2,2 (x) . . . P

[m]
2,m(x)

...
...

. . .
...

Rm,1(x) Rm,2(x) . . . Rm,3(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

le facteur e−ρmx venant du fait que, dans l'opération élémentaire qui a été réalisée, on a multiplié Lm

par eρmx.
En�n, on développe par rapport à la dernière ligne :

∆m(x) = e−ρmx

(
m∑
i=1

∆m,i(x)Rm,i(x)

)
,

ce qui achève la preuve.

Rappelons une dernière fois, pour le prouver dans le cas général, le théorème d'Hermite-Lindemann :

Théorème 1. Théorème d'Hermite-Lindemann, cas général.

Si a ∈ C∗ est algébrique non nul, alors ea est transcendant.

Preuve : Soit σ ∈ Sm. On sait que pour tout i ∈ J1;mK, on a :

deg(P
[m]
σ(i),i) = nσ(i),i =

{
n si σ(i) ∈ J1; iK
n− 1 si σ(i) ∈ Ji+ 1;mK

⩽ n.
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Si σ ̸= Id, alors il existe i0 ∈ J1;mK tel que σ(i0) > i0, et donc deg(P
[m]
σ(i0),i0

) < n. Par conséquent :

deg

(
m∏
i=1

P
[m]
σ(i),i

)
< nm.

Si σ = Id, alors :

deg

(
m∏
i=1

P
[m]
σ(i),i

)
= deg

(
m∏
i=1

P
[m]
i,i

)
= nm.

Par conséquent, tous les termes de la somme de ∆m sont de degrés au plus nm, et il n'y en a qu'un
qui est égal à nm. Donc :

deg(∆m) = nm.

Montrons maintenant que ∆m est un monôme. D'après le lemme 7, on a :

∀x ∈ C, ∆m(x) =

m∑
i=1

∆m,i(x)Rm,i(x)e
−ρmx.

Chaque Rm,i est développable en série entière avec les Nm,i − 1 = mn + i − 2 ⩾ mn − 1 premiers
termes nuls. C'est donc également le cas pour ∆m. Comme c'est un polynôme de degré nm, il vient
que c'est un monôme :

∃γm ∈ C, ∆m = γmXnm,

avec γm ̸= 0. Or :

∆m(1) =
m∑
i=1

∆m,i(1)Rm,i(1)e
−ρm = γm ̸= 0.

Il existe donc i ∈ J1;mK tel que Rm,i(1) ̸= 0.

En considérant, pour cet entier i, les polynômes P
[m]
k,i et la fonction Rm,i dans la preuve du cas

réel du théorème d'Hermite-Lindemann vue précédemment, bien que les degrés des P |m]
k,i ne soient pas

les mêmes (soit n, soit n− 1, ils ont les mêmes propriétés asymptotiques), on conclut que le théorème
reste vrai dans le cas complexe. Le point important est que Rm,i(1) ̸= 0, et la preuve est similaire au
cas réel.

Remarque 6.

Le théorème d'Hermite-Lindemann a été démontré en 1882 par Lindemann [5], généralisant la
méthode d'Hermite lorsqu'il a démontré que e était transcendant [2].

Pour terminer cette section sur le théorème d'Hermite-Lindemann, voici une application de celui-ci :

Théorème 6.

π est transcendant.

Preuve : Par l'absurde, supposons que π soit algébrique. Alors, iπ est algébrique par produit de
nombres algébriques.

D'après le théorème d'Hermite-Lindemann, eiπ = −1 est transcendant, ce qui est absurde.

Remarque 7.

Le fait que π soit transcendant clôt le problème de la quadrature du cercle, qui consistait à
construire un carré de même aire qu'un disque donné à la règle et au compas [5].
Cela imposait de pouvoir construire à la règle et au compas un segment de longueur

√
π. Or, il est

possible de montrer que tout nombre transcendant n'est pas constructible à la règle et au compas.
Comme π est transcendant,

√
π aussi, ce qui montre que ce nombre n'est pas constructible ainsi.
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II Le théorème de Lindemann-Weierstrass.

Ce théorème généralise, en quelques sortes, le précédent.
Dans cette section, on se réfère au livre de Shidlovskii [7].
On va rappeler l'énoncé de ce théorème, mais tout d'abord, on va introduire la notion d'indépen-

dance algébrique.

II.1 L'indépendance algébrique.

Dé�nition 6. (In)dépendance algébrique.

Soient z1, . . . , zn ∈ C et K un corps. On dit que z1, . . . , zn sont algébriquement dépendants sur
K lorsqu'il existe P ∈ K[X1, . . . , Xn]\{0} tel que P (z1, . . . , zn) = 0.
On dit que z1, . . . , zn sont algébriquement indépendants sur K lorsqu'ils ne sont pas algébrique-
ment dépendants sur K.

Par exemple, si z1 est algébrique, alors pour tout z2, . . . , zn ∈ C, z1, . . . , zn sont algébriquement
dépendants sur Q : il su�t de prendre P (X1, . . . , Xn) = Πz1(X1).

Par contre, ce n'est pas parce que z1, . . . , zn sont tous transcendants qu'ils sont algébriquement

indépendants sur Q : par exemple, π et
1

π
sont transcendants, mais le polynôme P (X,Y ) = XY − 1 ∈

Q[X,Y ] véri�e P

(
π,

1

π

)
= 0. π et

1

π
sont donc algébriquement dépendants sur Q.

Remarque 8.

De manière analogue au fait d'être algébrique, si z1, . . . , zn ∈ C, alors ils sont algébriquement
dépendants sur Q si, et seulement s'il existe P ∈ Z[X1, . . . , Xn]\{0} tel que P (z1, . . . , zn) = 0.

On a le lemme suivant, qui permet de confondre la notion d'indépendance algébrique sur Q et sur
Q̄ :

Lemme 8. Indépendance algébrique sur Q et sur Q̄.

Soient z1, . . . , zn ∈ C. Alors, z1, . . . , zn sont algébriquement indépendants sur Q si, et seulement
s'ils sont algébriquement indépendants sur Q̄.

Preuve : Le sens réciproque est direct, puisque Q ⊂ Q̄.
Par contraposée, supposons qu'il existe P ∈ Q̄[X1, . . . , Xn] tel que P (z1, . . . , zn) = 0.
Soit K le corps de nombres engendré par les coe�cients de P . On peut supposer, quitte à prendre

la clôture normale de K, que K/Q est une extension de corps galoisienne. On pose :

Q :=
∏

σ∈Gal(K/Q)

Pσ ∈ K[X1, . . . , Xn],

où, pour tout σ ∈ Gal(K/Q), les coe�cients de Pσ sont les images de σ par les coe�cients de P .
Le terme σ = Id du produit permet d'a�rmer queQ(z1, . . . , zn) = 0. Montrons queQ ∈ Q[X1, . . . , Xn].
Soit ω ∈ Gal(K/Q). On a une correspondance bijective entre Gal(K/Q) et :

Gal(K/Q)ω := {σω|σ ∈ Gal(K/Q)} ⊂ Gal(K/Q),
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donc ces ensembles sont égaux. Par conséquent :

Qω =
∏

σ∈Gal(K/Q)

Pσω

=
∏

σ′∈Gal(K/Q)

Pσ′

= Q.

Cela signi�e que pour tout ω ∈ Gal(K/Q), les coe�cients de Q sont des points �xes de ω. Ils sont
donc tous rationnels, ce qui montre que z1, . . . , zn sont algébriquement dépendants sur Q.

Ceci démontre le sens direct du lemme par contraposée.

II.2 Le théorème.

Rappelons l'énoncé du théorème de Lindemann-Weierstrass :

Théorème 2. Théorème de Lindemann-Weierstrass.

Soient α1, . . . , αn ∈ C des nombres algébriques linéairement indépendants sur Q. Alors,
eα1 , . . . , eαn sont algébriquement indépendants sur Q.

Pour le prouver, on aura besoin de deux lemmes. Voici le premier :

Lemme 9.

Pour m ∈ N∗ et N ∈ N, soient µ0
N,m (resp. µN,m) le nombre de m-tuples (k1, . . . , km) véri�ant

m∑
i=1

ki = N (resp.
m∑
i=1

ki ⩽ N). Alors :

∀m ∈ N∗, ∀N ∈ N, µ0
N,m =

(
N +m− 1

m− 1

)
et µN,m =

(
N +m

m

)
.

Preuve : Soient m ∈ N∗ et x ∈]− 1; 1[.

Pour tout n ∈ N, on note In,m :=

{
(k1, . . . , km) ∈ Nm

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ki = n

}
, de sorte que µ0

N,m = card(In,m).

Déjà, on a : (
+∞∑
n=0

xn

)m

= (1− x)−m

= 1 +
+∞∑
n=1

(−1)n−m(−m− 1) · · · (−m− n+ 1)

n!
xn

= 1 +

+∞∑
n=1

m(m+ 1) · · · (m+ n− 1)

n!
xn

=

+∞∑
n=0

(m+ n− 1)!

n!(m− 1)!
xn

=
+∞∑
n=0

(
n+m− 1

m− 1

)
xn.
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Par le théorème de sommation par paquets, comme (xn)n∈N est sommable, on a aussi :(
+∞∑
n=0

xn

)m

=
∑

(k1,...,km)∈Nm

xk1+···+km

=

+∞∑
n=0

∑
(k1,...,km)∈In,m

xn

=

+∞∑
n=0

µ0
n,mxn.

Par conséquent :

∀x ∈]− 1; 1[,
+∞∑
n=0

µ0
n,mxn =

+∞∑
n=0

(
n+m− 1

m− 1

)
xn.

Par unicité du développement en série entière au voisinage de 0, on a égalité des coe�cients, ce qui
permet d'écrire :

∀N ∈ N, µ0
N,m =

(
N +m− 1

m− 1

)
.

Ensuite, si N ∈ N et k = (k1, . . . km) ∈ IN,m, alors k1 + · · ·+ km−1 = N − km ∈ J0;NK. Donc :

(k1, . . . , km−1) ∈
N⊔
i=0

Ii,m−1.

Réciproquement, si (k1, . . . , km−1) ∈
N⊔
i=0

Ii,m−1, alors il existe i ∈ J0;NK tel que :

k1 + · · ·+ km−1 = i

= N − (N − i),

avec N − i ∈ J0;NK. Il vient :

∃i ∈ J0;NK, k1 + · · ·+ km−1 + i = N,

et (k1, . . . , km−1, i) ∈ IN,m.
On en déduit que :

µ0
N,m = card(IN,m)

= card

(
N⊔
i=0

Ii,m−1

)

=
N∑
i=0

card(Ii,m−1)

=

N∑
i=0

µ0
i,m−1

= µN,m−1.

Donc :

µN,m = µ0
N,m+1 =

(
N +m

m

)
.
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Et voici le deuxième :

Lemme 10. Équivalent asymptotique d'un coe�cient binomial.

Si k ∈ N, On a l'équivalent asymptotique suivant :(
n

k

)
∼

n→+∞

nk

k!
.

Preuve :. On va appliquer la formule de Stirling, qu'on rappelle ci-dessous :

n! ∼
n→+∞

√
2nπ

(n
e

)n
.

Soit k ∈ N. On a :

(n− k)! ∼
n→+∞

√
2(n− k)π

(
n− k

e

)n−k

.

Donc, par quotient d'équivalents :

k!

(
n

k

)
=

n!

(n− k)!

∼
n→+∞

√
2nπ

(n
e

)n
√

2(n− k)π

(
n− k

e

)n−k

∼
n→+∞

√
n

n− k

(n
e

)n( e

n− k

)n−k

∼
n→+∞

(
n

n− k

)n

(n− k)ke−k,

puisque
√

n

n− k
=

√√√√ 1

1− k

n

−→
n→+∞

1.

Maintenant, pour n assez grand, en posant N = n− k, on a :(
n

n− k

)n

=

(
1 +

k

n− k

)n

=

(
1 +

k

N

)N (
1 +

k

N

)k

−→
n→+∞

ek.

Donc :

k!

(
n

k

)
∼

n→+∞

(
n

n− k

)n

(n− k)ke−k

∼
n→+∞

(n− k)k

∼
n→+∞

nk.

Finalement : (
n

k

)
∼

n→+∞

nk

k!
.

Passons à la démonstration du théorème.
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Preuve du théorème de Lindemann-Weierstrass : Raisonnons par l'absurde en supposant que
eα1 , . . . , eαn sont algébriquement dépendants sur Q. Alors :

∃P ∈ Z[X1, . . . , Xn]\{0}, P (eα1 , . . . , eαn) = 0.

On note ν le degré total de P . On note également K := Q(α1, . . . , αn) un corps de nombres, de degré
h := [K : Q] sur Q. Soit s > ν un entier quelconque.

On pose m := µs,n, et on considère l'ensemble de monômes suivant :

As,n :=


n∏

j=1

X
kj
j |(k1, . . . , kn) ∈ Nn, k1 + · · ·+ kn ⩽ s

 ,

de sorte que µs,n = card(As,n) = m. On numérote les éléments de As,n de façon arbitraire Z1, . . . , Zm.
De la même façon, on pose r := µs−ν,n, et on considère :

Bs,n := As−ν,n,

de sorte que µs−ν,n = card(Bs,n) = r. On numérote les éléments deBs,n de façon arbitraire Ym−r+1, . . . , Ym.
Les YkP ont un degré total au plus s− ν + ν = s, et les Zi ont un degré total au plus s. Ainsi :

∀k ∈ Jm− r + 1,mK, YkP =
m∑
i=1

ak,iZi, (9)

où les ai,k sont des coe�cients de P (tous entiers).
Soit Mm := (ak,i)k∈Jm−r+1;mK

i∈J1;mK
une matrice de taille m× r. Montrons qu'elle est de rang maximal :

si ce n'était pas le cas, cela signi�erait que les r lignes de Mm ne sont pas linéairement indépendantes.
Par (9), les YkP (donc les Yk) ne seraient pas linéairement indépendants, ce qui est absurde puisque
les Yk sont des monômes deux à deux distincts.

Mm est donc de rang maximal, ce qui prouve que rg(M) = r.
Pour ℓ ∈ J1;mK, si Zℓ = X

k1,ℓ
1 · · ·Xkn,ℓ

n , on pose :

ρℓ =
n∑

i=1

ki,ℓαi.

Les ρℓ sont des nombres algébriques deux à deux distincts (car les αℓ sont linéairement indépendants
sur Q par hypothèse).

Pour tout k ∈ Jm− r + 1;mK, on a :

m∑
i=1

ak,iZi(e
α1 , . . . , eαn) =

m∑
i=1

ak,ie
k1,iα1 · · · ekn,iαn

=
m∑
i=1

ak,ie
k1,iα1+···+kn,iαn

=
m∑
i=1

ak,ie
ρi ,

ce qui donne, grâce à la dé�nition de P et à (9) :

m∑
i=1

ak,ie
ρi = 0. (10)
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Pour ℓ ∈ J1;mK, soient Rm,ℓ et (P
[m]
k,ℓ )k∈J1;mK la fonction et les polynômes introduits au début de

la sous-partie I.4 sur le cas général du théorème d'Hermite-Lindemann, pour les nombres algébriques
ρ1, . . . , ρm. On a donc :

∀ℓ ∈ J1;mK, ∀x ∈ C, Rm,ℓ(x) =
m∑
k=1

P
[m]
k,ℓ (x)e

ρkx.

En gardant les notations de cette sous-partie, on sait que ∆m(1) ̸= 0. Cela signi�e que les vecteurs
lignes G := ((P

[m]
k,1 (1) · · · P

[m]
k,m(1)))k∈J1;mK forment une base de Rm (c'en est donc une famille géné-

ratrice). Comme rg(Mm) = r, avec Mm ∈ Mr,m(C), ses vecteurs lignes (c'est-à-dire les vecteurs de
L := ((ak,1 · · · ak,m))k∈J1;rK) forment une famille libre de Rm.

D'après le théorème de la base incomplète, il existe une famille de vecteurs

F := ((P
[m]
kd,1

(1) · · · P
[m]
kd,m

(1)))d∈J1;m−rK,
ℓd∈J1;mK

telle que L ∪ F forme une base de Rm.
Rappelons qu'on a dé�ni les aj,i pour j ∈ Jm − r + 1;mK et i ∈ J1;mK. On pose alors, pour tout

j ∈ J1;m− rK et i ∈ J1;mK :
aj,i := P

[m]
kj ,i

(1),

et :
bj := Rm,kj (1),

de sorte que :

∀k ∈ J1;mK,
m∑
i=1

ak,ie
ρi = bk,

en posant, au regard de (10) :
∀k ∈ Jm− r + 1;mK, bk = 0.

Soit A := (aj,i)j,i∈J1;mK la matrice

(
F

L

)
, de taille m (c'est-à-dire la matrice dont les lignes sont

les vecteurs de F puis les vecteurs de L). Comme L ∪ F forme une base de Rm, A est inversible.
On calcule son déterminant δ, en faisant des opérations élémentaires sur ses colonnes Ck. En

réalisant l'opération C1 ←− eρ1C1 +
m∑
i=2

eρiCi, on obtient :

δ = e−ρ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1e
ρ1 +

m∑
i=2

eρia1,i a1,2 . . . a1,m

a2,1e
ρ1 +

m∑
i=2

eρia2,i a2,2 . . . a2,m

...
...

. . .
...

am,1e
ρ1 +

m∑
i=2

eρiam,i am,2 . . . am,m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= e−ρ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a1,2 . . . a1,m
b2 a2,2 . . . a2,m
...

...
. . .

...
bm am,2 . . . am,m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

En développant par rapport à la première colonne, en notant δi les cofacteurs de la première colonne
de A, on obtient :

δ =
m∑
i=1

biδie
−ρ1 ̸= 0,
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puisque A est, rappelons-le, inversible.
D'après le lemme 5, pour tout i ∈ J1;mK, on a :

∀j ∈ J1;m− rK, |aj,i| ⩽ (M + 1)2Nm,i ,

en gardant les notations utilisées à la �n de la première partie de ce mémoire (en notant p− 1 ou p les
degrés des P [m]

k,ℓ , à la place de n− 1 et n), avec Nm,i = mp+ i− 1.
On a également :

∀j ∈ J1;mK, ∀i ∈ J1;mK, |aj,i| ⩽ Cp
5 , (11)

où C5 > 0 est une constante qui ne dépend pas de p.
Maintenant, d'après le lemme 6, il existe q ∈ N∗ tel que, pour tout j ∈ J1;m − rK et i ∈ J1;mK,

p!qNm,iaj,i ∈ O. Comme Nm,i ⩽ (m+ 1)p, en posant gp = p!q(m+1)p, on obtient que gpaj,i ∈ O.

Comme δ = det(A) = det((aj,i)j,i∈J1;mK) =
∑

σ∈Sm

ε(σ)
m∏
i=1

aσ(i),i, δ est polynomial en les aj,i, avec des

coe�cients entiers, A étant de taille m. Donc gmp δ =
∑

σ∈Sm

ε(σ)

m∏
i=1

(gpaσ(i),i) est un entier algébrique

par somme de produits d'entiers algébriques.
Il est de plus non nul, donc le dernier coe�cient de son polynôme minimal dans Q[X] est un entier

non nul. Autrement dit :
|N(gm−r

p δ)| ∈ N∗.

Or, si h̃ est le degré de δ sur Q, on a :

N(gm−r
p δ) = N(gp)

m−rN(δ)

= gh̃(m−r)
p N(δ).

Comme |N(gm−r
p δ)| ⩾ 1 et h̃ ⩽ [K : Q] = h, il vient :

|N(δ)| ⩾ g−h̃(m−r)
p

⩾ g−h(m−r)
p

⩾ Cp
6p!

−h(m−r),

où C6 = q−h(m−r)(m+1) > 0 est une constante ne dépendant pas de p.
En�n, majorons |N(δ)|. Pour commencer, grâce à (11), pour tout σ ∈ Gal(K/Q), on a :

|σ(δ)| ⩽
∑

µ∈Sm

m∏
i=1

|σ(aµ(i),i)|

⩽
∑

µ∈Sm

m∏
i=1

Cp
5

⩽ m!Cmp
5

⩽ Cp
7 ,

où C7 > 0 est une constante ne dépendant pas de p. Donc :

|δ| ⩽ Cp
7 .

Ensuite, dans la démonstration du cas réel du théorème d'Hermite-Lindemann, on a montré que :

∀j ∈ J1;m− rK, |bj | = |Rm,kj (1)| ⩽
e

m∑
k=1

|ρk|

(p− 1)!m
,
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avec le dénominateur minoré par (p− 1)! (les degrés des P [m]
k,ℓ étant soit p− 1, soit p).

Donc, pour tout j ∈ J1;m− rK :

|bj | ⩽ C8
pm

p!m

⩽ Cp
9p!

−m,

où C8 = e

m∑
k=1

|ρk|
> 0 et C9 > 0 sont des constantes ne dépendant pas de p.

Il vient, d'après ceci, (11) et l'expression de δ :

|δ| ⩽ |e−ρ1 |
m∑
i=1

|bi||δi|

⩽ |e−ρ1 |Cp
9p!

−m
m∑
i=1

|δi|,

où les δi sont des polynômes en les aj,i, ce qui donne |δi| ⩽ C10C
p
5 , où C10 > 0 est une constante ne

dépendant ni de p, ni de i, pour tout i ∈ J1;mK.
Par conséquent :

|δ| ⩽ |e−ρ1 |Cp
9p!

−mmC10C
p
5

⩽ Cp
11p!

−m,

où C11 > 0 est une constante ne dépendant pas de p.
Ceci permet d'écrire, comme dans la section précédente, en notant s le degré de δ sur Q :

|N(δ)| ⩽ |δ|s−1|δ|
⩽ Cp

7C
p
11p!

−m

⩽
Cp
12

p!m
,

où C12 = C7C11 > 0 est une constante ne dépendant pas de p.
On a donc :

Cp
6

p!h(m−r)
⩽ |N(δ)| ⩽ Cp

12

p!m
.

Il existe donc une constante C13 > 0 (indépendante de p) et p0 ∈ N∗ tels que, pour tout p ⩾ p0 :

Cp
13

p!h(m−r)
⩽

Cp
13

p!m
.

Ainsi :
h(m− r) ⩾ m,

et donc, en isolant r :

r ⩽

(
1− 1

h

)
m.

Rappelons que r = µs−ν,n et que m = µs,n. Le lemme 9 fournit en outre les expressions de r et de
m :

r =

(
s− ν + n

n

)
=

(s− ν + n)!

(s− ν)!n!
,

m =

(
s+ n

n

)
=

(s+ n)!

s!n!
.
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Tout ce raisonnement est vrai pour tout entier s > ν. On peut donc le faire tendre vers +∞ pour
avoir les estimations asymptotiques suivantes, grâce au lemme 10 :

r ∼
s→+∞

(s− ν + n)n

n!
∼

s→+∞

sn

n!
,

m ∼
s→+∞

(s+ n)n

n!
∼

s→+∞

sn

n!
.

Par conséquent :

1− 1

h
=

m

r
−→

s→+∞
1.

Donc 1 = 1− 1

h
< 1, ce qui est absurde.

Par conséquent, il n'existe pas de polynôme P ∈ Z[X1, . . . , Xn] non nul tel que :

P (eα1 , . . . , eαn) = 0.

D'où le théorème.

Un exemple : les nombres
√
2 et
√
3 sont linéairement indépendants sur Q. D'après le théorème de

Lindemann-Weierstrass, e
√
2 et e

√
3 sont algébriquement indépendants sur Q.

Remarque 9.

Le théorème d'Hermite-Lindemann est un cas particulier de celui de Lindemann-Weierstrass :
c'en est en e�et le cas n = 1 : si α0 est un nombre algébrique linéairement indépendant sur Q
(c'est-à-dire non nul), alors eα0 est algébriquement indépendant sur Q (c'est-à-dire qu'il n'est
pas racine d'un polynôme non nul à coe�cient dans Q[X] : c'est la dé�nition d'être transcendant
sur Q).

Le théorème de Lindemann-Weierstrass a été énoncé par Lindemann en 1882 [5], mais c'est
Weierstrass qui en a donné une preuve en 1885 [9].

II.3 Un énoncé équivalent du théorème.

Pour �nir cette section (et ce mémoire), on va démontrer un énoncé équivalent au théorème de
Lindemann-Weierstrass, qu'on rappelle ici :

Théorème 2. Théorème de Lindemann-Weierstrass, première version.

Soient α1, . . . , αn ∈ C des nombres algébriques linéairement indépendants sur Q. Alors,
eα1 , . . . , eαn sont algébriquement indépendants sur Q.

L'énoncé équivalent est le suivant (il est donc vrai) :

Théorème 7. Théorème de Lindemann-Weierstrass, deuxième version.

Soient α1, . . . , αn ∈ Q̄ des nombres algébriques deux à deux distincts. Alors, eα1 , . . . , eαn sont
linéairement indépendants sur Q̄.
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Remarque 10. Un énoncé plus fort que l'autre.

Le premier énoncé est a priori plus fort que le deuxième, même s'il est équivalent. Plus préci-
sément, la première version du théorème donne un résultat plus fort avec des hypothèses plus
fortes, tandis que la deuxième donne un résultat plus faible avec des hypothèses plus faibles.

Preuve de l'équivalence : =⇒) Supposons le théorème de Lindemann-Weierstrass (la première
version) vrai. Soient α1, . . . , αn algébriques deux à deux distincts. Il s'agit donc de montrer que
eα1 , . . . , eαn sont linéairement indépendants sur Q̄

Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe a1, . . . , an ∈ Q̄ non tous nuls tels que :

n∑
i=1

aie
αi = 0.

Quitte à renuméroter les αi, il existe ℓ ∈ J1;nK tel que α1, . . . , αℓ sont linéairement indépendants
sur Q, et tel que αℓ+1, . . . , αn sont des combinaisons Q-linéaires des α1, . . . , αℓ. On écrit :

∀i ∈ J1, nK, αi =

ℓ∑
j=1

βi,jαj ,

avec les βi,j ∈ Q et, si i ∈ J1; ℓK, βi,j = 0 si j ̸= i, et βi,i = 1.
Soit q le produit des dénominateurs de chaque βi,j (sous leur forme irréductible). On pose alors,

pour tout i ∈ J1;nK et j ∈ J1; ℓK :
ξi :=

αi

q
,

et :
γi,j := qβi,j .

On pose en�n :

Q :=

n∑
i=1

aiX
γi,1
1 · · ·Xγi,ℓ

ℓ ∈ Q̄[X1, . . . , Xℓ].

On rappelle que les ai ne sont pas tous nuls.
On a :

Q(eξ1 , . . . , eξℓ) =
n∑

i=1

aie

ℓ∑
j=1

βi,jαj

=
n∑

i=1

aie
αi

= 0.

Ainsi, eξ1 , . . . , eξℓ sont algébriquement dépendants sur Q̄.
Mais ξ1, . . . , ξℓ sont des nombres algébriques linéairement indépendants sur Q (car α1, . . . , αℓ le

sont). Par hypothèse, eξ1 , . . . eξℓ sont algébriquement indépendants sur Q̄, ce qui est absurde.
D'où la première implication.

⇐=) Supposons la deuxième version du théorème vrai. Soient α1, . . . , αn ∈ C algébriques linéaire-
ment indépendants sur Q. Montrons que eα1 , . . . , eαn sont algébriquement indépendants sur Q.

Raisonnons par l'absurde en supposant eα1 , . . . , eαn algébriquement dépendants : il existe P ∈
Q[X1, . . . , Xn] non nul (de degré total noté deg(P )) tel que :

P (eα1 , . . . , eαn) = 0.
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On écrit :
P =

∑
(k1,...,kn)∈Nn,

kj⩽deg(P )

ck1,...,knX
k1
1 · · ·X

kn
n ,

où les ck1,...,kn sont rationnels, et ils ne sont pas tous nuls (sinon, P est nul, ce qui est proscrit).
En évaluant en (eα1 , . . . , eαn), il vient :∑

(k1,...,kn)∈Nn,

kj⩽deg(P )

ck1,...,kne
k1α1+···+knαn = 0 (somme �nie). (12)

Les k1α1 + · · ·+ knαn sont tous des nombres algébriques, et ils sont deux à deux distincts puisque
les α1, . . . , αn sont linéairement indépendants sur Q.

D'après la deuxième version du théorème, les ek1α1+···+knαn sont linéairement indépendants sur Q̄,
donc sur Q. Par (12), les ck1,...,kn sont tous nuls. P est donc le polynôme nul, ce qui est absurde.

Cela achève la preuve.
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