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Introduction.

Avant toute chose, rappelons la définition des nombres algébriques et transcendants :

_[ Définition 1. Nombres algébriques, nombres transcendants. )
Soit z € C.

[1] On dit que z est algébrique (sur Q) s'il existe P € Q[X]\{0} (ou, de maniére équivalente,
P € Z[X]\{0}) tel que P(z) = 0. On note Q le corps des nombres algébriques (sur Q).

[2] Si z est algébrique, on appelle alors polynéme minimal de z I'unique polynéme non nul

II, € Q[X] de degré minimal et unitaire tel que II,(z) = 0. Le degré de II, est appelé degré de
z.
[3] On dit que z est transcendant (sur Q) s’il n’est pas algébrique (sur Q).

On peut montrer que ’ensemble des nombres algébriques est dénombrable [1], et donc que 'ensemble
des nombres transcendants est non dénombrable. En outre, il existe bien des nombres transcendants.

Les nombres transcendants ont été introduits & la fin du XVII®™® siécle par Leibniz. Liouville a
trouve le premier nombre transcendant en 1844 [6]; par la suite, de nombreux mathématiciens se sont
intéressés au probléme de la recherche de tels nombres.

C’est Lambert qui a démontré que 7 et e étaient irrationnels [3] par une méthode d’approximation
que nous allons voir. Hermite ’a généralisée par la suite pour montrer que e était transcendant [2], puis

Lindemann a démontré le théoréme suivant [5], qui fait I'objet de la premiére partie de ce mémoire :

Théoréme 1. Théoréme d’Hermaite-Lindemann. ]

Si a € C* est algébrique non nul, alors e® est transcendant.

Ceci permet, entre autres, de démontrer la transcendance de m, ce qui a conduit & affirmer que
certains nombres n’étaient pas constructibles a la régle et au compas, c’est-a-dire que certaines figures
géométriques n’étaient pas constructibles ainsi.

Une autre généralisation a été faite par Weierstrass [9] pour démontrer le théoréme dont la preuve
sera donnée dans la deuxiéme partie :

Théoréme 2. Théoréme de Lindemann- Weierstrass. ]

Soient ag,...,a, € C des nombres algébriques linéairement indépendants sur Q. Alors,

e*l ..., e% sont algébriquement indépendants sur Q.

Nous définirons les termes inconnus employés dans I’énoncé de ce théoréme en temps voulu.
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I Le théoréme d’Hermite-Lindemann.

On rappelle I’énoncé du théoréme d’Hermite-Lindemann :

Théoréme 1. Théoréme d’Hermaite-Lindemann. ]

Sia € C* est algébrique non nul, alors e® est transcendant.

Pour montrer ce théoréme, on va devoir passer par des étapes intermédiaires. On va d’abord le
montrer dans le cas réel.
Pour cette section, on se référe au livre de Siegel [8].

I.1 Approximation de ¢” par une suite de rationnels.

Cette sous-section vise principalement & étudier 'irrationalité de e*, pour z € Q*.
Pour avoir une idée de comment faire, montrons d’abord le théoréme suivant :

,_[ Théoréme 3. ]
Soit £ € R. Supposons qu'il existe (pp)nen €t (gn)nen deux suites d’entiers telles que :
[1] Pour tout n € N, g,§ — pn, # 0;

[2] ngrfoo(‘hg —pn) =0.

Alors, € ¢ Q.

PREUVE : Raisonnons par I'absurde en supposant qu'il existe (p,q) € Z x N* tel que £ = b
q

Pour n € N, on a ¢, — p, # 0, donc par I'hypothése [1], ¢.p — png # 0.
Mais on a aussi ¢,p — pnq € Z.
Donc :

Vn € N, |an _an| > 1.

Cela contredit I’hypothése |2]. O

I’idée est donc de montrer I'existence de telles suites (pn)nen et (¢n)nen vérifiant les hypothéses
du Théoréme 3, avec £ = e, si a est rationnel non nul.

Introduisons des opérateurs utiles & cela :

_[ Définition 2. Opérateurs de dérivation et d’intégration. ]

On définit lopérateur de dérivation D sur I’ensemble des fonctions dérivables sur R ou sur un
intervalle de R qui, & une telle fonction f, associe sa fonction dérivée D(f) = f'.

On définit également l'opérateur intégration J sur Iensemble des fonctions continues et inté-
grables sur R ou sur un intervalle de R qui, & une telle fonction f, associe sa primitive nulle en
0.

On a le lemme suivant :

Lemme 1. ]

Soit f une fonction intégrable sur R. Alors :

VneN, VzeR, J'(f)(z)= /x E=" ¢ at.
0

n!
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T AT
PREUVE : Pour n € N, soit P(n) la propriété « Vo € R,  J" 1 (f)(x) = / ="
0

Montrons-la par récurrence sur n € N,

o f()dt ».

Initialisation : Si n = 0, on obtient la définition de J(f), de sorte que P(0) est vraie.
Herédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) l'est aussi.
Soit € R. On a, d’apreés P(n) :

x —t)"

n+1 ) = x(
T(f) (@) /0 f(t)at.

n!

)n—i—l

Soit g : & — /0 %f(t)dt.
_ t)n+1

€T
Soit, également go : (z,y) — / (32 f(t)dt, de classe C! sur R2.
0

n+1)!
Pour tout x € R, on a alors g(z) = go(z, x).
D’aprés la régle de la chaine, g est dérivable sur R et, pour tout z € R :

dgo dg0
’ _
Jg(z) = 5 (z,x) + ay (z,x)

B Tn+1)(z—t)"
—0+/0 CES A

= /x Mf(t)dt
0

n!

= J"(f)(2).

En intégrant, il existe ¢ € C tel que pour tout = € R, g(z) = J""2(f)(z) +c.
En évaluant en x = 0, on obtient :
c=0,

ce qui prouve P(n + 1).
Conclusion : Pour tout n € N :

x—t)"

vreR, JU(f)(@) = /x( F(#)dt.
0

n!

On rappelle la définition d’un polynéme d’endomorphisme ci-dessous :

'_[ Définition 3. Polynémes d’endomorphismes. |

N
Soit E un espace vectoriel. Soient P = Zaka € C[X] un polynome de degré N € N, ainsi

k=0
que v : £ — E un endomorphisme de E.

On définit alors ’endomorphisme P(u) par :

N
P(u) := Zakuk,
k=0

ot1, pour tout k € N*, u¥ désigne la composition de u par lui-méme k fois, et u® = Idg.
Si P =0, alors P(u) est 'endomorphisme nul de E.
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N
Lorsque [ = Zaka € C[X] et E = C[X], cette définition permet alors de définir l'opérateur

k=0
N

f(D) = Zaka. Plus précisément :
k=0

N
VPeClX], f(D)P=> a,P"®.
k=0

Par exemple, si f =1+ X, alors pour tout P € C[X], f(D)P = (1+ D)(P)=P+ P’

Le lemme suivant énonce l'inversibilité de f(D) lorsque le coefficient constant de f n’est pas nul :

Lemme 2. Inversibilité de f(D). |

J

N
Sif= Zaka € C[X] tel que ag # 0, alors 'endomorphisme f(D) de C[X] est inversible.
k=0

PREUVE : Soit P € C[X] tel que f(D)P = 0.
N

Alors, ZakP(k) = 0. Le degré du polynéme de gauche est donc —oo, et comme ag # 0, c’est aussi

k=0
le degré de P puisque c’est le seul polynéme de degré maximal de la somme.

Donc P = 0, ce qui prouve que f(D) est injective.

Ensuite, f(D) est un endomorphisme de C[X], mais aussi de C,[X] pour tout n € N. Comme la
restriction de f(D) a C,,[X] (qui est de dimension finie) reste injective, elle est surjective et donc, pour
tout P € C[X], en notant n = deg(P) :

3Q € Cu[X],  f(D)Q = P.
Cela prouve la surjectivité de f(D), et donc f(D) est inversible. O

Avant de passer a une proposition importante, il nous reste a montrer le résultat suivant :

,_[ Lemme 3. ]

Pour tout n € N, on a :

" o1 \n—ko .
— k! n

et :
1/ om miemn! (20— k
(14 D)) = (1S () xk
k=0

n

En outre, ces polynémes sont & coefficients entiers et de degrés n.

\.

PREUVE : Soit n € N. Par la formule du bindéme de Newton généralisée, on sait que, formellement,
pour tout o € R :

+o00
(1+X)* = 1+Zo‘(a_1)"l;:'(o‘_k+1)xk.
k=1 )

2023 - Magistére 6 Institut Fourier



Louis DUCONGE Meémoire - Théorémes d’Hermite-Lindemann et de Lindemann-Weierstrass

Donc, poura=-n—1:
1L Xx)y "t — 1 +OO(_n_1)(_n_2)"'(—n—k})Xk
(1+X) = +Z o
B rn+1)n+2)---(n+k) 4
- HZ ;] X

- io(_nk (k . ”) X*.

k=0

Donc : N
= kE+n
1+ D) =) (-1)F D*.
(1+D) k:()( )< i >

Or, pour k € N, on a :

n! . .
Dk(X”): n(n—l)---(n—k+1)X”k:(n_k>!X ko sik<n
0 sinon
Donc :
400
A+t = S () prae
Yo"y
= k+n n!
= S o
() e
. et [(2n — k\ n!
- (o)
= (D) Rl o — kN
B prd k! ( n >X

De méme, on a :

+o0
D Y (A (O]

et donc :

(-1+D)™™t = (-1)™la1-p)—"t
+oo k:—i—n

_ _1\n+1 k

= (-1) kz()( i )D.

Il vient, par des calculs similaires aux précédents :

(=14 D)"L(X") = n+1z <2n— > x*k

Cela achéve la preuve. O

2023 - Magistére 7 Institut Fourier
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On montre alors la proposition fondamentale suivante, qui est le résultat clé de cette sous-section :

_[ Proposition 1. Approximation de e* par des rationnels. |

J

Soit n € N.
—+00
Alors, il existe des polynémes A, B,, € C,[X] non tous nuls et R, : v — Z ck;rk, tous
k=2n+1

uniques (& la constante multiplicative commune prés ca,4+1 # 0, choisie arbitrairement), tels
que :
Vz € R, Bp(z)e” + An(z) = Ry(x).

Plus précisément, on a :

(2n + 1)! z2n+t
n! n!

1
Ve € R, Ry(x)=cont1 / (1 —t)"t"e* dt.
0

\.

n “+00
PREUVE : Notons B, = Zkak = Zkak (en posant by = 0 si k > n).

k=0 k=0
Pour tout x € R, par produit de Cauchy, on a :

() E5) - B
k k! kL
k=0 k=0 k=0

k
by
avec, pour tout k € N, ¢ = 27'
— (k—20)!
n
L’existence de A,, = Zaka € C,[X], de B, et de R, vérifiant 1'égalité :

k=0
Ve e R, Bp(z)e® + A,(x) = Ry(x)
équivaut donc, par unicité du développement en série entiére au voisinage de zéro, au systéme suivant :

k

b
Vk € [0; 7], Zﬁﬂlk:o
=0 ’
n b bl
=0 ’

qui est un systéme linéaire de 2n + 1 équations dont les inconnues sont les 2n + 2 coefficients de A,, et
B,,. L’ensemble des solutions est donc une droite vectorielle, ce qui prouve l'existence de A, et de B,

a une constante multiplicative commune prés (qu’on peut choisir arbitrairement).
+oo

Soient donc A,, B, € C,[X] ainsi que R, : © — Z crx” tels que :
k=2n+1

Ve e R, Bp(z)e" + An(x) = Ry(x).

Soit x € R.
En dérivant n + 1 fois, on obtient, grace a la formule de Leibniz et le fait que deg(A,) < n :

n+1 n
> () B = R ),

k=0

2023 - Magistére 8 Institut Fourier
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¢’est-a-dire, formellement :

(14 D)™ (B,)(z) = RID(2)

n

“+o00
= Z crk(k—1) - (k —n)zk !
k=2n-+1
+o0o
= > et (C+n+1)(0+n)- (0 +1)a!
l=n
- (+n+1) N
= Zcz+n+1T
{=n ’
+o0o
- cka:k
k=n
~ k ! ~ 2 1)!
ou, pour tout k > n, ¢ := ck+n+1HZ'+)’ etonadc, = C%ﬂw £ 0.
! n!
Donc :
+oo (_1>k —+o00
@+ DB =Yt = (S ().
k=0 k=n

avec (1 + D)"*1(B,) un polynéme de degré deg( B,) <n.
Donc le terme de droite ne peut pas avoir de coefficient non nul devant z"*!. Par ailleurs, 2" ! n’a
aucun coefficient, et le coefficient de x™ est ¢,.

Cela permet d’écrire :
(1+ D)""Y(B,)(z) = éa™ (1)

Ainsi, comme (1 + D)™+ est inversible par le lemme 2 :
By = ép(1+ D) " HX™),
ce qui donne la forme de B,, d’aprés le lemme 3 :

o= (=Dl 2n — kN
Ba=a) —— 7, )%

k=0

et deg(B,,) = n.

De la méme maniére, en dérivant n + 1 fois s — A, (s)e™* :

A, = Cn( 1+ D) n—l(Xn)’

d’ot, grace au lemme 3 :

A, = i "HZ <2n—> X

et deg(A,,) = n.
De plus, grace a (1) :
R{HD(@) = (14 D) (By) (@) = Gae”
D’apres le lemme 1 :
Ru(z) = J"'D""'R(x)

= G J " (s s™ef) (1)

_ Cj _ p\ngn t

= s (x —t)"t"e"dt
~ ol

= & (x — zu)" (zu)" e xdu,
n! 0

2023 - Magistére 9 Institut Fourier
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par le changement de variable t = zu, dt = xdu.

Donc :
2+l

1
Ry(z) = &—rF, / (1 —u)"u"e™du.
n. 0

Cela donne la forme de R,. O

Remarque 1. ]

La preuve montre en fait que pour tout n € N, A, et B,, sont de degrés exactement n.
De plus, les formules prouvées pour x € R précédemment sont encore valables pour x € C.

On a ainsi construit des suites (Ay,), (By), (Ry) correspondant aux polynomes et & la fonction de
I’énoncé de la Proposition 1 et telles que, pour tout n € N :

deg(A,) = deg(B,) =n — o0,

n—-+00
et telles que, pour tout z € R, lim R,(z)=0.
n—-+0oo

Cela permet de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 4. |

Pour tout a € Q*, e* ¢ Q.

PREUVE : On reprend les notations de la proposition précédente. Soit n € N.
Pour tout x € R, on a :

on + 1)1 2t
Ry (x) = 02n+1( o )

1
/ t"(1 —t)"e™dt.
0

n!

n! d . - (2n+1)!
m, € sorte que ¢ = C2n+1T

les polynémes du lemme 3, & coefficients entiers.

On choisit alors copt1 = =1, et donc que A, et B, soient

1
Déja, / t"(1 — t)"e™dt est 'intégrale d’une fonction continue strictement positive sur ]0; 1[. Elle
0
n’est en outre pas nulle, et donc si  # 0, R, (z) # 0.
De plus, pour ¢ € [0;1], on a [t"(1 — )| < 1, et |e!*] < el L elol.
Ces deux derniers points permettent d’écrire, lorsque x # 0 :

|$|2n+1

0 < |Rn(2)| < te,

n!

Soit m € N*. Raisonnons par 'absurde en supposant que €™ € Q; on note e™ = 2, ol p €Zet
q
q € N*.
Le choix de cop41 et le fait que A, et B, soient & coefficients entiers permettent d’affirmer que
Ap(m) et Bp(m) sont des entiers. En multipliant I'égalité B, (m)e™ + A,(m) = Ry,(m) par ¢, on
obtient :

qR,(m) € Z.
Donc :
m2n+1
0 <qR,(m)<q o e™.
2n+1
Or, lim ¢ e™ = 0, ce qui contredit le fait que, pour tout n € N, ¢R,(m) soit entier (cf.

n—+o00 n!

Théoréme 3).
Donc e™ ¢ Q.

2023 - Magistére 10 Institut Fourier
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Maintenant soit a = £ ¢ Q*, ou p € N* ¢ € Z*. Si e était rationnel, alors (e®)? = eP le serait
également.

Mais d’aprés le cas précédent, comme p € N*, eP ¢ Q.

Donc :

Va € Q", €*¢Q.

Une autre application de cette approximation de e (si x est rationnel non nul) est U'irrationnalité
de 2 (donc de ) :

Théoréme 5. |

2 ¢ Q.

PREUVE : Soient n € N et x € C. On a montré que :

p2ntl ol
Ry (x) = c~n/ (1 —t)" " e dt. (2)
n! 0
Par le changement de variable u =1 —¢, du = —dt :
g2l ol
Ro(a) = 65— / (1 t)rmer(-Dgg. (3)
n. 0
2
En calculant <<()—;() »
g2+l pl emt 4 em(l—t)
Ra(w) = &% /0 (1o e
2+l ol a(t—3) o x(1-t—3)
& 62/ (11—t 2t “at
n! 0 2

ou ch est la fonction cosinus hyperbolique.
Maintenant, pour tout x € R, on a :

By (z)e” + Ay (x) = Ry (). (4)

Donc :

En multipliant par e®, on obtient :
Ap(—x)e® + Byp(—x) = e Ry (—x). (5)

Connaissant Ry, on sait que e* R, (—z) = —Rp(z) (cf. (3) ci-dessus).
En calculant «(4) + (5) » :

Ve €R, (Bp(z)+ An(—2x))e” + Ap(x) + Bp(—x) = 0.

2023 - Magistére 11 Institut Fourier
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Si & — Bp(x) + An(—x) n’est pas identiquement nulle sur R, alors sur R privé d'un nombre fini de
points (qui sont les racines de B, (X) + A,(—X)), on a :

o — _An(x) + Bn(—2)
By(z) + Ap(—x)

Mais I'exponentielle n’est pas une fraction rationnelle (son comportement en 'infini ne le permet
pas). Donc, pour tout x € R, By (z) + An(—z) = 0, ce qui conduit au fait que B, (X) + A, (—X) est
le polynéme nul.

On évalue R,, en x = im, en prenant, comme précédemment, ¢, = 1. On obtient :

Ry (im) = (_;!)niz' /01 t"(1 —t)"ch ((t — ;) iﬂ) dt,
avec, pour tout ¢ € [0;1] :
(- D) ir) e[~ 1)) = st

Soit A, := Ap(X) + An(—X). En repartant de (4), comme B, (z) = —A,(—x) et ¢™ = —1 :

Ap(ir) = Ry(im) = ﬂw%ﬂ / 1 £7(1 — )" sin(rt)dt. (6)
n! 0

Comme l'intégrande dans (6) est strictement positive sur ]0; 1], on a R, (im) # 0.
Maintenant, raisonnons par 'absurde en supposant que 72 soit rationnel. Il existe (p,q) € Z x N*

tel que 72 = Zj.
q

Le polyn6éme A, est de degré au plus n et a coefficients entiers (pour la constante ¢, choisie
précédemment). En outre, en évaluant en i7 et en multipliant par ¢", on obtient que :

q"R,(im) € Z*.

Par (6),
oan+l  pl
q"R,(im)|] < g nl sin(7t)|dt
[
n. 0
(lg|m*)"
S O
ou C' > 0. )
) N o (lg|m=)" No . .
On a montré que 0 < |¢"¥ Ry, (im)| < 07| —+> 0, avec ¢ Ry, (i) qui est un entier, pour tout
n. n—-+o0o
n € N. Cela est absurde.
Donc 72 est irrationnel. O
'_[ Remarque 2. ]
J B

Ce résultat a été démontré pour la premiere fois par Legendre (qui a utilisé une méthode simi-
laire), en 1794 [4].

Cela prouve en particulier que 7 est irrationnel, méme si cela avait déja été démontré auparavant
par Lambert dans les années 1760 [3].
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I.2 Une généralisation : une somme d’exponentielles.

Avant de passer a la transcendance de e* (pour x algébrique non nul), on va généraliser le résultat
clé de la sous-section précédente.

Pour cela, on se donne m € N*, p1,..., py € C deux & deux distincts et ny,...,n, € N. On pose
en outre :
m
Ny +1:=> (ng +1).
k=1
,_[ Lemme 4. ]

Soient n € N, A € C et P € C[X]. On pose :
Ve eR, f(z)=e P(x).

Alors :
Ve eR, [ (x) = D"(f)(x) = (A + D)"(P)(x).

PREUVE : Soit z € R. D’apres la formule de Leibniz :

n

J"@) = Z(Z)A’“e”ﬂ“)(x)

k=0
" /n
_ Az k p(n—k)
= e AP
> (3 )rr b
k=0
= eM()\ + D)"(P)(x).
O
On a la proposition suivante :
_[ Proposition 2. ]
Il existe des polyndémes Pl[m}7 . ,P,[nm] € C[X] non tous nuls, de degrés au plus ny, ..., ny, res-
“+o00
pectivement, et une fonction R, : © —— Z ck’mxk , tous uniques (a la constante multiplicative
k=Nnm

commune prés cy, 1 7 0), tels que :

Vz € R, ZPILm] (2)eP = Ry ().
k=1

Plus précisément,

(m] - X
vk € [1;m], B = Nileny 1] [(or = pe+ D)7
—1 ng:
£k

et si m > 2, alors en posant Ay, (z) = {(t1,...,tm) € (RL)™ | t1+-- -+t =2} pour x € R, on
a:

Vz € R, Rm( ]\71'01\717 /m(x H (nk epkt’“> dty...dty,—1.
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Remarque 3. |

J

Avant de commencer la preuve, notons qu’on a déja traité le cas particulier ot m = 2, ny = no
(et donc No = 2n; 4+ 1), p1 =1 et pa = 0 dans la sous-section précedente.
De plus, la démonstration montrera que les P,Lm] sont exactement de degré ny.

PREUVE DE LA PROPOSITION : L’existence de ces polyndmes et de R,, provient du fait que 1’égalité

de la proposition équivaut & un systéme linéaire de N équations dont les inconnues sont les N + 1
coefficients des P,Em}, pour k € [1;m] (I'ensemble des solutions étant une droite vectorielle).

Soient donc Pl[m], . ,PJnm} € C[X] de degrés au plus ny,...,n,, respectivement, et :
—+00
Ry, :x—> Z ck,mxk
k=Npm,
tels que :

Ve eR, > P"(2)e"" = Rp(a).

k=1
On peut réécrire R, sous la forme :
_l’_
R, :z+— g Chom———,
U Npy!
k=N,

ol pour tout k = Np,, Crm 1= Ni!cpm-
Soit x € R. D’une part, en utilisant le lemme 4, on a :

pnm+l (e(Pk—Pm)QUP]Lm] (2))

NE

D"+ Ry ()e ")

T

1

A oy = p + D) (B (@)

I
NE

B
Il

1
-1
= Y elrmemizglml (),

3

i
I

ou, pour k € [1;m], QLm] = (pr — pm + D)”m“'lPkEm} (nulsik=m: D”m“PJnm} = 0, puisque Pr[nm] est
de degré n,,).
D’autre part :

+o0 k
_ ~ T _
D"erl(Rm(a?)@ Pm:v) — pnmtl Z Chom |€ PmT
Np!
k?:Nm
+oo xk
_ nm+1 [ =~ —PpmT
Z D (Ck’mNm!e )
k=N,
—+00 'E
k:,m —PmT Nm+1 k
= Zﬁep (=pm + D) (")
k=N, "
o0 ~
B Z Ckom—1 L
= N 1%
k=N, 1 m—1

ou les ¢y, 1 sont des constantes, avec ¢n,, m = CN,,_;,m—1-

Comme, pour k € [1;m — 1], px — pm # 0, on a deg( Lm]) = deg(P,Lm]) < ng.
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On pose, par ailleurs :
Vo €R, Sp_1(z) = D" (R, (z)e Pm).

Les ka] et Sp—1 forment donc une solution du probléme au rang m — 1, ce qui donne 'idée de

faire une démonstration par récurrence pour expliciter les P,Lm] et Rn,.

Pour m € N*, soit H(m) la propriété : « Pour tout nq,...,n, € N et pour tous nombres complexes
deux & deux distincts p1,...,pm, On a :
m
- 1 X
vk e [;m], P =ana[[(ok —pe+ D)
=1 ng:
£k

et,sim>=2:
mong
Vr € R, Rm(x) = EN1,1 / H <k‘€pktk> dty...dtym—1 ».
A () hel ng:

Initialisation : Si m = 1 (et donc N1 = ny) et p; € C, on rappelle que :

+0o0
Vz € R, Pl(l)(x)epl’” = Z cpaz”.

k=n1

La somme de droite commence donc par un terme de degré n1. A gauche, en développant, on obtient
une somme commencant par un terme dont le degré est celui du dernier coefficient non nul de Pl(l).

Par identification, Pl(l) est donc un monéme de degré ny, qu’on peut directement expliciter :

Xxm

(1) ~
P = e XM = v
!

et, pour tout t € R, sim=2,on a:

Si(z) = D"2+1(R2(x)e_”2z).
I1 vient :
Ro(x) = P2 Jm2tlg, (2).
Par le lemme 1 :

Ry(z) = e2* /0 ’ Msl(t)dt.

TZQ!
Mais on a aussti :

+oo E
— o)z (2) k1 k
Si(x) = elPr=r2) QY (x) = Z AL
1-
k=N,
avec CN,,2 = CNj 1-
ny
. C . ) e e 2)  ~ .
Par un raisonnement similaire au début de l'initialisation, on a Qg ) = CNy 1~y ce qui donne :
ni:
xT n n
r—1)"? Ve ¢
Ro(x) = ef?* 7( ) el ”2)tcN1,1—dt
0 nQ! n1!
xT n n
~ x—1)"? _ t'
= Cny 1 7( ) er2@—t)eprt” gy
0 ’I”LQ! n1!

e

_ gNll/ L2 opititpatzgy
) 1no!
Az (x) ning:

en écrivant que to = x — t1, pour t; € [0; x].

Cela achéve linitialisation.
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Hérédité : Soit m € N* (m > 2). Supposons que la propriété H(m — 1) est vraie, et montrons que
H(m) Vest aussi.
Soient ny,...,n,m € N, et soit k € [1;m]. On a :

B = ok = pm + D) Q), 7)

On pose alors P(m b Qk Ak = pr — pm- On rappelle que :

m—1
Vr €R, Sp(x) = D" (R, (x)e ") = ZQk(a:)e)‘kx.
k=1

Alors, on a vu que deg(P,gm_l)) < ng. De plus, les P,gm_l) ne sont pas tous nuls, et 5,1 est une
fonction développable en série entiére dont les Ny, — (ny, + 1) — 1 = N,,—1 — 1 premiers coefficients
sont nuls.

(m=1)  plm-1)

Les polynomes P; ..., P, et la fonction S,,—1 vérifient donc :

m—1
Ve eR, Y Qn(z)eM” = Sp_1(x).

On peut alors appliquer I'hypothese de récurrence, H(m — 1), pour écrire que :

( D m—1 Xk
) m-1) _ ~ —ng—1
VkE[[l,m—l]], Pk _Cvalgl_[l(pk_pZ—i_D) " Tk'
£k
Grace a (7) :
X
vk e [l;m—1], P™ ]_chlﬂ (pk — pe+ D) =
=1 Mk
£k

Le cas k = m se traite en changeant ’ordre des polynomes P,£m] (par exemple, en échangeant les

roles de Pl[m] et P,%m]), ce qui donne la forme de P,[nm]

souhaitée.
Il reste a calculer R,,. Soit = € R, et on suppose que m — 1 > 2.

On applique une nouvelle fois H(m — 1) pour avoir la forme de S,,—1 :

Sm—1(x) = ¢y 1 /Am o ni;I (

nk

Wk) dty ... dty, .
On sait que :
Sp_1(z) = D" YR, (z)e m®).

Donc :
Ry (z) = ePm® Jmmtlg o (x).

D’apreés le lemme 1 :

Rp(x) = em* /I wsm 1(t)dt

(z—t)"m B )t
CNl, / / efm® H 7'8 Pk—pPm )tk dtl ... dt,,_odt.
Am—1( m' ng!

k=1
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On pose t,, = ¢ — t, dt,,, = —dt. On obtient :

tnm m—1 s m—1
Ry(z) = —cny1 / /A t " ”mxH (nkk epktk> He Ptk Qs .. dtyy—odtm,
m— 1 Tr— m

k=1

tnm m—1 tnk
= CNj1 / / et 1] <’“'epktk> e~ Pt Ftm1)qe, At _odty,
0 TN+ el ng:
t1t+t+Htm—1=T—tm -
Vke[l;m—1], x>0

tnm m—1 tnk
= ENl 1 R epm® H Lepktk e—pml‘epmtmdtl Lo dty,—odtm—1
’ T nyg!

t1+- At tm=x k=1

Vke[[lm] >0
= CNl7 / H ( €’oktk> dtl . dtm_gdtm_l.

On a montré que H(m) est vraie.
Conclusion : Pour tout m € N* et k € [1;m],

(m] m 1ch
By =cnia | | (pr = pe+ D)~ ng!’
=1 ’
O£k

et si m > 2, pour tout z € R,

R,.(x) =¢ / ( epktk> dty...dt,—
Ny,1 .Am(a: H nk 1- 1

Cela donne la forme des P [m} et de R,, O

Remarque 4. |

J

Les formules qui viennent d’étre démontrées pour x € R sont également valables pour = € C.

I.3 Le cas réel du théoréme.

La généralisation de la sous-section précédente va permettre de démontrer le cas réel du théoréme
1

Nyl

d’Hermite-Lindemann. On garde toutes les notations précédentes, et on prend cy, 1 =

On a le lemme suivant :

Lemme 5. Majoration de |P,£m](1)|.

1
Soit m € N*. On note M :=1+ max — . Alors:
1<k<t<m |p — pe|

Vk e [1;m],  |P™(1)] < (M +1)2m,

PREUVE : Soit k € [1;m]. En utilisant la Proposition 2 :

m
g1 X
P = Lok = pe+- D)7 2
=1 Ng:

O£k
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Par une méthode similaire & celle employée dans le lemme 3, on a, pour tout £ € [1;m] avec £ # k :

e B B D —MNy 1
(ok —pe+D)" 1 = (pr—po)™™ 1(1+ )
Pk — pe

= (pk —pe)™™" 12 <p+ne> (pkl_)p)p

- §<_1>p<p+w> o
p ) (pr — pe)retrtl

p=0
D’ou :
X7
P
Xk = p+ny < nyg! )
(= pes D) Y
! pz% p ) (pk— po)retrt!
ng! XD
n
_ Z’“(_Dp <p+mz> (ni, —p)! ! :
_ ng+p+
= P (pk — pe)™et?
M
p=0 p ) (e —p)pi — pe)etPtt’
Pour tout x > 0, on obtient :
ng Nk ng—p 1 ne+p+1
(Pk—f’HD)_”‘_lm;‘ s <p+w> e ( >
ny! =\ op S (n=p)t o \lo =l
ng _
< <p+ne> (CC"’“ p)' o Npretpl
p n—p):
p=0
-1 ne—12"
< (M'-D)™
nk'
Par produit :
m n
[m] _ _ ng—1L "
el = TTfioe o oy
04k
m $n
-1 ng—1
< o=y
04k
-5 net)
/=1 xnk‘
< (Mt oDy e T
ny!
avec :
m m
(ne+1) = Y (ng+1)—mp—1
=1 =1
£k
= Np+1—np—1
= Nm — Nk
Donc : -
P ()] < (M7 = Dy
nk!
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Maintenant,
ng .
(a1 = Dy T MNm—nkz<Nm —me— 1 +P) ar
! = P (n —p)!
Nk (Nm> N -
< Z MHNm nk+p$nk P
p

p=0

Comme M > 1, on on a M~ < 1. En évaluant en 1, il vient :

] S~ (N

p=0 p

/AN VAN /AN
7N VR VR
= =
3 > 3
N——— 3 N———
= = &
Z 3
: = i
1 = <
+
=
S

/AN
no
=

+ —
=

3
~

=

&

3

<

N
=1

Finalement :
[P )] < (M + 1)V,

O

Avant de passer a la preuve du théoréme d’Hermite-Lindemann, on introduit la notion d’entiers
algébriques :

’_[ Définition 4. Entiers algébriques. |

Soit z € C. On dit que z est un entier algébrique lorsqu’il existe P € Z[X]| non nul unitaire tel
que P(z) = 0.
On note O l'ensemble des entiers algébriques.

_[ Proposition 3. Structure de O. |

O forme un sous-anneau de C.

PREUVE : % Déja, 1 € O (étant racine de X — 1 € Z[X]).

Ensuite, soit z,y € O, et on se donne P (resp. @) un polynome a coefficients entiers, annulateur
de = (resp. y).

Soient 1, ..., x, les racines de P et y1,...,yn les racines de @ (comptées avec multiplicité).

* Montrons que z +y € O : On pose :

n

Ri= [ X —(@i+y))=]]X ).
1<i<n =1
1<g<m
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On a R(x +y) = 0, et R est unitaire (puisque @ l'est) Montrons que R € Z[X]. Pour cela, on
considére le polyndéme & plusieurs indéterminées :

n

S(X, X1,...,X,) = HQ(X — X;).

i=1

Pour k € [1;n], on note ), := Z Xi, ... Xj, le k-ieme polynéme symétrique élémentaire.
1<i1<..<insn

S est un polynéme symétrique en les X;. En appliquant le théoréme de Newton sur les polynémes
symeétriques & S € Z[X]|[X1,...,Xy], on a donc :
S € Z[X][X1,. ., Xp], S(X, X1, X)) =85, 0,)

Les relations entre les coefficients de P € Z[X] et ses racines donnent en outre que :

Vie [Lin], > ,(x1,...,2,) € Z.

Comme S est a coefficients dans Z[X], il vient que les coefficients de S(X,z1,...,x,) = R sont
entiers.

R est donc & coefficients entiers, et cela prouve que z +y € O.

* Montrons que xy € O : Si x =0, xy = 0 € O (car racine de X).

Sinon, on peut supposer que P n’est pas divisible par X (c’est-a-dire qu’il n’a aucune racine nulle).

n
X
A= H (X —zy5) = fo@ (%) .
1<i<n =1
1<jsm

On peut alors poser :

xy est racine de A, qui est unitaire. Montrons que A € Z[X]. A cet effet, on considére encore une
fois le polynome :

- X
B(X,X1,...,Xn) = [[X7Q (X) .
i=1 v

B est un polynéme symétrique en les X;.

En appliquant une nouvelle fois le théoréme de Newton sur les polynémes symétriques, le méme
raisonnement aboutit au fait que les coefficients de B(X,x1,...,x,) = A sont des entiers.

A est donc a coefficients entiers, et cela prouve que xy € O.

Comme —1 est un entier algébrique, O est un sous-anneau de C. O

_[ Remarque 5. ]

Dire que z € C est un entier algébrique signifie que z est algébrique sur Q et que son polynéme

minimal II, est & coeflicients entiers.

En effet, si II, € Z[X], z est évidemment un entier algébrique.

Réciproquement, si z est un entier algébrique, il existe P € Z[X] tel que P(z) = 0.

Mais P € Q[X], donc II, divise P (dans Q[X]).

Toutes les racines de II, sont donc racines de P; ce sont en outre des entiers algébriques.

Par les relations coefficients racines, et grace a la proposition précédente, les coefficients de I,
(qui sont rationnels) sont aussi des entiers algébriques.

Enfin, soit x € Q un entier algébrique. On écrit z = P sous forme irréductible, avec p € Z et
q
geN".OnadoncpAqg=1.
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n
Il existe Q = quXk € Z[X] unitaire (c’est-a-dire ¢, = 1) tel que Q(x) = 0. Or :
k=0

Qr) =0 < Z%ﬂfk =0

k=0

n
= Y apf"F =0
k=0

n—1
k n—k—
= qup"=—q) pr¢"
k=0

Donc ¢ divise ¢,p", avec p A ¢ = 1. Par le lemme de Gauss, g divise ¢, = 1. Ainsi, ¢ = 1, ce qui
prouve que x = p est un entier.

On vient de montrer que si un rationnel est un entier algébrique, alors c’est un entier. En
appliquant cela aux coefficients de II,, on obtient que I, € Z[X].

Passons au lemme suivant :

Lemme 6. ]

Sip1,...,pm sont algébriques, alors :
[1] W existe ¢ € N* tel que, pour tout (k, ) € [1; m]? avec k < £,

est un entier algébrique ;
Pk — e
[2] Pour tout k € [1;m], le nombre nk!quPILm](l) est un entier algébrique.

PREUVE : [1] Soit (k,£) € [1;m]? avec k < £. On sait que pg — py est algébrique.

Donc est algébrique.

Pk — pe
s

a
Sill:= prXp € Q[X] est son polynéme minimal, en notant m, = b—p (fraction irréductible) pour
p=0 P

X
p € [0; s]), avec a, € Z et b, € N*, alors on pose gy := ppem(by, ..., bs), de sorte que gy, (11 <) est
q ”
a coefficients entiers et unitaire, et s’annule en ﬂ.
Pk — Pt
Cela prouve que Okt est un entier algébrique.
Pk — Pe
En posant maintenant ¢ := H g ¢ € N*, on trouve que € O par produit d’entiers

1<K/ <t'<m Pk = pe
algébriques, pour tout (k, /) € [1;m]? avec k < /.

[2] Soit k € [1;m]. On a, en utilisant les calculs du lemme précédent :

Ny plm] [ & p+ne nylgNm
nelg™m P =[] Z<—1>p< )

o\ p ) (k= p)pk — po)metrt!
04k
ny! n ny!
Soient £ € [1;m[\{k} et p € [0;n%]. On a ﬁ € N, donc (—1)? (p—i]—) Z) ﬁ € N. C’est
k—DP): k—P)
donc un entier algébrique.
qn[-i-p-i-l
Le point précédent donne le fait que o — € O, donc (or — po)c il également. Comme ny > p,
ona Ny, =2ns+p+1, et donc d e 0.

(o — pe)retptl
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Par somme puis par produit, nk!quP,Lm](l) est un entier algébrique. O

Définition 5. ]

Soient K un corps, ainsi que L une extension de K de degré fini sur K. Si o € L, on appelle

conjugués de o les racines du polynéme minimal II, de a sur K. On les notera oV, ..., o) si
s = [L : K] (avec des éventuelles répétitions).

On passe & la démonstration du théoréme dans le cas réel, qu’on rappelle ici :

Théoréme 1. Théoréme d’Hermite-Lindemann, cas réel. ]
J

Si a € R* est algébrique non nul, alors e® est transcendant.

PREUVE : Soit a € R* un nombre réel algébrique non nul. Raisonnons par ’absurde en supposant que
e est algébrique.

Soit K := Q(a, €*) un corps de nombres, dont on note h := [K : Q] le degré sur Q. On suppose, sans
perte de généralité, que 'extension de corps K/Q est galoisienne (quitte & remplacer K par sa cloture
normale).

Pour tout x € K de degré s € N*, on pose :

Tl (p)
:= max (|z\?]),
ol = max (12
ot les z(P) sont les conjugués de x, avec notamment z() := z.
On prend alors m = h + 1 et, pour k € [1;m], px = (k — 1)a. On pose également :

n:=mny,=--=ny, N,
m
de sorte que N, = Z(nk +1)—1=m(n+1)—1.
k=1
Pour tout k € [1;m], on a P,gm)(l) € K. De plus, comme e est algébrique, les e?t = (e%)F~! aussi.

On rappelle que :
Ran(1) = YA e =3 ™M)
k=1 =1

et donc R (1) € K.

Soit gg € N* 'entier donné par le lemme 6, ¢’est-a-dire tel que pour tout k € [1;m], nk!qéVmP,Em)(l)
est un entier algébrique.

De plus, pour tout £ € [1;m], il existe g, € N* tel que gge”? est un entier algébrique.

m
On pose alors ¢ := H(M. Les ge”* sont alors des entiers algébriques, donc les (jN’"Plgm)(l) aussi.
=1
En notant g := ¢qo, on obtient que pour tout k € [1; m], n!quP,gm)(l)ePk est un entier algébrique.
m

Posons &, := nlg"¥™ R,,(1) = n!quZPIEm}(l)epk. R, (1) étant U'intégrale d’une fonction positive
k=1
ne s’annulant pas sur un ouvert de A;,(1), on a :
Riy(1) # 0.

Alors, &, est un entier algébrique dans K par somme de produits d’entiers algébriques, et il est non
nul car R, (1) # 0.
Soit Ilg,, le polynéme minimal de &, (de degré s € N*). On sait que :

N(&m) == [[6W¥ = (1)L, (0).
k=0
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Comme &, est un entier algébrique, IT¢,, est a coefficients entiers, donc N (&) € Z.
On a de plus N(&y,) # 0, car sinon, Il¢,, est divisible par le polynome X et n’est donc pas un
polynéme non nul annulateur de &, # 0 de degré minimal. Par conséquent :

IN(&m)| = 1. (8)

On majore également |R,,(1)| grace & son expression trouvée dans la sous-section précédente :

m
ePktk
IR,(1)] < / H(’ ")dtl...dtm_l
m(l) el ng.
m Lol
' / dty...dty—1
e Vet S Am (1)
in: |0k
ek:l
<
m
H nk!
k=1
Donc : .
> ekl

c’est-a-dire :
[m| < Cont™",
ou Cy > 0 est une constante ne dépendant pas de n.

Soit Gal(K/Q) le groupe de Galois de 'extension de corps K/Q (qui est, rappelons-le, galoisienne).
Pour tout o € Gal(K/Q), on a :

o(&m) = nlg™> (P (1))o(e)
k=1

= nlg"> o (B (1)) (e
k=1

Pour tout k € [1;m], en réutilisant les calculs du lemme 4 et en utilisant le fait que o est un automor-
phisme de corps :

o (P (1) < (M + 1)
1

ou M, > 1 est une constante dépendant de o (plus précisément, des o <||
Pk — Pt

exemple My = M).
Or, comme K/Q est de degré fini, Gal(K/Q) est de cardinal fini. De plus, les U(Plim](l)) (pour

o € Gal(K/Q)) sont les conjugués de P,Lm](l).
On en déduit :

) , avec par

|1y < o,

ou C > 0 est une constante ne dépend ni de k, ni de n.
Par conséquent, pour tout o € Gal(K/Q),

o(Em)] < g™ o (PI(1))]o(e®)[F !
k=1

m—1

< nlg™m ey o (e
k=0

< n!quC'{Vméh
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|o(e)|™ 1
ou O = lo(e?)| — 1
m sinon
Comme N, =m(n+1) — 1, et comme Gal(K/Q) est de cardinal fini :

silo(e?)| =1
lor(e?)] > 0 est une constante ne dépendant pas de n.

&m| < nIC3,

ou (5 > 0 est une constante ne dépendant pas de n.
Ainsi, en utilisant le fait que s < h :

IN(&m)] [T

k=0

—s—1

[&ml [&m]

crHps—1omnp—h
Cy

n!h—s-‘rl

Cy

n!’

INININ

N

ou ('3 > 0 est une constante ne dépendant pas de n.
Donc, a partir d’un certain rang, on a 0 < |N(&y,)| < 1, ce qui contredit (8).
e® ne peut donc étre un nombre algébrique : il est transcendant. O

I.4 Le cas général du théoréme.

Cette sous-section vise a démontrer le cas complexe du théoréme d’Hermite-Lindemann. Pour cela,
on va ajuster la preuve du le cas réel, sachant que la plupart des expressions manipulées dans R restent
encore valables dans C.

Le probléme dans la preuve est de montrer que &,, # 0, ce qui vient du fait que R,,(1) # 0 : le cas ou
e® est réel donne une intégrale d’une fonction positive non nulle, ce qui permet de conclure. L’objectif
est donc de montrer qu’il existe bien une fonction R,,, pour certains ny, qui verifie R, (1) # 0.

On considére donc m € N* et n € N*. On pose également :

n si ke [1;4]

Ve e |1; Vk € |1; =
[1;m], [1;m],  nee {n—l sike[t+1;m] ’

ainsi que :
m

Vel e [1;m], Npye:= Z(n;ﬁg —1)—1=mn+/¢-1
k=1
D’aprés la proposition 2, pour tout ¢ € [1;m], il existe Pl[ng], o ,Png € C[X] tous non nuls, de degrés
+oo
N1¢s .-+ Mg TESPectivement et une fonction Ryp:x— Z ck,m,gxk, tous uniques (& une constante
k:N'm.,@
multiplicative pres), tels que :

Ve e [1;m], VzeC, ZPILZL] (x)e’*™ = Ry, o().
k=1

On note alors :

Ap = det(Mp) = > S(J)HP(E’EE])J

c€Cm, i=1
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le déterminant de la matrice M,, := (PI%])ME[[l;m]] € M, (C[X]), ou € est I"application signature.

On a le lemme suivant :

,_[ Lemme 7. ]

Pour i € [1;m], soit A, ; le cofacteur & la ligne m et a la colonne i de la matrice M,y,. Alors :

V2 €C, Ap(x)= Apmi(@)Rmi(z)e ™.
i=1
PREUVE : Soit x € C. On a :
i s -
Ap(z) = qu,?f (z) P27,721' (z) P2TZ'1(93
plmnl () bl pl]
m,l(x) m,2($) m, (J“)
On va calculer ce déterminant grace a des opérations élémentaires sur les lignes (les L;) et les
m—1
colonnes (les C;). On effectue V'opération L,, +— e’™*L,, + Zep’“ILk, ce qui donne :
k=1
1,1 (z) 1,2 (z) ml(x)
P () Pl . P
Ap(x) = e Pm?
Ze”kxP[Tn] (x) ZepkrP[m] (x) Zep’“xP[m] ()
k=1 k=1 k=1
P P . P
| PP@ B B@)
Rm,l(l‘) Rm72(CL‘) e Rm73(.’E)

le facteur e~#™% venant du fait que, dans 'opération élémentaire qui a été réalisée, on a multiplié L,,
par e’m%.

Enfin, on développe par rapport & la derniére ligne :

Ay (z) = e Pm? (ZAmz(w)Rmz($)> )
i=1

ce qui achéve la preuve. O

Rappelons une derniére fois, pour le prouver dans le cas général, le théoréme d’Hermite-Lindemann :

Théoréme 1. Théoréme d’Hermite-Lindemann, cas général. 1
J

Si a € C* est algébrique non nul, alors e® est transcendant.

PREUVE : Soit 0 € &,,. On sait que pour tout i € [1;m], on a :

io(i 1;4]
dea(P™ Vom0 si o(i) € [1;
eg( 0(1)71) Mo (i).i { n—1 sio(i) € i+ 1;m]
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Si o # Id, alors il existe ig € [1;m] tel que o(ig) > ip, et donc deg(P[m] ) < n. Par conséquent, :

o(%0),i0
T pl)
m
deg <HPU(Z,)7Z.> < nm.
i=1
Si o =1d, alors :
m m
deg (HP%]m) = deg (HPJ? ]> = nm.
i=1 i=1
Par conséquent, tous les termes de la somme de A, sont de degrés au plus nm, et il n’y en a qu’un

qui est égal & nm. Donc :
deg(A,,) = nm.

Montrons maintenant que A, est un monoéme. D’aprés le lemme 7, on a :
m
Ve €C, Ap(x) =Y Api(x)Rpi(z)e .
i=1

Chaque R,,; est développable en série entiére avec les N, ; —1 = mn 414 — 2 > mn — 1 premiers
termes nuls. C’est donc également le cas pour A,,. Comme c’est un polynéme de degré nm, il vient
que c¢’est un monéme :

Ivm € C, Anp= ,menm’

avec Yy # 0. Or :
Ap(1) =3 A i(1) R i(1)e ™" = # 0.
=1

Il existe donc i € [1;m] tel que Ry, (1) # 0.
En considérant, pour cet entier ¢, les polynémes Pk[zl] et la fonction R,,; dans la preuve du cas

réel du théoréme d’Hermite-Lindemann vue précédemment, bien que les degrés des P,LT;L] ne soient pas
les mémes (soit n, soit n — 1, ils ont les mémes propriétés asymptotiques), on conclut que le théoréme
reste vrai dans le cas complexe. Le point important est que Ry, ;(1) # 0, et la preuve est similaire au
cas réel. O

Remarque 6. |

Le théoréme d’Hermite-Lindemann a été démontré en 1882 par Lindemann |5|, généralisant la
méthode d’Hermite lorsqu’il a démontré que e était transcendant [2].

Pour terminer cette section sur le théoréme d’Hermite-Lindemann, voici une application de celui-ci :

Théoréme 6. ]’

7 est transcendant.

PREUVE : Par ’absurde, supposons que m soit algébrique. Alors, im est algébrique par produit de
nombres algébriques.
D’aprés le théoréme d’Hermite-Lindemann, €™ = —1 est transcendant, ce qui est absurde. O

_[ Remarque 7. ]

J

Le fait que 7 soit transcendant cloét le probléme de la quadrature du cercle, qui consistait a
construire un carré de méme aire quun disque donné a la régle et au compas |[5].

Cela imposait de pouvoir construire & la régle et au compas un segment de longueur /. Or, il est
possible de montrer que tout nombre transcendant n’est pas constructible 4 la régle et au compas.
Comme 7 est transcendant, /7 aussi, ce qui montre que ce nombre n’est pas constructible ainsi.
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IT Le théoréme de Lindemann-Weierstrass.

Ce théoréme généralise, en quelques sortes, le précédent.

Dans cette section, on se référe au livre de Shidlovskii [7].

On va rappeler I’énoncé de ce théoréeme, mais tout d’abord, on va introduire la notion d’indépen-
dance algébrique.

II.1 L’indépendance algébrique.

Définition 6. (In)dépendance algébrique.

Soient z1,...,z, € C et K un corps. On dit que z1, ..., z, sont algébriguement dépendants sur
K lorsqu’il existe P € K[X7, ..., X,]\{0} tel que P(z1,...,2,) =0.
On dit que z1,..., 2, sont algébriguement indépendants sur K lorsqu’ils ne sont pas algébrique-

ment dépendants sur K.

Par exemple, si z; est algébrique, alors pour tout zs,...,2z, € C, 2z1,..., 2, sont algébriquement
dépendants sur Q : il suffit de prendre P(Xy,...,X,) = I1,,(X1).
Par contre, ce n’est pas parce que z1,...,2, sont tous transcendants qu’ils sont algébriquement

indépendants sur Q : par exemple, 7 et — sont transcendants, mais le polynéme P(X,Y) = XY —1 €
T

1 1
Q[X,Y] vérifie P <7T, > = 0. w et — sont donc algébriquement dépendants sur Q.
s v

Remarque 8. ]

De maniére analogue au fait d’étre algébrique, si z1,...,2, € C, alors ils sont algébriquement
dépendants sur Q si, et seulement sl existe P € Z[ X1, ..., X,]\{0} tel que P(z1,...,2,) =0.

On a le lemme suivant, qui permet de confondre la notion d’indépendance algébrique sur Q et sur

Q:

Lemme 8. Indépendance algébrique sur Q et sur Q.

Soient 21, ...,2z, € C. Alors, z1, ..., 2, sont algébriquement indépendants sur Q si, et seulement
s'ils sont algébriquement indépendants sur Q.

PREUVE : Le sens réciproque est direct, puisque Q C Q.

Par contraposée, supposons qu'il existe P € Q[X1, ..., X,] tel que P(z1,...,2,) = 0.

Soit K le corps de nombres engendré par les coefficients de P. On peut supposer, quitte a prendre
la cloture normale de K, que K/Q est une extension de corps galoisienne. On pose :

Q= J[ P eKX,.. X
ceGal(K/Q)

ou, pour tout o € Gal(K/Q), les coefficients de P, sont les images de o par les coefficients de P.
Le terme o = Id du produit permet d’affirmer que Q(z1, . .., z,) = 0. Montrons que @ € Q[X1, ..., X,].
Soit w € Gal(K/Q). On a une correspondance bijective entre Gal(K/Q) et :

Gal(K/Q)w := {ow|o € Gal(K/Q)} C Gal(K/Q),
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donc ces ensembles sont égaux. Par conséquent :

Qw = H Paw

o€Gal(K/Q)

= H P,

o' €Gal(K/Q)

pu— Q_
Cela signifie que pour tout w € Gal(K/Q), les coefficients de @ sont des points fixes de w. Ils sont
donc tous rationnels, ce qui montre que z1, ..., 2z, sont algébriquement dépendants sur Q.
Ceci démontre le sens direct du lemme par contraposée. O

I1.2 Le théoréme.

Rappelons I'énoncé du théoréme de Lindemann-Weierstrass :

Théoréme 2. Théoréme de Lindemann- Weierstrass. ]

Soient agq,...,a, € C des nombres algébriques linéairement indépendants sur Q. Alors,

e* ..., e“ sont algébriquement indépendants sur Q.

Pour le prouver, on aura besoin de deux lemmes. Voici le premier :

,_[ Lemme 9. ]

Pour m € N* et N € N, soient ,u?v,m (resp. fin,m) le nombre de m-tuples (ki, ..., ky) vérifiant

m m
Zki = N (resp. Zkl < N). Alors :
i=1 i=1

N -1 N
Vm e N*, VN eN, ,u(]]\,,m:< m > et ,uN,m:< —I—m)‘

m—1 m

. J

PREUVE : Soient m € N* et x €] — 1;1[.

m

Zki = n}, de sorte que ,u(])\,ym = card(Lp,m)-

Pour tout n € N, on note I, ,, := {(kl, ooy k) €NT
i=1

Déja, on a :

+o00 m
(an> = (1—-x)™™
n=0
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Par le théoréme de sommation par paquets, comme (2™),cn est sommable, on a aussi :

+oo m
n=0

(klv--,km)EN’m

-y x

n=0 (k’1,...7km)eln,m
+o0

o 0 n

- Eﬂn,mx‘
n=0

Par conséquent :

- 0 n RS n+m—1 n
Vo €] —1;1], Z/‘n,mx :Z mo1 )

n=0 n=0
Par unicité du développement en série entiére au voisinage de 0, on a égalité des coefficients, ce qui

permet d’écrire :

N+m-—-1
m—1 '

YNEN, .= <

Ensuite, si N € N et k = (ki,...km) € INm, alors ki + -+ kp—1 = N — ky, € [0; N]. Donc :

N
(k1,... km—1) € |_|Ii,m71-
=0

N
Réciproquement, si (ki,...,kn—1) € |_|Ii7m_1, alors il existe ¢ € [0; N] tel que :
i=0
k1+"'+km—1 = 1
= N—(N—1i),
avec N —i € [0; N]. Il vient :
3 € [0;N], k14 +kn1+i=N,

et (k‘l, ey k1, Z) € IN,m-
On en déduit que :

MS)V m card(INm)

N
= card <|_|Ii,m_1>

1=0

N
= anrd([im,l)
i=0

N
= Zug,m—l
i=0
= HUNm—1-
Donc :
N + m)

0
HMNm = K =
m N,m+1 ( m
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Et voici le deuxiéme :

Lemme 10. Equivale