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1 Introduction

Il y a plus de 2000 ans, Euclide a donné une démonstration simple de l'infinité des
nombres premiers. En effet si on suppose qu’il existe un nombre fini de nombres premiers
et que 'on note ces derniers pq, ps, .., p, on remarque que ’entier pips...p, + 1 est divible
par un nombre premier p. On a alors p qui est égale & un des p;, ce qui est absurde car on
obtient que p; divise 1.

On peut alors se demander par exemple si les suites (4n+3),en et (4n+1),en comportent
une infinité de nombres premiers. Plus généralement on peut se poser la méme question
pour les suites de la forme (an + b),en 0ot @ et b sont des entiers naturels non nuls. Une
condition nécessaire evidente est que a et b soient premiers entre eux. En revanche il
n’est pas évident que cette condition soit suffisante. On peut essayer d’utiliser la méthode
d’Euclide pour montrer que si a et b sont premiers entre eux la suite (an + b),cy comporte
une infinité de nombres premiers. Cette méthode consiste a supposer que py,...,px est la liste
finie des nombres premiers congrus & b modulo a et a construire S € Z[X] tel que S(p;...px)
soit divisible par un nombre premier p = b (mod a) et pour tout j € [1,k], p # p;, ou
bien parvenir a une autre contradiction.

Essayons cette méthode pour les suites (4n + 3),en et (4n + 1),en, On commence par
(4n+3),en. On suppose qu’il existe un nombre fini de nombres premiers congru a 3 modulo
4, on les note py, ..., pr. On pose m = 4pyps...pr— 1 (ce qui correspond au choix S = 4X —1).
On remarque que m n’est ni divisible par 2 ni par un des p; (sinon 1 serait divible par 2
ou un des p;). Soit p un diviseur premier de m. On écrit p =4n+roun € Net 0 <r < 3.
On ne peut avoir r = 0 ou r = 2 sinon 2 diviserait m. De plus r est différent de 3 sinon
cela voudrait dire que un des p; divise m. On en déduit que tous les diviseurs premiers de
m sont de la forme 4n + 1. Si on écrit la décomposition de m en facteurs premiers, on en
déduit que m est congru & 1 modulo 4. Ce qui est absurde car m est congru a 3 modulo 4
de part I'expression de m. On en conclut qu’il existe une infinité de nombres premiers de
la forme 4n + 3.

Montrons que le polynome S = 4X? + 1 convient pour la suite (4n+ 1),en. On suppose
qu’il existe un nombre fini de nombres premiers congrus a 1 modulo 4, on les note py,..,px.
On pose m = 4p?...p7 + 1. En procédant comme dans exemple avec la suite (4n + 3),en,
on montre que tous les diviseurs premiers de m sont de la forme 4n 4+ 3 avec n € N. En
effet, on se donne p un diviseur premier de m que 'on écrit p = 4n +r ou n € N et
0 <7 < 3. On ne peut avoir r = 0 ou r = 2 sinon 2 diviserait m. De plus r # 1 sinon
un des p; diviserait m. On a donc bien p = 4n + 3. On se donne p un nombre premier qui
divise m, p s’écrit 4n + 3 avec n € N. On note ¢ := 2p;...p, = VM — 1 et on remarque que
c est premier avec m (car m n’est ni divisible par 2 ni par un des p;). On en déduit que
¢ est premier avec p. On peut donc appliquer le petit théoréme de Fermat et on obtient
™2 =1 (mod p). On en déduit que (M — 1)1 =1 (mod p). Or on sait que M = 0
(mod p) d’ou (M — 1)>"1 = —1 (mod p). Ce qui est absurde.

On a montré que la méthode d’Euclide fonctionne pour les deux exemples. Néanmoins
cette méthode ne se généralise pas pour a,b > 1 premiers entre eux. Un théoréme de
Murty-Schur ([4] et [5]) montre que la méthode d’Euclide fonctionne si et seulement si



b> =1 (mod a). Par exemple pour a =5 et b = 3 on a a et b qui sont premiers entre eux
mais on n’a pas b> = 1 (mod a). Il nous faut une autre méthode pour obtenir le théoréme
de Dirichlet démontré dans [3] en 1837.

Théoréme 1. Soit a et b deux entiers premiers entre entre eux. Il existe une infinité de
nombres premiers congrus a b modulo a.

La preuve de Dirichlet est inspirée de 'argument suivant, donnée par Euler en 1737
pour montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers. Euler commence par montrer

nS I p—87

n=1 p premier

pour tout s > 1. Il remarque ensuite que le membre de gauche tend vers +oo quand s
tend vers 17, donc aussi le membre de droite, ce qui montre que 1’ensemble des nombres
premiers est infini. Dirichlet considére C,; I’ensemble des nombres premiers p congrus a b
modulo a et montre que

lim — = +o00.

s—1t S
peca,b p

On a alors que C,; est nécessairement infini.

Dans un premier temps nous allons introduire les séries de Dirichlet puis les caractéres
de groupe. Ces deux notions permettront de définir les séries L de Dirichlet qui sont au
coeur de la preuve du théoréme 1.

2 Séries de Dirichlet

2.1 Definition et résultats

Définition 1. On considére (ap)nen une suite a valeurs dans C. On appelle série de Diri-

chlet toute série de la forme 3, -, %2.

Dans cette partie, on va étudier la convergence de ce type de série. Pour cela, on
commence par rappeler quelques lemmes utiles. On admet le premier.

Lemme 1. Soit U un ouvert de C et f une fonction de U dans C. On suppose qu’il existe
(fn)nen une suite de fonctions holomorphes de U dans C qui converge uniformément vers
f sur tout compact inclu dans U. (On dira que la suite (f,)nen converge compactement
vers [ sur U.) Alors f est holomorphe sur U et pour k € N la suite (f,gk))neN converge
compactement vers f(k) sur U.



Lemme 2. (Lemme d’Abel) On se donne (a,)nen €t (bp)nen deuz suites de nombres com-
plezes. On pose pour tout entier m < p,

hS]

Am,p - ap,

n=m

et pour tout entier m < m/’,

m/
Sm’m/: E anbn.
n=m

On a alors pour tout entier m < m' — 1,

-1
Sm,m’ - Z Am,m’<bn - bn—l—l) + Am,m’bm"

Dans la suite, on note pour tout o € [0, 5[ et sy € C,
Usy(a) ={s € C | R(s — s9) > 0 et |arg(s — so)| < a}

et
Us ={2z€C | R(s) > R(s0)}

Proposition 1. (Serre [1, pp.110-114]) i) Soit (an)nen une suite a valeurs dans C bornée.

La série de Dirichlet f(s) =312 % est alors absolument convergente pour R(s) > 1.

an

g oo o N
i) On suppose que ) = =z converge avec sy € C. Alors la série Y, -, % converge
uniformément sur Uy (a) pour tout o € [0, 5.

i1i) Si f converge pour s = sq, elle converge sur Uy, et f est holomorphe sur Us,.
iv) On se donne (ap)nen une suite a valeurs dans C. On suppose qu’il existe K > 0 tel
que pour tous entiers m < p,

p

>

n=m

| Ay p| == <K.

La série de Dirichlet ano . est alors convergente pour R(s) > 0.

v) Soit (ay)nen une suite a valeurs réelles positives et p € R. On suppose que f converge
sur U, et que f peut étre prolongée en une fonction holomorphe au voisinage de p. Il existe
alors € > 0 tel que f converge sur U,_..

Par exemple, pour le point i), la fonction de Riemann ((s) = . L converge pour

n=1 ns
R(s) > 1.



2.2 Preuves

Démonstration du Lemme 2. On a pour tout m’ > m + 1,

Sm,m’ = Z anbn

= ambm + Z (Am,n - Am,nfl)bn

n=m-+1
m/ m’'—1
- ambm + E Am,nbn - E Am,nbn—i-l
n=m+1 n=m

—1
- Z Am,m’a)n - bn+1) + Am,m’bm’)

ce qui termine la preuve. O

Démonstration de la proposition 1. i) On sait qu’il existe M positif tel que Yn > 0, |a,| <
M. Mais alors Vs € C, R(s) > 1,

+00 a, +o0 M

n=1 n—

ii) On commence par traiter le cas so = 0. Soit a € [0, 5[, s € Up(ar) et ¢ > 0. Si
R(s) =0 alors s =0 et il n’y a rien a montrer. On considére donc que R(s) > 0 et on note

|s] < 1

s = z +1y. L’hypothese signifie alors que = < @) T k. En effet si on écrit s = |s|e? on

a
Isf sl _ 1 P
r  |s|cos()  cos(f) ~ cos(a)

On sait que la serie Z::(’) a, existe, donc il existe m un entier tel que pour tout m’ > m

on est
“+o00

> an| <

n=m’

DN ™

Puis pour tout m’ > m,

m/
E a,| <e.
n=m

On pose pour tout n entier strictement positif b, = 1/n°. En reprenant les notations
du lemme d’Abel on a pour tout m’ > m + 1,

m/—1
Sm,m’ = Z Am,m’(bn - bn—i—l) + Am,m’bm’-
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donc pour tout m’ > m + 1,

m’'—1

|Sm,m’| S Z |Am,m" |bn - bn+1| + ’Am,m’bm’|-

n=m

Or pour tout entier naturel non nul n,

1 1

n®  (n+1)*

n+1
S
dt ‘
/n ts—i—l
n+1 |$|
S/ tr+1 dt
n

En utilisant ceci et la majoration |A,, /| < €, on obtient pour tout m’ > m + 1 :

m’'—1
Is| /1 1 1
Smm’ < —\ T T T\, AN
| ) |—;€$ ne (n_l_l)x +e (m/):r:
m’—1
ls| /1 1
< P =
_1;718:6 n®  (n+1)* e

En passant a la limite pour m’ on en déduit que que pour tout p > m,
+oo

Qn
D

n=p

<e(k+1).

Donc la série ) ., %2 converge uniformément sur Up(cr). On retourne au cas génaral avec
so € C. On pose pour tout entier naturel n, a;, = 2. Soit s € Uy (), on prend h tel que

s = 8o + h. On sait que ), ., a, converge, que h € Up(a) et

+oo +oo

>y
ns nh’

n=1 n=1



On est ainsi ramené au cas précédent, ce qui achéve la preuve.

iii) Pour 0 < o < %, on a que f converge uniformément sur Uy, (c) d’aprés la proposition
précédente. En combinant ceci avec le lemme 1, il vient que f est holomorphe sur Uy, («).
En remarquant que U, = Uae[o,g[ Us, (), on en déduit que f est holomorphe sur U, .

iv) En utilisant le point 77) on peut supposer s réel. D’aprés le lemme 2, on a pour tout
m' >m+ 1,

1
Sm,m’ - Z Am,m’(bn - bn—i—l) + Am,m’bm"

D’ou pour tout m’ > m + 1,

m’'—1

|Sm,m’| S Z ‘Am7m’| |bn - bn+1| + |Am,m’bm’|

n=m

m'—1
< K (Z (bn - bn—f—l) + bm’)

< Kb,
K

< —.
_ms

En particulier la suite des sommes partielles (S,,),>1 est bornée. On se donne donc ¢ une
extractrice telle que la suite (Sy(n))n>1 converge vers un [ € C. Mais alors pour tout n > 1,

|S<p(n) — Snl = |Sn+1,so(n)|
K

— — 0.
- (n+ 1)3 n—-+0o

On en déduit que > a,/n® existe et vaut [.

v) On commence par traiter le cas p = 0. Par hypothése on peut se donner £ > 0 tel
que f se prolonge en une fonction holomorphe sur D(1, 1 + 2¢). Par abus de notation, on
notera f ce prolongement. Par le lemme 1, on a pour tous p > 0 et s € Uy,

+00 a
fP(s) =Y (=In(n)P—=

ns’
n=1

En particulier,

fP(1) = (-1 Y In(ny =,



D’aprés la formule de Taylor, on a alors

f=) =3 S+ (=171 )
i;o 1 = an
=3 A==ty ;lﬂ(n)pg
+oo 1 +o0 a
— 5(1 ey In(n)"—=
p=0 1" n=1
+00 a 400 1
=2 2 ey M
n=1 p=0""
2 4
= Z - exp((1+¢)In(n))
.
— 2o

Dans (1), on utilise le théoréme de Fubini pour les fonctions positives. Ceci montre que la
L. “ . L o
série Zn21 <z converge. On peut alors conclure grace au point #i7) de la proposition 1.
On revient au cas général ou p € R. On pose pour tout n € N*, a; = ?2. On considére
/
alors la série de Dirichlet 2@1 Z—’; qui converge pour s € Uy et se prolonge en une fonction
holomorphe au voisinage de 0. On est ainsi ramené au cas précédent, ce qui acheve la

preuve. 0]

3 Caractéres des groupes abéliens finis

3.1 Définition et résultats

Définition 2. Soit G un groupe abélien fini. On appelle caractére de G tout morphisme
X : G — C*. L’ensemble des caractéres de G muni de la multiplication forme un groupe

noté G et que l’on appelle le dual de G. De plus on note G le dual de @, appelé le bidual
de G.

Dans la suite on note pu, 1’ensemble des racines n-iémes de 1'unité et |E| le cardinal
d’un ensemble .

Remarque. Soit G un groupe abélien fini de cardinal n. Tout caractére de G est a valeurs



dans p,. En effet si g € G, on a

(9")

x(9)" = x
x(1g)
1.

On a donc que G est inclus dans I'ensemble des applications de G dans p,, qui est de
cardinal n". En particulier G est fini.

Proposition 2. (Serre [1, pp.104-105]) Soit G un groupe abélien fini et H un sous groupe
de G.

i) Tout caractére de H se prolonge en un caracteére de G.

ii) On o |(G/H)| = |GI/|H].

iii) Le groupe G a méme cardinal que G.

iv) L’application

e G— G
x— e(x)
avec
e(z): G —C*
X — x(z)

est un isomorphisme de groupe.

Proposition 3. (Serre [1, pp.105-106]) (Relations d’orthogonalité) Soit G un groupe fini
de cardinal n € N*.
i) Si x est un caractére de G, on a :

n six=1ga

> xlg) =

geG 0 sinon.

i) Sige G, ona:
n sig=lg

ved 0 swon.

3.2 Preuves

Démonstration de la proposition 2. i) On raisonne par récurrence sur l'indice de H dans
G.Si|G:H)=1onaG = H et iln’y arien a montrer. Soit H un sous groupe de G tel que
|G : H] > 2. On se donne y un caractére de H et x € G\ H. On note n le plus petit entier
strictement positif tel que 2™ € H (il existe car /¢! = 1). Comme C est algébriquement



clos on sait qu'il existe w € C tel que w™ = x(z™). On note H' le sous groupe engendré par
x et H. Montrons que H' = {hx*| h € H, a € Z}. Comme H' est stable par produit on a
pour tout a entier et h € H, ha® € H'. On obtient donc une inclusion, pour la deuxiéme il
suffit de montrer que {hz?| h € H, a € Z} est un sous groupe de G qui contient = et H.
Bien str cette ensemble contient H et x et pour tout (hy, he,a1,a2) € H 2 % 72, en utilisant
que G est abélien, on a

hiz™ (hox®) ™' = hihy'a®™ % € {ha®| h € H, a € Z}.
On a donc bien H' = {hz®| h € H, a € Z}. On pose maintenant

x: H —C*
hz® — x(h)w"

Montrons que X est bien définie. Soit (h, hy) € H? et (a,a;) € Z? tel que ha® = hyz®. On

a donc hy'h = 27 € H. Par définition de n, il vient que n divise a; — a donc il existe

k € Z tel que a; — a = nk. Mais alors on a :

x(hyth) = x (a7
x(h1) "' x(h) = x(a"")
x(hi) " x(h) = x(2")
x(h1) "' x(h) = w™
x(h1) " 'x(h) = w™ e

Donc y(h)w® = x(h)w®. Ainsi Y est bien définie. On a Y qui est un caractére de H’ car
pour (hy, ho,ay,as) € H? x Z?, en utilisant que G est abélien, on a :

(hll’al hg[L’ )

h Ia1+a2>
h) ai+az
)X (ho)w*

Jw* X(h2)

hyx® )X(hgx 2).

X(hy
= x(h
= x(hy
= x(hy

I
=

(
(
(
(
(

De plus on remarque que x coincide avec x sur H et donc Y est un caractére de H' qu1
prolonge x. Puis comme [G : H'] < [G : H], il vient par hypothése de récurrence que Y se
prolonge en un caractére de G.

i7) On considére le morphisme

p:G— H
X'—>X\H

10



D’aprés le point i) de la proposmon 2, on a que p est surjectlf donc d’apres le premier
théoréme d’isomorphisme on a G/Ker(p) qui est isomorphe a H. Donc

B LS | H]|

[ Ker(p)]

On considére alors le morphisme

¢: Ker(p) —>CT/7{
X — o(x)

o(x): G/H — C*
T — x(x).

Montrons que ¢(x) est bien définie. Soit = et y des éléments de G tels que z = y. On
ay 'z € H donc comme xy € Ker(p) on a x(y~*z) = 1. On a donc bien x(z) = x(y).
Montrons que ¢ est bijective. Soit x € Ker(p) tel que ¢(x) = 1. On a alors pour tout
z € G, ¢(x)(Z) = x(x) = 1. Ainsi x = 1 et donc ¢ est injective. Si maintenant on se donne
Y un caractére de G//H on pose

x:G—C*

On a x € Ker(p) et ¢(x) = X. Ce qui montre que ¢ est surjective et donc ¢ est bijective.
En remplagant |Ker(p)| par |(G/H)| dans I'égalité
G ~
B LS
[ Ker(p)]
on obtient le résultat.

i11) On commence par traiter le cas ot G est cyclique. On se donne z un générateur de
G et on note n le cardinal de G. Montrons que I'application

w:é—>,un
X — x()

est un isomorphisme de groupe. On a bien que v est un morphisme. Montrons que v est
injectif. On se donne y un caractére de G tel que x(x) = 1. Soit ¢ € GG, comme x est un
générateur de G il existe un entier k tel que g = z*. Mais alors

x(g9) = x(2*) = x(2)* = 1.
Ainsi y = 1 et donc ¥ est injectif. On se donne maintenant w € p, et on pose
x: G—C"
o* s w”

11



On remarque que x est un caractére de G et 1(y) = w. Ainsi ¢ est surjectif et est donc
bijectif. On en déduit que |G| = || = n. On retourne au cas général G abélien fini. On
raisonne par récurrence sur |G|. Le cas |G| = 1 est évident. On suppose que |G| > 2. Si G
est cyclique, on a le résultat d’aprés ce qui précéde sinon on se donne z € G différent de 1
et on note H le sous groupe engendré par x. On a donc H un sous-groupe strict de G non

trivial. Mais alors d’aprés 'hypothése de récurrence on a |(G/H)| = |G/H]| et |H| = |H]|.
On en déduit le résultat avec le point i7) de la proposition 2.
iv) Déja e est bien un morphisme de groupe. D’apreés le point iii) de la proposition 2 on

sait que G et G ont méme ordre, donc il suffit de montrer que ¢ est injectif. Ceci équivaut
a montrer que si z € G et x # 1 il existe un caractére y de G tel que x(z) # 1. Soit x € G
tel que x # 1, on pose H =< z > et on note d 'ordre de z. L’application

xg: H—C*
22'7ra>
d )

y — exp(

ol a est tel que y = x% est un caractére de H. On sait alors d’aprés le point i) de la
proposition 2 que g se prolonge en un caractére x de G et on a bien y(z) # 1. O]

Démonstration de la proposition 3. i) Si x = 1 le résultat est clair. Sinon il existe g € G
tel que x(g) # 1. On a

X(9) Y x(@) =D x(z)x(9)

zeG zeG
=> xl(gz)
zeG
=> x(x).
zeG
On en déduit que
Z x(x) = 0.
zeG

i1) Soit g € G. On sait que I'application

e: G — G
x— e(x)
avec R
e(z): G — C*
X — x(x)

12



est un isomorphisme de groupe d’aprés le point iv) de la proposition 2. Donc en appliquant

le point i) de la proposition 3 au groupe G et puisque |@| = |G| =n,on a
n sie(g) =1
> elg) () =
ved 0 sinon.

Comme £(g) = 1 équivaut a dire que g = 1 car ¢ est un isomorphisme et en remplacant
e(g)(x) par x(g), on obtient le résultat. O

3.3 Caractéres modulaires

Soit m un entier non nul et x un caractére de (Z/mZ)*. Dans la suite on notera
G(m) = (Z/mZ)*. On a #G(m) = ¢(m) l'indicatrice d’Euler qui compte les entiers de
[1,m] qui sont premiers & m ; méme si ce n’est pas nécessaire pour nous, rappelons que

w(m) :mH(1—1>.

On note P,, I'ensemble des entiers premiers & m et on pose
x: P, — C*
a— x(a),
ou a est la classe de a modulo m. On remarque pour tout a; et a, dans P, )N((alag) =
x(a1)X(az) (bien str ayay € Py,). On prolonge X sur Z en posant x(b) = 0 si b n’appartient
pas & P,,. Par abus de notation, on notera y ce prolongement et on dira que x est un
caractére modulo m. On a pour tout entiers a; et ay 1'égalité x(ajaz) = x(a1)x(az).

On appelle « caractére trivial », le caractére y tel que pour tout n € N*, x(n) =1sin
est premier avec m et 0 sinon.

4 Fonctions L et produits eulériens

4.1 Définitions et fonctions multiplicatives
Définition 3. Soit m € N* et x un caractére modulo m. On note

= X(s)

ns
n=1

L(x,s) =

la série de Dirichlet associée a x, que l'on appelle "fonction L.

Définition 4. Soit f une application de N dans R. On dit que f est multiplicative si f(1) =
1 et si pour tous entiers naturels n et m premiers entre eux, on a f(nm) = f(n)f(m).
De plus on dira que f est complétement multiplicative si pour tout couple (n,m) € N

on a f(nm) = f(n)f(m).

2

13



Par exemple, un caractére modulo m est une application complétement multiplicative.

Dans la suite on note (p,)nen+ la suite des nombres premiers.

Proposition 4. (Serre [1, p.114]) Soit f une application de N dans R bornée.

i) Si f est multiplicative, alors pour tout s € C tel que R(s) > 1, on a

M)

TL

it) Si f est complétement multiplicative, alors pour tout s € C tel que R(s) > 1 on a

n) hs 1
B El 1~ flpa)py® ®)

Le membre de droite de (3) s’appelle produit eulérien.

Démonstration de la proposition 4. i) On suppose f multiplicative bornée. On sait déja,
d’aprés le point 7) de la proposition 1, que la série > o, f(n ) /n® est absolument convergente
si £(s) > 1. On note pour tout n € N*, = {IT, p, a; € N}. Soit s € C tel que
R(s) > 1, montrons par récurrence sur m que pour tout m € N*,

T (<R ()
iﬂl(?% - )

Le cas m = 1 est clair. Soit m € N* tel que la formule soit valable au rang m. On remarque
que

’I’LGNm

“+o00

Ny = U (pfn+1Nm)
k=0

et que cette union est disjointe. Puis par sommation par paquets (licite car la série converge
absolument) il vient

y zzf”pm“

NENmi1 k=0 n€Nm
“+o0
— Z % f(zl) (par multiplicativité de f)
k=0 pm+1 nENm, n

(2 Iz
TH(RTE)

=1



ce qui achéve la récurrence. On a

car pour tout m € N*,

+oo
f(n) f(n) f(n)
; ns nesz ns = n>me ns | m—+oo 0.

On en déduit le produit infini converge et que 1'on a I’égalité (2) souhaité.

i1) On suppose en plus que f est complétement multiplicative. On a alors d’aprés le

() 77 (<= F )
(o)

n=1

point précédent que

Or pour tout entier naturel n > 1,

+oo +oo
fok)  —fn)" 1
,; pre _,; R e ()

On en déduit le résultat.

En particulier lorsque f(n) = 1 pour tout entier n > 1, on a
1

—+00 1 +00
2 s

pour R(s) > 1. Cette identité est due a Euler en 1734. On en déduit qu’il existe une infinité

de nombres premiers : on sait que (voir (7i¢) de la proposition 5)

+oo 1

li — =
Jim Do = oo

donc
+oo
1
lim = 400
s—1t 1-— p,°

La démonstration du théoréme 1 va suivre ce principe.
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4.2 Etude de la fonction zéta
On a déja vu que la fonction ((s) = 37> 1/n® est convergente pour R(s) > 1.

Proposition 5. (Serre [1, pp.116-117])
i) La fonction ¢ est holomorphe sur {s € C | ®(s) > 1}.

it) La fonction ¢ se prolonge en une fontion méromorphe sur {s € C | R(s) > 0}
admettant un unique pole simple en s = 1.

i11) Quand s tend vers 1T en étant réel on a

In(¢(s)) ~ m( ! )

s—1+ s—1
iv) On a
=1 1
Z — ~ In ( >
=y, 51t s—1

(s étant réel ici aussi.)

Remarque : Riemann a montré que ( se prolonge en une fonction méromorphe sur C,
avec un unique pole en s = 1, qui est simple. Ce résultat n’est pas nécessaire ici.

Démonstration. i) On sait que pour tout s €]1,+o00] la série Z:g 1/n® converge. Donc
d’aprés le point 7ii) de la proposition 1, la fonction ¢ est holomorphe sur

Us:={2z€C|R(z) >R(s)}
pour s fixé dans |1, +oo[. Comme

{seC|R(s)>1}= |J U,

s€]1,+00]
on en déduit le résultat.

i1) On note pour tous 0 < a < b, Uyp = {s € C | a < R(s), |s| < b}. On pose

¢ZUO—)C

A N S |
5 ———)dt].
2L Gew))
Montrons que ¢ est définie et holomorphe sur Uy. Soit 0 < a < b et s € U, ;. On note pour

tout n > 1,
fo:nyn+1] — C
1
t— —.
tS

16



Par I'inégalité des accroissements finis, on a pour tout n > 1, ¢t € [n,n + 1],

[fu(n) = fu@ < sup | f(0)[(t —n)

te[n,n+1]

< sup
te[n,n+1]

S
ts+1 )

IN

IN

On a donc pour tout n > 1,

R TS| b
— — — ) dt| <
n ns ts natl
et la série ) # est convergente. On en déduit que ¢ est définie et holomorphe sur
Uap- De plus

Uo=|J Uas:

0<a<bd

donc ¢ est definie et holomorphe sur Uy. On a aussi pour s € Uy,

VCHREICHE S

n=1 n=1 . )
=)+ = (1))
n=1
1
— () -
On a donc pour s € Uy, ]
() = =5 + 609

avec ¢ holomorphe sur Uy. On a donc obtenu le prolongement méromorphe ¢ a Uy.

i7i) On reprend la fonction ¢ de la preuve précédente. On note M = max(2, sup ¢(s)).
s€]1,3/2]

Pour tous a,b > 2 on a In(a+b) < In(a) 4+ In(b). En effet, en passant a 'exponentielle, ceci
revient & montrer que pour a,b > 2 on a a + b < ab. Et en effet on a pour a,b > 2,

ab—a—-b>ab—a—b—(a—2)—(b—2)
>ab—2a—2b+4
> (a—2)(b—2)
> 0.

17



On a donc pour tout s €]1,3/2] (de sorte que -5 > 2),

Comme pour tout s €]1,3/2], on a ¢(s) > 0 par construction de ¢, on a également

In(¢(s))
Py

s—1

ce qui permet de conclure.

iv) On sait d’aprés le point éi) de la proposition 4 que, pour s € C avec R(s) > 1, on a

k=1

+o00 1
- ,; kpyt

18



On en déduit que pour tout s > 1,

n(C(s) = (Z ik>

n=1 k=1 kpn

— f <+§ k;sk> (Fubini-Tonelli car > 0)
5B ()

n k=2

ol
Y [1,+00o[ — R

400 +oo 1
§ Z Z kpsk |-
D
k=2 \n=1 n

Montrons que 1 est bornée. On a pour tout s > 1 et n > 1,

=1 p% 1
kask_z Sk'_l—l/pi_ s (mS

py(pp — 1)

+oo 1

HOED Wiy sy

=1 Pn
Ry 1
; pn<pn - 1)
X1

S -n "

n=2

IN

ce qui montre que 1 est bornée sur [1, +oo[. Comme

s—1t s—1

19



4.3 Etude des fonctions L
L’objectif de cette section est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2. (Serre [1, p.120]) Soit m > 1 un entier et x un caractére modulo m. Si x
est non trivial, on a L(1,x) # 0.

On rappelle que pour a € C, U, = {z € C | R(z) > R(a)}. Si m € N*, on note (¢;)1<i<r
les nombres premiers qui divisent m.

Proposition 6. (Serre [1, p.118]) Soit m dans N* et x un caractére modulo m.

i) Si x est le caractére trivial, on a pour tout s € Uy [’égalité

L(x,s) = F(s)¢(s),

o

it) Si x est le caractére trivial, la fonction L(x,.) se prolonge en une fonction méro-
morphe sur Uy admettant un unique pdle simple en s = 1.

i1i) Si x est non trivial, la fonction L(x,.) est définie et holomorphe sur U.

Démonstration. i) On raisonne par récurrence sur r € N* le nombre de diviseurs premiers
de m. Traitons le cas r = 1. On sait par construction de y que pour tout s € Uy,

B 1
=1
(nym)=1
+o0
1 1
Zn—— >, (5)
= n>1
(n,m)#£1

Or m n’a qu’'un diviseur premier qui est ¢; donc si n € N* on a (n,m) # 1 si et seulement
si n est un multiple de ¢;. On en déduit que pour tout s € Uy,

> = Z

n>1
(n,m)#1

Wh

En injectant cette égalité dans (5) on obtient pour tout s € Uy,
L(x;s) = (L= q;°)C(s).
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On suppose le résultat acquis pour r € N*. On se donne m € N* tel que m posséde r + 1
diviseurs premiers que 'on note (g;)1<i<r+1 et on prend y le caractére modulo m trivial.
On note m’ =[[,_, ¢. On a

1 1 1
- + e — -
(n,m)=1 (n,m’)=1 (n,m’)=1

car on a I’égalité d’ensemble
{n e N"|(n,m) = 1}Uqr+1{n eN* |(n,m') =1} ={n e N* |(n,m) = 1}

et I'union est bien disjointe. Alors on a pour tout s € Uy,

Lix.5)= ) ni

n>1
(n,m)=1
= > o X o
=1 ns = (qTJrln)s
(n,m’)=1 (n,m’)=1
=1t —a)ts) = a TT (1 = @) (s)
=1 =1
r+1

Ce qui achéve la récurrence.

i1) En reprenant les notations du point précédent on a pour tout s € Uy,

L(x.s) = F(s)((s).

Or F' est holomorphe sur Uj et ne s’annule pas en s = 1. De plus ( se prolonge en une
fonction méromorphe sur Uy admettant un unique poéle simple en s = 1 d’aprés le point i)
de la proposition 5. Ce qui permet de conclure.

i11) Soit x un caractére modulo m non-trivial. Montrons que pour tous entiers u < v,

> x(n)

On aura alors le résultat en utilisant les points iv) puis #ii) de la proposition 1 (avec sg = ¢
fixe mais arbitrairement proche de 0). D’aprés le point ¢) de la proposition 3, on a pour
tout u > 1,

<m.

u+m—1

> x(n)=0. (6)

n=u

21



On se donne maintenant v < v des entiers. On pose k£ € N tel que
u+km<v<u+(k+1)m.

On a donc

k—1 [ut+(i+1)m—1 v

- X )+ X

> x(n)

IA
N
=
S

n=u+km

u+(k+1)m—1

Y. Ixn)l

n=u+km
u+(k+1)m—1
oo
n=u+km

< m.

IN

IN

Ce qui permet de conclure. [

Pour m > 1 un entier et ¢ un nombre premier avec m. On note ¢ la classe de ¢ modulo
m, f(q) Vordre de ¢ dans G(m), (q) le sous groupe engendré par q et g(q) = ¢(m)/f(q)
I'ordre du groupe quotient G(m)/(g). Ces notations proviennent du livre de J-P Serre. On
note aussi P,, 'ensemble des nombres premiers qui ne divisent pas m.

Lemme 3. (Serre [1, pp.119-120]) Soit m > 1 un entier et ¢ un nombre premier avec m.
i) On a lidentité polynomiale formelle
I G=x(@1) =1 -1/@),

XEG(m)

i1) On pose
Om: U\ {1} — C
8§ — H L(s, x),

XEG(m)

qui est bien définie et holomorphe sur Uy \ {1} par la proposition 6. On a pour tout s € Uy
I’égalité

1
Pm(s) = H (1 —p-/@s)s’

pEPm

i1i) La fonction ¢, se développe en une série de Dirichlet a coefficients positifs et
convergente sur Uj.
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Démonstration du lemme 3. i) On pose pour tout k € [0, f(q) — 1], wgr = exp (2“”) On a

I'identité
flg)-1

[ ¢-wr)=1-1/9.
k=0

En effet ces deux polynémes sont de méme degré f(q), ont f(q) racines qui sont les wy et
ont méme coefficient dominant. On pose pour tout k € [0, f(q) — 1],

Ay = {XQG/(”T) | X(@:wk}-

Montrons que pour tout k& € [0, f(q) — 1], Ax est de cardinal g(¢q). On commence par
montrer que Ay est de cardinal g(¢q). On considére le morphisme de restriction

—

p: G(m) — (q)
X Xi@)

—

qui est surjectif par le point i) de la proposition 2. On sait alors d’aprés le premier théoréme

d’isomorphisme que G(m)/Ker(p) est isomorphe a (g). On a en particulier

Gm)| _ =
e = @1

On en déduit grace au point iii) de la proposition 2 que

Gm)| _ -
m = |()]-

Donc on a |Ker(p)| = g(q). Or Ker(p) = Ay donc on a bien |Ag| = ¢(q).

Montrons que pour tout k € [1, f(q) —1], #Ax < g(q). Soit k € [1, f( )—1] et a lordre
de wy, dans le groupe des racines f(g)-iémes de 'unité. Si Ay = () il n’y a rien a faire, on
suppose donc que Ay # (. On se donne x; € Ay et on considére 'application

h: Ak — AO
X — G

Si x € Aj on a bien yxi ™' qui est un caractére de G(m) et
hOO)(@) = x(@xa ()" =wi = 1.

On remarque que h est injective donc #Ar < # Ao = g(q). De plus on a

U Ak—GU

0<k<f(q)—
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et 'union est disjointe. On en déduit, a I’aide du point iii) de la proposition 2, que
fla)—1
2 =
On en déduit que pour tout & € [1, f(q) — 1], #Ax = g(g). Sinon on aurait
fl@)-1

PR

On a alors

flg)—1
I (- - ] (H - x(q)T)>

XEG/(-W\Z) k=0 XGAk

fla)—
k=0

f(q) 1
= 1 — wkT)
— 1 Tf(q

i1) On a pour tout s € Uy,

Pm(s) = H L(x, s)

X€G(m)

T 1 N
= H H _ (x est complétement multiplicative)
A\ 1= x(pi)p;

XEG(m)
- 11 (H W) (x(p) =051 p ¢ Po)
XE@ pEP,

1 T .
= H H T (G(m) est fini)

PEPn \xeG(m)

Or, en appliquant le point i) du lemme 3 avec p € P,, (on a alors (p,m) = 1) et T =p~*°
on a

1 1
Il X(p)p= (1= p=/@)sln)”

X€G(m)

Ce qui permet de conclure.
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i1) On va utiliser la formule
1 X fa+n—1 n
=~ 2 ( n )“”

valable pour (a,z) € C? avec |z| < 1. On rappelle que pour tout (a,n) € C x N,

(a+n—1> _ (a+n—1)(a+n—2)..a

n n!

Par le point i7) du lemme 3, on a donc pour tout s € Uy,

om(s) =[] - f(p =11 Z( 1)p_kf(p)s'

pEPM, pEPm k=0

Heuristiquement, si on développe ce produit et que I’on regroupe certains termes on obtient
la somme d’une série de Dirichlet. Montrons ceci rigoureusement. Soit n € N*, on écrit
n = p;t..p;", la décomposition en produit de facteurs premiers de n. Si pour tout j € [1,7],
pi; € Py, et il existe k; € N tel que o = k; f(p;;), alors on pose

_H< Pi;) +k: —1)‘

Sinon on pose a, := 0 (on écrira aussi a(n) au lieu de a, si cela est plus commode). On
note (¢;);>1 la suite ordonnée des éléments de P,,. On reprend le schéma de la preuve du
point ii) de la proposition 2 en posant pour tout n € N*,

N,Q:{ququ k; EN}

j=1
Montrons par récurrence que pour tout » € N* et s € Uy,
ﬁ i 9(a;) +k =1\ _kfa)s) _ N~
k qj - ns ’
j=1 \k=0 neN,.
Le cas r = 1 est clair. Soit » € N*, on suppose le résultat acquis au rang r. On remarque

que
—+00

Ny = U (qu?+1N7/n)
k=0
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et que 'union est disjointe. Si s > 1, on peut appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli dans
(7) ci-dessous car toutes les quantités en jeu sont positives. On a alors pour tout s > 1,

kf(qr+1))

n a(ng,
> %E:: > niéégn (7)

nen.,, k=0 \nen: 031
+00 9(qr41)+k—1
_ E:GA(”ﬁ )
o skf(gr+1)
k=0 \neN. qr—i—

+00 qr+1 )+k— 1
= Z skf qr+1)
k=0 9r41 "EN'
B f g qr+1 )+E— 1 (qj) +k—1 —kf(q;)s
- skf Qr+1) k qj
r+1 0
i .

j=1 \k=0

En particulier, la série )\, %= est absolument convergente pour s > 1. On en déduit
r+1

que cette méme série est absolument convergente pour s € U; et on peut alors faire le
méme calcul pour montrer que pour tout s € Uy,

r+1 0o
an 9(q;) +k =1\ _kqs
T )
nEN;_H j=1 \k=0

ce qui achéve la récurrence. On note

{H ¢! >, k‘jEN}: U ™.

neN*

D’aprés le theoréme de convergence monotone, on a pour tout s > 1,

Za_n: lim —(bm()

ns r—4o00 ns
neA neN/.

an

En particulier la série ) _, %2 converge absolument pour s > 1. On en déduit que cette
méme série converge absolument pour s € Uj, puis par convergence dominée on a pour

tout s € Uy,
an ) Qn
Z o TEEIOO Z o Pm(8).

neA neN,.

Sin € N*\A, on a a,, = 0 par définition. On a donc pour tout s € Uy,

Z“” >

neA
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Démonstration du théoreme 2. On raisonne par ’absurde. On suppose qu’il existe y; non
trivial tel que L(1, x1) = 0. On sait d’apreés le point ii) de la proposition 6 que la fonction
s — L(s,1) admet un unique pole simple en s = 1. Comme L(1, y1) = 0 on en déduit que
la fonction ¢, se prolonge en une fonction holomorphe sur Uy. En reprenant les notations
de la preuve du point 7i) du lemme 3 et en appliquant le point v) de la proposition 1, on
en déduit que la série ) ., %2 converge pour s € Uy. En particulier la série

—+00

i +00 i +0o
Z @(qu(q )) _ Z (g(f )) _ 9(4:)
— q;f(‘h') — qusf(qi) — qff(‘h)

converge pour s > 0. En prenant s = 1/¢(m), on a alors

Comme ’ensemble des nombres premiers et P, ne différe que d’un nombre fini de termes on
en déduit que ), z% converge. Ce qui est absurde par le point iv) de la proposition 5. [

5 Densité de Dirichlet, preuve du théoréme 1

On note P I’ensemble des nombres premiers.

Définition 5. Soit A une partie de P. On dit que A a pour densité de Dirichlet k € [0, 1]

lorsque
m (S5)/ (n(2)) -+
pEA

Soit m € N* et y un caractére modulo m. On pose

fX: U, —C
x(p)
s Y MD)
PEPm p

Quitte a rajouter des termes nuls, on peut voir f, comme la somme d’une série de Dirichlet.
On en déduit, grace aux points ) et ii7) de la proposition 1, que f, est holomorphe sur Uj.
Si a € N* tel que (a,m) =1, on note Cy,, :=={p € P | p=a mod m} et on pose

go: Uy — C

s 3

pECm,a

qui est holomorphe sur U;.
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Lemme 4. (Serre [1, p.122]) Soit m € N* et x un caractére modulo m.

i) Si x est trivial on a

fils) ~ In (3 i 1>'

s—1+

it) Si x est non trivial, f, reste bornée sur un intervalle de la forme 1,1 + ] avec
a> 0.

i1i) Sia € N* tel que (a,m) =1 on a pour s € Uy,

1 -1
ga(S):W Z x(a)™" fy(s).

X€EG(m)
A Taide de ces résultats, on peut montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3. (Serre [1, p.122]) Soit m et a deux entiers non nuls tels que (a,m) = 1.
Alors l'ensemble C., o a pour densité de Dirichlet 1/p(m).
On a en particulier que

lim — = 400,
s—1+ p?
PECm,a

ce qui implique que I'ensemble (), , est infini et prouve le théoréme 1 énoncé dans l'intro-
duction.

Démonstration du lemme 4. i) On se donne x un caractére trivial modulo m. On a pour

tout s € Uy, . .
fx(s) :ZE—ZE-

peP plm

Or d’aprés le point iv) de la proposition 5 on a

De plus Pensemble des nombres premiers qui divisent m est fini donc s — > L est

plm ps
bornée au voisinage de s = 1. On en déduit que

1
fX(S) s;\JlJr n (8 — 1)

i1) Soit x un caractére non trivial modulo m. On va séparer deux cas : L(x, 1) ¢ R~
et L(x,1) € R*. On aura alors traité tous les cas possibles car L(x,1) # 0 d’aprés le
théoreme 2.

On commence par le cas L(x, 1) ¢ R™. Par continuité de s — L(x, s) sur Uy on peut
se donner a > 0 tel que pour tout s € [1,1+4 «f, L(x,s) ¢ R™. On peut alors considérer
s — log(L(x,s)) sur [1,1+ a], ou log est la détermination principale du logarithme qui
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est définie sur C\R™. Pour tout s € [1,1+ a] et i € N*, on a |x(p:;)p; °| < 1. On sait alors

que pour tout s € [1,1+ ] et i € N*, W ¢ R et
1 +o00 ( X
o (o) = (1 = (o) = = Y (- X
1 — x(pi)p; ;; ;;nm
On a pour tout s €]1,1 + af,
+oo 1 +o0o | +oo X
o () | <
2= & ; e
+o0 +o00
<
+o0o +oo
<
B ; n=1 npl
= In({(s)) (voir preuve proposition 5 point iv))

< +00.

On peut maintenant inverser comme bon nous semble la somme indicée par n et la somme

indicée par 7. On a donc la série
1
Ejog(r— (pp; )

qui converge sur |1,1 + «a]. Mais alors pour tout s €]|1,1 + a/,

+00o 1
Li.s) =l v—~=
ill—x@%h

— Hexp (log (1 - X(lpz‘)p )>
= exp ;bg (m)>

—ep (o3
i=1 n=1 g

B e )
n=1 =1 g




avec
g: Uy —C
+oo 400

sHZZ

n=2 i=1

ns‘

np;
Il existe alors k € Z tel que pour tout s €]1,1 + af,

log(L(x, 8)) = fx(s) + g(s) + 2ik.

On a s — log(L(x, s)) qui est continue sur le segment [1,1 + ], donc elle est bornée sur
[1,1+ a]. De plus on reprend la fonction

¥ [l,400[ — R
+00 +oo
o3 (o)
définie lors de la preuve du point iv) de la proposition 5. On sait que ¢ est bornée et pour
tout s €]1,1+ o], [g(s)] < |¢(s)]. On en déduit que g est bornée sur |1,1 + a] et donc f,

aussi.
Si L(x,1) € R* ona —L(x,1) € R™ et on reproduit cette démonstration.

i1i) Soit a € N* tel que (a,m) = 1. On a pour tout s € Uy,

> x@ e = 3 @ Y AT xp

X€G(m) X€G(m) pEPm

-y Y e

pEPm xEG(m)

ZZWP

PEPm \ eG(m)

Orsip € P, on a d’aprés le point ii) de la proposition 3,

> x(@'p) =

XEG(m) 0 sinon.

o(m) sia'p=1

De plus a~'p = 1 si et seulement si p = a si et seulement si p € C,, .. On en déduit que

ZzXGP 90

pEP G( pEC’

ce qui achéve la preuve.
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Démonstration du théoréeme 3. D’apreés le point i) du lemme 4, on peut se donner o > 0
tel que pour tout y non trivial on a f, qui est bornée sur |1,1 + a]. D’apreés le point 4i7)
du lemme 4 on a pour tout s €]1,1 + a,

1?2):@(;) > s (1)

x€G(m)
R O ) S
EETES A WP SRR /r(5)

On sait par le point i) du lemme 4 que

f1(s)

s—1+ ln(ﬁ)

=1.

De plus comme pour tout caractére x non trivial, on a f, bornée sur |1, 1+ ], on en déduit
que

(S w@rhe) S o

x€G(m)\{1}
On a alors .
51—1>I{l+ lfgg) - o(m)
s—1
Ce qui montre que C,,, a pour densité de Dirichlet ——~ ]

w(m)”

On conclut avec quelques compléments qui vont au dela du théoréme de Dirichlet.
On dit que A une partie de P a une densité naturelle ¢ € [0, 1] si

oy Fleed p<ay
v—too #{p € P, p <z} '

(8)

Proposition 7. (Descombes [2, p.256]) Soit A une partie de P. On suppose que A a pour
densité naturelle ¢ € [0,1]. Alors A a pour densité de Dirichlet c.

Démonstration. On pose pour tout n € N*,

fn):=) 1a(k)=#{p € A, p<n}

et
g(n) ==Y 1p(k)=#{pe P, p<n}.
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On sait que ) -, L converge pour s > 1. On en déduit par majoration que les séries

ns

S ooy Ta(n)t et > p=1 1p(n)-5 convergent aussi pour s > 1. On note alors pour tout

s> 1, "
+o0
9=t -3
n=1

peA

et

=St =Y

pEP

On a pour tout n € N* et s > 1,

S La(R)s = F0) + D(FR) — £k - 1)

k=2
n 1 n—1 1
= f(1)+ k)— —
f() kZQf( ) k1f< )(,{:Jr ]
n—1
1 1 f(n)
= > f)(+ - + =
Pt (k: (k+1) ) n
De plus on a pour tout n € N* et s > 1,
fn) o n _ L
ns ns N~ n—+oo

On en déduit que pour tout s > 1, lasérie )°, o, f(n)(:5— ﬁ) converge et sa somme vaut

S4(s). De méme pour tout s > 1, > -, g(n)(55 — (n+1)s) converge et sa somme vaut Sp(s).

On souhaite montrer que

m(2)/ () -

Or on sait d’aprés le point iv) de la proposition 5 que

1
— ~ In ( )
“ Py, st s—1
On en déduit qu’il suffit de montrer que

SA(S) _

s—1+ SP(S)
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Soit € > 0, on sait par hypothése que lim % = ¢ donc il existe ny € N* tel que pour tout

n > no, %—c < . On a pour tout s > 1,
S~ el = g ISa(s) — eSels)
13 ”Z“|f <ni_ (n—il)s)
- f()f 10 = co) (5 = o 77)
_Spsz|f |<nl_(n+1)>
’ s:(s) nifg(”) G-

1 1 1
Sp(s Z’f —cg(n <n5 B 1)5) + Sp(s)ESP<S)

Spl(S Z|f —cgln |<nls B (nil)s) te

Comme Sp(s) o~ In(-%) on en particulier que lim,_,;+ Sp(s) = +o0. On en déduit que

lim

HHSP Z|f ’(%_(nins)zo

Ce qui permet de conclure. ]

En revanche la réciproque de la proposition 7 est fausse (Serre [1, p.126]). Mais il est
tout de meme possible de montrer que pour a,;» € N* I'ensemble C,,, a pour densité
naturelle ( OOk De plus le théoréme des nombres premiers (Hadamard, de la vallée Poussin

1896) montre que
x

< ~ .
#{pe P, p<uz} o oo Tn(a)

On en déduit que

1 T
P p< = ~  — .
#{peP, p<zetp=a (modm)} v oo o(m) (@)
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