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1 Introduction
Il y a plus de 2000 ans, Euclide a donné une démonstration simple de l’infinité des

nombres premiers. En effet si on suppose qu’il existe un nombre fini de nombres premiers
et que l’on note ces derniers p1, p2, .., pn on remarque que l’entier p1p2...pn + 1 est divible
par un nombre premier p. On a alors p qui est égale à un des pj, ce qui est absurde car on
obtient que pj divise 1.

On peut alors se demander par exemple si les suites (4n+3)n∈N et (4n+1)n∈N comportent
une infinité de nombres premiers. Plus généralement on peut se poser la même question
pour les suites de la forme (an + b)n∈N où a et b sont des entiers naturels non nuls. Une
condition nécessaire evidente est que a et b soient premiers entre eux. En revanche il
n’est pas évident que cette condition soit suffisante. On peut essayer d’utiliser la méthode
d’Euclide pour montrer que si a et b sont premiers entre eux la suite (an+ b)n∈N comporte
une infinité de nombres premiers. Cette méthode consiste à supposer que p1,...,pk est la liste
finie des nombres premiers congrus à b modulo a et à construire S ∈ Z[X] tel que S(p1...pk)
soit divisible par un nombre premier p ≡ b (mod a) et pour tout j ∈ [[1, k]], p ̸= pj, ou
bien parvenir à une autre contradiction.

Essayons cette méthode pour les suites (4n + 3)n∈N et (4n + 1)n∈N, on commence par
(4n+3)n∈N. On suppose qu’il existe un nombre fini de nombres premiers congru à 3 modulo
4, on les note p1, ..., pk. On pose m = 4p1p2...pk−1 (ce qui correspond au choix S = 4X−1).
On remarque que m n’est ni divisible par 2 ni par un des pj (sinon 1 serait divible par 2
ou un des pj). Soit p un diviseur premier de m. On écrit p = 4n+ r où n ∈ N et 0 ≤ r ≤ 3.
On ne peut avoir r = 0 ou r = 2 sinon 2 diviserait m. De plus r est différent de 3 sinon
cela voudrait dire que un des pj divise m. On en déduit que tous les diviseurs premiers de
m sont de la forme 4n + 1. Si on écrit la décomposition de m en facteurs premiers, on en
déduit que m est congru à 1 modulo 4. Ce qui est absurde car m est congru à 3 modulo 4
de part l’expression de m. On en conclut qu’il existe une infinité de nombres premiers de
la forme 4n+ 3.

Montrons que le polynôme S = 4X2+1 convient pour la suite (4n+1)n∈N. On suppose
qu’il existe un nombre fini de nombres premiers congrus à 1 modulo 4, on les note p1,..,pk.
On pose m = 4p21...p

2
k + 1. En procédant comme dans l’exemple avec la suite (4n+ 3)n∈N,

on montre que tous les diviseurs premiers de m sont de la forme 4n + 3 avec n ∈ N. En
effet, on se donne p un diviseur premier de m que l’on écrit p = 4n + r où n ∈ N et
0 ≤ r ≤ 3. On ne peut avoir r = 0 ou r = 2 sinon 2 diviserait m. De plus r ̸= 1 sinon
un des pj diviserait m. On a donc bien p = 4n+ 3. On se donne p un nombre premier qui
divise m, p s’écrit 4n+3 avec n ∈ N. On note c := 2p1...pk =

√
M − 1 et on remarque que

c est premier avec m (car m n’est ni divisible par 2 ni par un des pj). On en déduit que
c est premier avec p. On peut donc appliquer le petit théorème de Fermat et on obtient
c4n+2 ≡ 1 (mod p). On en déduit que (M − 1)2n+1 ≡ 1 (mod p). Or on sait que M ≡ 0
(mod p) d’où (M − 1)2n+1 ≡ −1 (mod p). Ce qui est absurde.

On a montré que la méthode d’Euclide fonctionne pour les deux exemples. Néanmoins
cette méthode ne se généralise pas pour a, b ≥ 1 premiers entre eux. Un théorème de
Murty-Schur ([4] et [5]) montre que la méthode d’Euclide fonctionne si et seulement si
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b2 ≡ 1 (mod a). Par exemple pour a = 5 et b = 3 on a a et b qui sont premiers entre eux
mais on n’a pas b2 ≡ 1 (mod a). Il nous faut une autre méthode pour obtenir le théorème
de Dirichlet démontré dans [3] en 1837.

Théorème 1. Soit a et b deux entiers premiers entre entre eux. Il existe une infinité de
nombres premiers congrus à b modulo a.

La preuve de Dirichlet est inspirée de l’argument suivant, donnée par Euler en 1737
pour montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers. Euler commence par montrer
l’identité :

+∞∑
n=1

1

ns
=

∏
p premier

1

1− p−s
,

pour tout s > 1. Il remarque ensuite que le membre de gauche tend vers +∞ quand s
tend vers 1+, donc aussi le membre de droite, ce qui montre que l’ensemble des nombres
premiers est infini. Dirichlet considère Ca,b l’ensemble des nombres premiers p congrus à b
modulo a et montre que

lim
s→1+

∑
p∈Ca,b

1

ps
= +∞.

On a alors que Ca,b est nécessairement infini.

Dans un premier temps nous allons introduire les séries de Dirichlet puis les caractères
de groupe. Ces deux notions permettront de définir les séries L de Dirichlet qui sont au
coeur de la preuve du théorème 1.

2 Séries de Dirichlet

2.1 Definition et résultats

Définition 1. On considère (an)n∈N une suite à valeurs dans C. On appelle série de Diri-
chlet toute série de la forme

∑
n≥1

an
ns .

Dans cette partie, on va étudier la convergence de ce type de série. Pour cela, on
commence par rappeler quelques lemmes utiles. On admet le premier.

Lemme 1. Soit U un ouvert de C et f une fonction de U dans C. On suppose qu’il existe
(fn)n∈N une suite de fonctions holomorphes de U dans C qui converge uniformément vers
f sur tout compact inclu dans U . (On dira que la suite (fn)n∈N converge compactement
vers f sur U .) Alors f est holomorphe sur U et pour k ∈ N la suite (f

(k)
n )n∈N converge

compactement vers f (k) sur U .
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Lemme 2. (Lemme d’Abel) On se donne (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de nombres com-
plexes. On pose pour tout entier m ≤ p,

Am,p =

p∑
n=m

an

et pour tout entier m ≤ m′,

Sm,m′ =
m′∑

n=m

anbn.

On a alors pour tout entier m ≤ m′ − 1,

Sm,m′ =
m′−1∑
n=m

Am,m′(bn − bn+1) + Am,m′bm′ .

Dans la suite, on note pour tout α ∈ [0, π
2
[ et s0 ∈ C,

Us0(α) = {s ∈ C | ℜ(s− s0) ≥ 0 et | arg(s− s0)| ≤ α}

et
Us0 = {z ∈ C | ℜ(s) > ℜ(s0)}.

Proposition 1. (Serre [1, pp.110-114]) i) Soit (an)n∈N une suite à valeurs dans C bornée.
La série de Dirichlet f(s) =

∑+∞
n=1

an
ns est alors absolument convergente pour ℜ(s) > 1.

ii) On suppose que
∑+∞

n=1
an
ns0

converge avec s0 ∈ C. Alors la série
∑

n≥1
an
ns converge

uniformément sur Us0(α) pour tout α ∈ [0, π
2
[.

iii) Si f converge pour s = s0, elle converge sur Us0 et f est holomorphe sur Us0.
iv) On se donne (an)n∈N une suite à valeurs dans C. On suppose qu’il existe K > 0 tel

que pour tous entiers m ≤ p,

|Am,p| :=

∣∣∣∣∣
p∑

n=m

an

∣∣∣∣∣ ≤ K.

La série de Dirichlet
∑

n≥0
an
ns est alors convergente pour ℜ(s) > 0.

v) Soit (an)n∈N une suite à valeurs réelles positives et ρ ∈ R. On suppose que f converge
sur Uρ et que f peut être prolongée en une fonction holomorphe au voisinage de ρ. Il existe
alors ε > 0 tel que f converge sur Uρ−ε.

Par exemple, pour le point i), la fonction de Riemann ζ(s) =
∑+∞

n=1
1
ns converge pour

ℜ(s) > 1.

4



2.2 Preuves

Démonstration du Lemme 2. On a pour tout m′ ≥ m+ 1,

Sm,m′ =
m′∑

n=m

anbn

= ambm +
m′∑

n=m+1

(Am,n − Am,n−1)bn

= ambm +
m′∑

n=m+1

Am,nbn −
m′−1∑
n=m

Am,nbn+1

=
m′−1∑
n=m

Am,m′(bn − bn+1) + Am,m′bm′ ,

ce qui termine la preuve.

Démonstration de la proposition 1. i) On sait qu’il existe M positif tel que ∀n ≥ 0, |an| ≤
M. Mais alors ∀s ∈ C, ℜ(s) > 1,

+∞∑
n=1

∣∣∣an
ns

∣∣∣ ≤ +∞∑
n=1

M

nℜ(s)
< +∞.

ii) On commence par traiter le cas s0 = 0. Soit α ∈ [0, π
2
[, s ∈ U0(α) et ε > 0. Si

ℜ(s) = 0 alors s = 0 et il n’y a rien à montrer. On considère donc que ℜ(s) > 0 et on note
s = x+ iy. L’hypothèse signifie alors que |s|

x
≤ 1

cos(α)
:= k. En effet si on écrit s = |s|eiθ on

a
|s|
x

=
|s|

|s| cos(θ)
=

1

cos(θ)
≤ 1

cos(α)
.

On sait que la serie
∑+∞

n=0 an existe, donc il existe m un entier tel que pour tout m′ ≥ m
on est ∣∣∣∣∣

+∞∑
n=m′

an

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
.

Puis pour tout m′ ≥ m, ∣∣∣∣∣
m′∑

n=m

an

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

On pose pour tout n entier strictement positif bn = 1/ns. En reprenant les notations
du lemme d’Abel on a pour tout m′ ≥ m+ 1,

Sm,m′ =
m′−1∑
n=m

Am,m′(bn − bn+1) + Am,m′bm′ .
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donc pour tout m′ ≥ m+ 1,

|Sm,m′| ≤
m′−1∑
n=m

|Am,m′ | |bn − bn+1|+ |Am,m′bm′|.

Or pour tout entier naturel non nul n,∣∣∣∣ 1ns
− 1

(n+ 1)s

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ n+1

n

s

ts+1
dt

∣∣∣∣
≤
∫ n+1

n

|s|
tx+1

dt

≤ |s|
[
−1

xtx

]n+1

n

≤ |s|
x

(
1

nx
− 1

(n+ 1)x

)
.

En utilisant ceci et la majoration |Am,m′ | ≤ ϵ, on obtient pour tout m′ ≥ m+ 1 :

|Sm,m′| ≤
m′−1∑
n=m

ε
|s|
x

(
1

nx
− 1

(n+ 1)x

)
+ ε

∣∣∣∣ 1

(m′)x

∣∣∣∣
≤

m′−1∑
n=m

ε
|s|
x

(
1

nx
− 1

(n+ 1)x

)
+ ϵ

≤ ε
|s|
x

(
1

mx
− 1

(m′)x

)
+ ε

≤ ε

(
|s|
x

+ 1

)
≤ ε (k + 1) .

En passant à la limite pour m′ on en déduit que que pour tout p ≥ m,∣∣∣∣∣
+∞∑
n=p

an
ns

∣∣∣∣∣ ≤ ε(k + 1).

Donc la série
∑

n≥1
an
ns converge uniformément sur U0(α). On retourne au cas génaral avec

s0 ∈ C. On pose pour tout entier naturel n, a′n = an
ns0

. Soit s ∈ Us0(α), on prend h tel que
s = s0 + h. On sait que

∑
n≥0 a

′
n converge, que h ∈ U0(α) et

+∞∑
n=1

an
ns

=
+∞∑
n=1

a′n
nh
.
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On est ainsi ramené au cas précédent, ce qui achève la preuve.

iii) Pour 0 < α < π
2
, on a que f converge uniformément sur Us0(α) d’après la proposition

précédente. En combinant ceci avec le lemme 1, il vient que f est holomorphe sur Us0(α).
En remarquant que Us0 =

⋃
α∈[0,π

2
[ Us0(α), on en déduit que f est holomorphe sur Us0 .

iv) En utilisant le point ii) on peut supposer s réel. D’après le lemme 2, on a pour tout
m′ ≥ m+ 1,

Sm,m′ =
m′−1∑
n=m

Am,m′(bn − bn+1) + Am,m′bm′ .

D’où pour tout m′ ≥ m+ 1,

|Sm,m′| ≤
m′−1∑
n=m

|Am,m′| |bn − bn+1|+ |Am,m′bm′ |

≤ K

(
m′−1∑
n=m

(bn − bn+1) + bm′

)
≤ Kbm

≤ K

ms
.

En particulier la suite des sommes partielles (Sn)n≥1 est bornée. On se donne donc φ une
extractrice telle que la suite (Sφ(n))n≥1 converge vers un l ∈ C. Mais alors pour tout n ≥ 1,

|Sφ(n) − Sn| = |Sn+1,φ(n)|

≤ K

(n+ 1)s
−→

n→+∞
0.

On en déduit que
∑+∞

n=1 an/n
s existe et vaut l.

v) On commence par traiter le cas ρ = 0. Par hypothèse on peut se donner ε > 0 tel
que f se prolonge en une fonction holomorphe sur D(1, 1 + 2ε). Par abus de notation, on
notera f ce prolongement. Par le lemme 1, on a pour tous p ≥ 0 et s ∈ U0,

f (p)(s) =
+∞∑
n=1

(− ln(n))p
an
ns
.

En particulier,

f (p)(1) = (−1)p
+∞∑
n=1

ln(n)p
an
n
.
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D’après la formule de Taylor, on a alors

f(−ε) =
+∞∑
p=0

1

p!
(1 + ε)p(−1)pf (p)(1)

=
+∞∑
p=0

1

p!
(1 + ε)p(−1)p(−1)p

+∞∑
n=1

ln(n)p
an
n

=
+∞∑
p=0

1

p!
(1 + ε)p

+∞∑
n=1

ln(n)p
an
n

=
+∞∑
n=1

an
n

+∞∑
p=0

1

p!
(1 + ε)p ln(n)p (1)

=
+∞∑
n=1

an
n

exp((1 + ε) ln(n))

=
+∞∑
n=1

an
n−ε

.

Dans (1), on utilise le théorème de Fubini pour les fonctions positives. Ceci montre que la
série

∑
n≥1

an
n−ε converge. On peut alors conclure grâce au point iii) de la proposition 1.

On revient au cas général où ρ ∈ R. On pose pour tout n ∈ N∗, a′n = an
nρ . On considère

alors la série de Dirichlet
∑

n≥1
a′n
ns qui converge pour s ∈ U0 et se prolonge en une fonction

holomorphe au voisinage de 0. On est ainsi ramené au cas précédent, ce qui achève la
preuve.

3 Caractères des groupes abéliens finis

3.1 Définition et résultats

Définition 2. Soit G un groupe abélien fini. On appelle caractère de G tout morphisme
χ : G −→ C∗. L’ensemble des caractères de G muni de la multiplication forme un groupe
noté Ĝ et que l’on appelle le dual de G. De plus on note ̂̂G le dual de Ĝ, appelé le bidual
de G.

Dans la suite on note µn l’ensemble des racines n-ièmes de l’unité et |E| le cardinal
d’un ensemble E.

Remarque. Soit G un groupe abélien fini de cardinal n. Tout caractère de G est à valeurs
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dans µn. En effet si g ∈ G, on a

χ(g)n = χ(gn)

= χ(1G)

= 1.

On a donc que Ĝ est inclus dans l’ensemble des applications de G dans µn, qui est de
cardinal nn. En particulier Ĝ est fini.

Proposition 2. (Serre [1, pp.104-105]) Soit G un groupe abélien fini et H un sous groupe
de G.

i) Tout caractère de H se prolonge en un caractère de G.

ii) On a
∣∣∣(̂G/H)

∣∣∣ = |Ĝ|/|Ĥ|.

iii) Le groupe Ĝ a même cardinal que G.
iv) L’application

ε : G −→ ̂̂
G

x 7−→ ε(x)

avec
ε(x) : Ĝ −→ C∗

χ 7−→ χ(x)

est un isomorphisme de groupe.

Proposition 3. (Serre [1, pp.105-106]) (Relations d’orthogonalité) Soit G un groupe fini
de cardinal n ∈ N∗.
i) Si χ est un caractère de G, on a :

∑
g∈G

χ(g) =


n si χ = 1Ĝ

0 sinon.

ii) Si g ∈ G, on a : ∑
χ∈Ĝ

χ(g) =


n si g = 1G

0 sinon.

3.2 Preuves

Démonstration de la proposition 2. i) On raisonne par récurrence sur l’indice de H dans
G. Si [G : H] = 1 on a G = H et il n’y a rien à montrer. Soit H un sous groupe de G tel que
[G : H] ≥ 2. On se donne χ un caractère de H et x ∈ G\H. On note n le plus petit entier
strictement positif tel que xn ∈ H (il existe car x|G| = 1). Comme C est algébriquement
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clos on sait qu’il existe w ∈ C tel que wn = χ(xn). On note H ′ le sous groupe engendré par
x et H. Montrons que H ′ = {hxa| h ∈ H, a ∈ Z}. Comme H ′ est stable par produit on a
pour tout a entier et h ∈ H, hxa ∈ H ′. On obtient donc une inclusion, pour la deuxième il
suffit de montrer que {hxa| h ∈ H, a ∈ Z} est un sous groupe de G qui contient x et H.
Bien sûr cette ensemble contient H et x et pour tout (h1, h2, a1, a2) ∈ H2×Z2, en utilisant
que G est abélien, on a

h1x
a1(h2x

a2)−1 = h1h
−1
2 xa1−a2 ∈ {hxa| h ∈ H, a ∈ Z}.

On a donc bien H ′ = {hxa| h ∈ H, a ∈ Z}. On pose maintenant

∼
χ : H ′ −→ C∗

hxa 7−→ χ(h)wa.

Montrons que ∼
χ est bien définie. Soit (h, h1) ∈ H2 et (a, a1) ∈ Z2 tel que hxa = h1x

a1 . On
a donc h−1

1 h = xa1−a ∈ H. Par définition de n, il vient que n divise a1 − a donc il existe
k ∈ Z tel que a1 − a = nk. Mais alors on a :

χ(h−1
1 h) = χ(xa1−a)

χ(h1)
−1χ(h) = χ(xnk)

χ(h1)
−1χ(h) = χ(xn)k

χ(h1)
−1χ(h) = wnk

χ(h1)
−1χ(h) = wa1−a.

Donc χ(h)wa = χ(h1)w
a1 . Ainsi ∼

χ est bien définie. On a ∼
χ qui est un caractère de H ′ car

pour (h1, h2, a1, a2) ∈ H2 × Z2, en utilisant que G est abélien, on a :

∼
χ(h1x

a1h2x
a2) =

∼
χ(h1h2x

a1+a2)

= χ(h1h2)w
a1+a2

= χ(h1)χ(h2)w
a1wa2

= χ(h1)w
a1χ(h2)w

a2

=
∼
χ(h1x

a1)
∼
χ(h2x

a2).

De plus on remarque que ∼
χ coïncide avec χ sur H et donc ∼

χ est un caractère de H ′ qui
prolonge χ. Puis comme [G : H ′] < [G : H], il vient par hypothèse de récurrence que ∼

χ se
prolonge en un caractère de G.

ii) On considére le morphisme

ρ : Ĝ −→ Ĥ

χ 7−→ χ|H .
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D’après le point i) de la proposition 2, on a que ρ est surjectif donc d’après le premier
théorème d’isomorphisme on a Ĝ/Ker(ρ) qui est isomorphe à Ĥ. Donc

|Ĝ|
|Ker(ρ)|

= |Ĥ|.

On considère alors le morphisme

ϕ : Ker(ρ) −→ Ĝ/H

χ 7−→ ϕ(χ)

avec
ϕ(χ) : G/H −→ C∗

x̄ 7−→ χ(x).

Montrons que ϕ(χ) est bien définie. Soit x et y des éléments de G tels que x̄ = ȳ. On
a y−1x ∈ H donc comme χ ∈ Ker(ρ) on a χ(y−1x) = 1. On a donc bien χ(x) = χ(y).
Montrons que ϕ est bijective. Soit χ ∈ Ker(ρ) tel que ϕ(χ) = 1. On a alors pour tout
x ∈ G, ϕ(χ)(x̄) = χ(x) = 1. Ainsi χ = 1 et donc ϕ est injective. Si maintenant on se donne
∼
χ un caractère de G/H on pose

χ : G −→ C∗

x 7−→ ∼
χ(x̄).

On a χ ∈ Ker(ρ) et ϕ(χ) = ∼
χ. Ce qui montre que ϕ est surjective et donc ϕ est bijective.

En remplaçant |Ker(ρ)| par
∣∣(̂G/H)

∣∣ dans l’égalité

|Ĝ|
|Ker(ρ)|

= |Ĥ|,

on obtient le résultat.

iii) On commence par traiter le cas où G est cyclique. On se donne x un générateur de
G et on note n le cardinal de G. Montrons que l’application

ψ : Ĝ −→ µn

χ 7−→ χ(x)

est un isomorphisme de groupe. On a bien que ψ est un morphisme. Montrons que ψ est
injectif. On se donne χ un caractère de G tel que χ(x) = 1. Soit g ∈ G, comme x est un
générateur de G il existe un entier k tel que g = xk. Mais alors

χ(g) = χ(xk) = χ(x)k = 1.

Ainsi χ = 1 et donc ψ est injectif. On se donne maintenant w ∈ µn et on pose

χ : G −→ C∗

xk 7−→ wk.
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On remarque que χ est un caractère de G et ψ(χ) = w. Ainsi ψ est surjectif et est donc
bijectif. On en déduit que |Ĝ| = |µn| = n. On retourne au cas général G abélien fini. On
raisonne par récurrence sur |G|. Le cas |G| = 1 est évident. On suppose que |G| ≥ 2. Si G
est cyclique, on a le résultat d’après ce qui précède sinon on se donne x ∈ G différent de 1
et on note H le sous groupe engendré par x. On a donc H un sous-groupe strict de G non
trivial. Mais alors d’après l’hypothèse de récurrence on a

∣∣(̂G/H)
∣∣ = |G/H| et |Ĥ| = |H|.

On en déduit le résultat avec le point ii) de la proposition 2.

iv) Déjà ε est bien un morphisme de groupe. D’après le point iii) de la proposition 2 on

sait que G et ̂̂G ont même ordre, donc il suffit de montrer que ε est injectif. Ceci équivaut
à montrer que si x ∈ G et x ̸= 1 il existe un caractère χ de G tel que χ(x) ̸= 1. Soit x ∈ G
tel que x ̸= 1, on pose H =< x > et on note d l’ordre de x. L’application

χH : H −→ C∗

y 7−→ exp(
2iπa

d
),

où a est tel que y = xa, est un caractère de H. On sait alors d’après le point i) de la
proposition 2 que χH se prolonge en un caractère χ de G et on a bien χ(x) ̸= 1.

Démonstration de la proposition 3. i) Si χ = 1 le résultat est clair. Sinon il existe g ∈ G
tel que χ(g) ̸= 1. On a

χ(g)
∑
x∈G

χ(x) =
∑
x∈G

χ(x)χ(g)

=
∑
x∈G

χ(gx)

=
∑
x∈G

χ(x).

On en déduit que ∑
x∈G

χ(x) = 0.

ii) Soit g ∈ G. On sait que l’application

ε : G −→ ̂̂
G

x 7−→ ε(x)

avec
ε(x) : Ĝ −→ C∗

χ 7−→ χ(x)
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est un isomorphisme de groupe d’après le point iv) de la proposition 2. Donc en appliquant
le point i) de la proposition 3 au groupe Ĝ et puisque |Ĝ| = |G| = n, on a

∑
χ∈Ĝ

ε(g)(χ) =


n si ε(g) = 1

0 sinon.

Comme ε(g) = 1 équivaut à dire que g = 1 car ε est un isomorphisme et en remplacant
ε(g)(χ) par χ(g), on obtient le résultat.

3.3 Caractères modulaires

Soit m un entier non nul et χ un caractère de (Z/mZ)∗. Dans la suite on notera
G(m) = (Z/mZ)∗. On a #G(m) = φ(m) l’indicatrice d’Euler qui compte les entiers de
[[1,m]] qui sont premiers à m ; même si ce n’est pas nécessaire pour nous, rappelons que

φ(m) = m
∏
p|m

(
1− 1

p

)
.

On note Pm l’ensemble des entiers premiers à m et on pose
∼
χ : Pm −→ C∗

a 7−→ χ(ā),

où ā est la classe de a modulo m. On remarque pour tout a1 et a2 dans Pm, ∼
χ(a1a2) =

∼
χ(a1)

∼
χ(a2) (bien sûr a1a2 ∈ Pm). On prolonge ∼

χ sur Z en posant ∼
χ(b) = 0 si b n’appartient

pas à Pm. Par abus de notation, on notera χ ce prolongement et on dira que χ est un
caractère modulo m. On a pour tout entiers a1 et a2 l’égalité χ(a1a2) = χ(a1)χ(a2).

On appelle « caractère trivial », le caractère χ tel que pour tout n ∈ N∗, χ(n) = 1 si n
est premier avec m et 0 sinon.

4 Fonctions L et produits eulériens

4.1 Définitions et fonctions multiplicatives

Définition 3. Soit m ∈ N∗ et χ un caractère modulo m. On note

L(χ, s) :=
+∞∑
n=1

χ(s)

ns

la série de Dirichlet associée à χ, que l’on appelle "fonction L".

Définition 4. Soit f une application de N dans R. On dit que f est multiplicative si f(1) =
1 et si pour tous entiers naturels n et m premiers entre eux, on a f(nm) = f(n)f(m).

De plus on dira que f est complètement multiplicative si pour tout couple (n,m) ∈ N2

on a f(nm) = f(n)f(m).

13



Par exemple, un caractère modulo m est une application complètement multiplicative.

Dans la suite on note (pn)n∈N∗ la suite des nombres premiers.

Proposition 4. (Serre [1, p.114]) Soit f une application de N dans R bornée.

i) Si f est multiplicative, alors pour tout s ∈ C tel que ℜ(s) > 1, on a

+∞∑
n=1

f(n)

ns
=

+∞∏
n=1

(
+∞∑
k=0

f(pkn)

pksn

)
. (2)

ii) Si f est complétement multiplicative, alors pour tout s ∈ C tel que ℜ(s) > 1 on a

+∞∑
n=1

f(n)

ns
=

+∞∏
n=1

1

1− f(pn)p−s
n

. (3)

Le membre de droite de (3) s’appelle produit eulérien.

Démonstration de la proposition 4. i) On suppose f multiplicative bornée. On sait déjà,
d’après le point i) de la proposition 1, que la série

∑
n≥1 f(n)/n

s est absolument convergente
si ℜ(s) > 1. On note pour tout n ∈ N∗, Nn = {

∏n
i=1 p

αi
i , αi ∈ N}. Soit s ∈ C tel que

ℜ(s) > 1, montrons par récurrence sur m que pour tout m ∈ N∗,

∑
n∈Nm

f(n)

ns
=

m∏
i=1

(
+∞∑
k=0

f(pki )

pksi

)
.

Le cas m = 1 est clair. Soit m ∈ N∗ tel que la formule soit valable au rang m. On remarque
que

Nm+1 =
+∞⋃
k=0

(
pkm+1Nm

)
et que cette union est disjointe. Puis par sommation par paquets (licite car la série converge
absolument) il vient

∑
n∈Nm+1

f(n)

ns
=

+∞∑
k=0

∑
n∈Nm

f(npkm+1)

nspksm+1

=

(
+∞∑
k=0

f(pkm+1)

pksm+1

)(∑
n∈Nm

f(n)

ns

)
(par multiplicativité de f)

=

(
+∞∑
k=0

f(pkm+1)

pksm+1

)(
m∏
i=1

(
+∞∑
k=0

f(pki )

pksi

))

=
m+1∏
i=1

(
+∞∑
k=0

f(pki )

pksi

)
,
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ce qui achève la récurrence. On a

lim
m→+∞

∑
n∈Nm

f(n)

ns
=

+∞∑
n=1

f(n)

ns

car pour tout m ∈ N∗,∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

f(n)

ns
−
∑
n∈Nm

f(n)

ns

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
n>pm

∣∣∣∣f(n)ns

∣∣∣∣ −→
m→+∞

0.

On en déduit le produit infini converge et que l’on a l’égalité (2) souhaité.

ii) On suppose en plus que f est complètement multiplicative. On a alors d’après le
point précédent que

+∞∑
n=1

f(n)

ns
=

+∞∏
n=1

(
+∞∑
k=0

f(pkn)

pksn

)
.

Or pour tout entier naturel n ≥ 1,

+∞∑
k=0

f(pkn)

pksn
=

+∞∑
k=0

f(pn)
k

pskn
=

1

1− f(pn)p−s
n

.

On en déduit le résultat.

En particulier lorsque f(n) = 1 pour tout entier n ≥ 1, on a

+∞∑
n=1

1

ns
=

+∞∏
n=1

1

1− p−s
n

pour ℜ(s) > 1. Cette identité est due à Euler en 1734. On en déduit qu’il existe une infinité
de nombres premiers : on sait que (voir (iii) de la proposition 5)

lim
s→1+

+∞∑
n=1

1

ns
= +∞

donc

lim
s→1+

+∞∏
n=1

1

1− p−s
n

= +∞.

La démonstration du théorème 1 va suivre ce principe.
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4.2 Etude de la fonction zêta

On a déjà vu que la fonction ζ(s) =
∑+∞

n=1 1/n
s est convergente pour ℜ(s) > 1.

Proposition 5. (Serre [1, pp.116-117])
i) La fonction ζ est holomorphe sur {s ∈ C | ℜ(s) > 1}.
ii) La fonction ζ se prolonge en une fontion méromorphe sur {s ∈ C | ℜ(s) > 0}

admettant un unique pôle simple en s = 1.
iii) Quand s tend vers 1+ en étant réel on a

ln(ζ(s)) ∼
s→1+

ln
( 1

s− 1

)
.

iv) On a
+∞∑
n=1

1

psn
∼

s→1+
ln
( 1

s− 1

)
.

(s étant réel ici aussi.)

Remarque : Riemann a montré que ζ se prolonge en une fonction méromorphe sur C,
avec un unique pôle en s = 1, qui est simple. Ce résultat n’est pas nécessaire ici.

Démonstration. i) On sait que pour tout s ∈]1,+∞] la série
∑+∞

n=1 1/n
s converge. Donc

d’après le point iii) de la proposition 1, la fonction ζ est holomorphe sur

Us := {z ∈ C | ℜ(z) > ℜ(s)}

pour s fixé dans ]1,+∞[. Comme

{s ∈ C | ℜ(s) > 1} =
⋃

s∈]1,+∞[

Us,

on en déduit le résultat.

ii) On note pour tous 0 < a < b, Ua,b = {s ∈ C | a < ℜ(s), |s| < b}. On pose

ϕ : U0 −→ C

s 7−→
+∞∑
n=1

(∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

ts

)
dt

)
.

Montrons que ϕ est définie et holomorphe sur U0. Soit 0 < a < b et s ∈ Ua,b. On note pour
tout n ≥ 1,

fn : [n, n+ 1] −→ C

t 7−→ 1

ts
.
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Par l’inégalité des accroissements finis, on a pour tout n ≥ 1, t ∈ [n, n+ 1],

|fn(n)− fn(t)| ≤ sup
t∈[n,n+1]

|f ′
n(t)|(t− n)

≤ sup
t∈[n,n+1]

∣∣∣ s

ts+1

∣∣∣
≤ |s|
na+1

≤ b

na+1
.

On a donc pour tout n ≥ 1, ∣∣∣∣∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

ts

)
dt

∣∣∣∣ ≤ b

na+1

et la série
∑

n≥1
b

na+1 est convergente. On en déduit que ϕ est définie et holomorphe sur
Ua,b. De plus

U0 =
⋃

0<a<b

Ua,b,

donc ϕ est definie et holomorphe sur U0. On a aussi pour s ∈ U1,

+∞∑
n=1

(∫ n+1

n

(
1

ns
− 1

ts

)
dt

)
=

+∞∑
n=1

(
1

ns
+

[
− t1−s

1− s

]n+1

n

)

= ζ(s) +
+∞∑
n=1

1

1− s
(n1−s − (n+ 1)1−s)

= ζ(s) +
1

1− s
.

On a donc pour s ∈ U1,

ζ(s) =
1

s− 1
+ ϕ(s)

avec ϕ holomorphe sur U0. On a donc obtenu le prolongement méromorphe ζ à U0.

iii) On reprend la fonction ϕ de la preuve précédente. On noteM = max(2, sup
s∈]1,3/2]

ϕ(s)).

Pour tous a, b ≥ 2 on a ln(a+ b) ≤ ln(a)+ ln(b). En effet, en passant à l’exponentielle, ceci
revient à montrer que pour a, b ≥ 2 on a a+ b ≤ ab. Et en effet on a pour a, b ≥ 2,

ab− a− b ≥ ab− a− b− (a− 2)− (b− 2)

≥ ab− 2a− 2b+ 4

≥ (a− 2)(b− 2)

≥ 0.
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On a donc pour tout s ∈]1, 3/2] (de sorte que 1
s−1

≥ 2),

ln(ζ(s))

ln( 1
s−1

)
=
ln( 1

s−1
+ ϕ(s))

ln( 1
s−1

)

≤
ln( 1

s−1
+M)

ln( 1
s−1

)

≤
ln( 1

s−1
) + ln(M)

ln( 1
s−1

)

≤ 1 +
ln(M)

ln( 1
s−1

)
−→
s→1+

1.

Comme pour tout s ∈]1, 3/2], on a ϕ(s) ≥ 0 par construction de ϕ, on a également

1 ≤ ln(ζ(s))

ln( 1
s−1

)
,

ce qui permet de conclure.

iv) On sait d’après le point ii) de la proposition 4 que, pour s ∈ C avec ℜ(s) > 1, on a

+∞∑
n=1

1

ns
=

+∞∏
n=1

1

1− p−s
n

.

Donc par continuité du logarithme, on a pour s > 1,

ln(ζ(s)) =
+∞∑
n=1

ln

(
1

1− p−s
n

)
.

Or pour tous n ≥ 1 et s > 1,

ln

(
1

1− p−s
n

)
= − ln

(
1− p−s

n

)
= −

+∞∑
k=1

(−1)k+1

k

(
−1

psn

)k

=
+∞∑
k=1

1

kpskn
.
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On en déduit que pour tout s > 1,

ln(ζ(s)) =
+∞∑
n=1

(
+∞∑
k=1

1

kpskn

)

=
+∞∑
k=1

(
+∞∑
n=1

1

kpskn

)
(Fubini-Tonelli car ≥ 0)

=
+∞∑
n=1

1

psn
+

+∞∑
k=2

(
+∞∑
n=1

1

kpskn

)

=
+∞∑
n=1

1

psn
+ ψ(s), (4)

où
ψ : [1,+∞[ −→ R

s 7−→
+∞∑
k=2

(
+∞∑
n=1

1

kpskn

)
.

Montrons que ψ est bornée. On a pour tout s ≥ 1 et n ≥ 1,

+∞∑
k=2

1

kpskn
≤

+∞∑
k=2

1

pskn
=

1/p2sn
1− 1/psn

=
1

psn(p
s
n − 1)

.

On en déduit que pour tout s ≥ 1,

ψ(s) ≤
+∞∑
n=1

1

psn(p
s
n − 1)

≤
+∞∑
n=1

1

pn(pn − 1)

≤
+∞∑
n=2

1

n(n− 1)
= 1,

ce qui montre que ψ est bornée sur [1,+∞[. Comme

ln(ζ(s)) ∼
s→1+

ln(
1

s− 1
),

on déduit de (4) et de ϕ bornée que

+∞∑
n=1

1

psn
∼

s→1+
ln(

1

s− 1
).
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4.3 Étude des fonctions L

L’objectif de cette section est de montrer le théorème suivant :

Théorème 2. (Serre [1, p.120]) Soit m ≥ 1 un entier et χ un caractère modulo m. Si χ
est non trivial, on a L(1, χ) ̸= 0.

On rappelle que pour a ∈ C, Ua = {z ∈ C | ℜ(z) > ℜ(a)}. Si m ∈ N∗, on note (qi)1≤i≤r

les nombres premiers qui divisent m.

Proposition 6. (Serre [1, p.118]) Soit m dans N∗ et χ un caractère modulo m.
i) Si χ est le caractère trivial, on a pour tout s ∈ U1 l’égalité

L(χ, s) = F (s)ζ(s),

où
F : U0 −→ C

s 7−→
r∏

i=1

(1− q−s
i ).

ii) Si χ est le caractère trivial, la fonction L(χ, .) se prolonge en une fonction méro-
morphe sur U0 admettant un unique pôle simple en s = 1.

iii) Si χ est non trivial, la fonction L(χ, .) est définie et holomorphe sur U0.

Démonstration. i) On raisonne par récurrence sur r ∈ N∗ le nombre de diviseurs premiers
de m. Traitons le cas r = 1. On sait par construction de χ que pour tout s ∈ U1,

L(χ, s) =
+∞∑
n=1

χ(n)

ns

=
∑
n≥1

(n,m)=1

1

ns

=
+∞∑
n=1

1

ns
−

∑
n≥1

(n,m)̸=1

1

ns
. (5)

Or m n’a qu’un diviseur premier qui est q1 donc si n ∈ N∗ on a (n,m) ̸= 1 si et seulement
si n est un multiple de q1. On en déduit que pour tout s ∈ U1,∑

n≥1
(n,m)̸=1

1

ns
=

+∞∑
n=1

1

(nq1)
s .

En injectant cette égalité dans (5) on obtient pour tout s ∈ U1,

L(χ, s) = (1− q−s
1 )ζ(s).
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On suppose le résultat acquis pour r ∈ N∗. On se donne m ∈ N∗ tel que m possède r + 1
diviseurs premiers que l’on note (qi)1≤i≤r+1 et on prend χ le caractère modulo m trivial.
On note m′ =

∏r
i=1 qi. On a∑

n≥1
(n,m)=1

1

ns
+

∑
n≥1

(n,m′)=1

1

(qr+1n)s
=

∑
n≥1

(n,m′)=1

1

ns

car on a l’égalité d’ensemble

{n ∈ N∗ |(n,m) = 1}
⋃

qr+1{n ∈ N∗ |(n,m′) = 1} = {n ∈ N∗ |(n,m′) = 1}

et l’union est bien disjointe. Alors on a pour tout s ∈ U1,

L(χ, s) =
∑
n≥1

(n,m)=1

1

ns

=
∑
n≥1

(n,m′)=1

1

ns
−

∑
n≥1

(n,m′)=1

1

(qr+1n)s

=
r∏

i=1

(1− q−s
i )ζ(s)− q−s

r+1

r∏
i=1

(1− q−s
i )ζ(s)

=
r+1∏
i=1

(1− q−s
i )ζ(s).

Ce qui achève la récurrence.

ii) En reprenant les notations du point précédent on a pour tout s ∈ U1,

L(χ, s) = F (s)ζ(s).

Or F est holomorphe sur U0 et ne s’annule pas en s = 1. De plus ζ se prolonge en une
fonction méromorphe sur U0 admettant un unique pôle simple en s = 1 d’après le point ii)
de la proposition 5. Ce qui permet de conclure.

iii) Soit χ un caractère modulo m non-trivial. Montrons que pour tous entiers u ≤ v,∣∣∣∣∣
v∑

n=u

χ(n)

∣∣∣∣∣ ≤ m.

On aura alors le résultat en utilisant les points iv) puis iii) de la proposition 1 (avec s0 = ε
fixe mais arbitrairement proche de 0). D’après le point i) de la proposition 3, on a pour
tout u ≥ 1,

u+m−1∑
n=u

χ(n) = 0. (6)
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On se donne maintenant u ≤ v des entiers. On pose k ∈ N tel que

u+ km ≤ v < u+ (k + 1)m.

On a donc ∣∣∣∣∣
v∑

n=u

χ(n)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

u+(i+1)m−1∑
n=u+im

χ(n)

+
v∑

n=u+km

χ(n)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
v∑

n=u+km

χ(n)

∣∣∣∣∣ par (6)

≤
v∑

n=u+km

|χ(n)|

≤
u+(k+1)m−1∑

n=u+km

|χ(n)|

≤
u+(k+1)m−1∑

n=u+km

1

≤ m.

Ce qui permet de conclure.

Pour m ≥ 1 un entier et q un nombre premier avec m. On note q̄ la classe de q modulo
m, f(q) l’ordre de q̄ dans G(m), (q̄) le sous groupe engendré par q̄ et g(q) = φ(m)/f(q)
l’ordre du groupe quotient G(m)/(q̄). Ces notations proviennent du livre de J-P Serre. On
note aussi Pm l’ensemble des nombres premiers qui ne divisent pas m.

Lemme 3. (Serre [1, pp.119-120]) Soit m ≥ 1 un entier et q un nombre premier avec m.
i) On a l’identité polynomiale formelle∏

χ∈Ĝ(m)

(1− χ(q)T ) = (1− T f(q))g(q).

ii) On pose
ϕm : U0 \ {1} −→ C

s 7−→
∏

χ∈Ĝ(m)

L(s, χ),

qui est bien définie et holomorphe sur U0 \ {1} par la proposition 6. On a pour tout s ∈ U1

l’égalité

ϕm(s) =
∏
p∈Pm

1

(1− p−f(p)s)g(p)
.

iii) La fonction ϕm se développe en une série de Dirichlet à coefficients positifs et
convergente sur U1.
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Démonstration du lemme 3. i) On pose pour tout k ∈ [[0, f(q)− 1]], wk = exp (2ikπ
f(q)

). On a
l’identité

f(q)−1∏
k=0

(1− wkT ) = 1− T f(q).

En effet ces deux polynômes sont de même degré f(q), ont f(q) racines qui sont les wk et
ont même coefficient dominant. On pose pour tout k ∈ [[0, f(q)− 1]],

Ak =
{
χ ∈ Ĝ(m) | χ(q̄) = wk

}
.

Montrons que pour tout k ∈ [[0, f(q) − 1]], Ak est de cardinal g(q). On commence par
montrer que A0 est de cardinal g(q). On considère le morphisme de restriction

ρ : Ĝ(m) −→ (̂q̄)

χ 7−→ χ|(q̄)

qui est surjectif par le point i) de la proposition 2. On sait alors d’après le premier théorème
d’isomorphisme que Ĝ(m)/Ker(ρ) est isomorphe à (̂q̄). On a en particulier∣∣Ĝ(m)

∣∣
|Ker(ρ)|

= |(̂q̄)|.

On en déduit grâce au point iii) de la proposition 2 que

|G(m)|
|Ker(ρ)|

= |(q̄)|.

Donc on a |Ker(ρ)| = g(q). Or Ker(ρ) = A0 donc on a bien |A0| = g(q).
Montrons que pour tout k ∈ [[1, f(q)−1]], #Ak ≤ g(q). Soit k ∈ [[1, f(q)−1]] et a l’ordre

de wk dans le groupe des racines f(q)-ièmes de l’unité. Si Ak = ∅ il n’y a rien à faire, on
suppose donc que Ak ̸= ∅. On se donne χ1 ∈ Ak et on considère l’application

h : Ak −→ A0

χ 7−→ χχa−1
1 .

Si χ ∈ Ak on a bien χχa−1
1 qui est un caractère de G(m) et

h(χ)(q̄) = χ(q̄)χ1(q̄)
a−1 = wa

k = 1.

On remarque que h est injective donc #Ak ≤ #A0 = g(q). De plus on a⋃
0≤k≤f(q)−1

Ak = Ĝ(m)
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et l’union est disjointe. On en déduit, à l’aide du point iii) de la proposition 2, que

f(q)−1∑
k=0

#Ak = φ(m).

On en déduit que pour tout k ∈ [[1, f(q)− 1]], #Ak = g(q). Sinon on aurait

f(q)−1∑
k=0

#Ak <

f(q)−1∑
k=0

g(q) = φ(m).

On a alors

∏
χ∈Ĝ(m)

(1− χ(q)T ) =

f(q)−1∏
k=0

(∏
χ∈Ak

(1− χ(q)T )

)

=

f(q)−1∏
k=0

(1− wkT )
g(q)

=

f(q)−1∏
k=0

(1− wkT )

g(q)

= (1− T f(q))g(q).

ii) On a pour tout s ∈ U1,

ϕm(s) =
∏

χ∈Ĝ(m)

L(χ, s)

=
∏

χ∈Ĝ(m)

(
+∞∏
i=1

1

1− χ(pi)p
−s
i

)
(χ est complètement multiplicative)

=
∏

χ∈Ĝ(m)

(∏
p∈Pm

1

1− χ(p)p−s

)
(χ(p) = 0 si p /∈ Pm)

=
∏
p∈Pm

 ∏
χ∈Ĝ(m)

1

1− χ(p)p−s

 (Ĝ(m) est fini)

Or, en appliquant le point i) du lemme 3 avec p ∈ Pm (on a alors (p,m) = 1) et T = p−s

on a ∏
χ∈Ĝ(m)

1

1− χ(p)p−s
=

1

(1− p−sf(p))g(p)
.

Ce qui permet de conclure.
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iii) On va utiliser la formule

1

(1− x)α
=

+∞∑
n=0

(
α + n− 1

n

)
xn

valable pour (α, x) ∈ C2 avec |x| < 1. On rappelle que pour tout (α, n) ∈ C× N,(
α + n− 1

n

)
=

(α + n− 1)(α + n− 2)...α

n!
.

Par le point ii) du lemme 3, on a donc pour tout s ∈ U1,

ϕm(s) =
∏
p∈Pm

1

(1− p−f(p)s)g(p)
=
∏
p∈Pm

∞∑
k=0

(
g(p) + k − 1

k

)
p−kf(p)s.

Heuristiquement, si on développe ce produit et que l’on regroupe certains termes on obtient
la somme d’une série de Dirichlet. Montrons ceci rigoureusement. Soit n ∈ N∗, on écrit
n = pα1

i1
...pαr

ir
, la décomposition en produit de facteurs premiers de n. Si pour tout j ∈ [[1, r]],

pij ∈ Pm et il existe kj ∈ N tel que αj = kjf(pij), alors on pose

an :=
r∏

j=1

(
g(pij) + kj − 1

kj

)
.

Sinon on pose an := 0 (on écrira aussi a(n) au lieu de an si cela est plus commode). On
note (qi)i≥1 la suite ordonnée des éléments de Pm. On reprend le schéma de la preuve du
point ii) de la proposition 2 en posant pour tout n ∈ N∗,

N ′
n =

{
n∏

j=1

q
kjf(qj)
j , kj ∈ N

}
.

Montrons par récurrence que pour tout r ∈ N∗ et s ∈ U1,

r∏
j=1

(
∞∑
k=0

(
g(qj) + k − 1

k

)
q
−kf(qj)s
j

)
=
∑
n∈N ′

r

an
ns
.

Le cas r = 1 est clair. Soit r ∈ N∗, on suppose le résultat acquis au rang r. On remarque
que

N ′
r+1 =

+∞⋃
k=0

(
qkr+1N

′
m

)
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et que l’union est disjointe. Si s > 1, on peut appliquer le théorème de Fubini-Tonelli dans
(7) ci-dessous car toutes les quantités en jeu sont positives. On a alors pour tout s > 1,

∑
n∈N ′

r+1

an
ns

=
+∞∑
k=0

∑
n∈N ′

r

a(nq
kf(qr+1)
r+1 )

nsq
skf(qr+1)
r+1

 (7)

=
+∞∑
k=0

∑
n∈N ′

r

an
(
g(qr+1)+k−1

k

)
nsq

skf(qr+1)
r+1


=

(
+∞∑
k=0

(
g(qr+1)+k−1

k

)
q
skf(qr+1)
r+1

)∑
n∈N ′

r

an
ns


=

(
+∞∑
k=0

(
g(qr+1)+k−1

k

)
q
skf(qr+1)
r+1

)(
r∏

j=1

∞∑
k=0

(
g(qj) + k − 1

k

)
q
−kf(qj)s
j

)

=
r+1∏
j=1

(
∞∑
k=0

(
g(qj) + k − 1

k

)
q
−kf(qj)s
j

)
.

En particulier, la série
∑

n∈N ′
r+1

an
ns est absolument convergente pour s > 1. On en déduit

que cette même série est absolument convergente pour s ∈ U1 et on peut alors faire le
même calcul pour montrer que pour tout s ∈ U1,∑

n∈N ′
r+1

an
ns

=
r+1∏
j=1

(
∞∑
k=0

(
g(qj) + k − 1

k

)
q
−kf(qj)s
j

)
,

ce qui achève la récurrence. On note

A :=

{
n∏

j=1

q
kjf(qj)
j , n ≥ 1, kj ∈ N

}
=
⋃
n∈N∗

N ′
n.

D’après le theorème de convergence monotone, on a pour tout s > 1,∑
n∈A

an
ns

= lim
r→+∞

∑
n∈N ′

r

an
ns

= ϕm(s).

En particulier la série
∑

n∈A
an
ns converge absolument pour s > 1. On en déduit que cette

même série converge absolument pour s ∈ U1, puis par convergence dominée on a pour
tout s ∈ U1, ∑

n∈A

an
ns

= lim
r→+∞

∑
n∈N ′

r

an
ns

= ϕm(s).

Si n ∈ N∗\A, on a an = 0 par définition. On a donc pour tout s ∈ U1,

+∞∑
n=1

an
ns

=
∑
n∈A

an
ns

= ϕm(s).
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Démonstration du théorème 2. On raisonne par l’absurde. On suppose qu’il existe χ1 non
trivial tel que L(1, χ1) = 0. On sait d’après le point ii) de la proposition 6 que la fonction
s 7−→ L(s, 1) admet un unique pôle simple en s = 1. Comme L(1, χ1) = 0 on en déduit que
la fonction ϕm se prolonge en une fonction holomorphe sur U0. En reprenant les notations
de la preuve du point iii) du lemme 3 et en appliquant le point v) de la proposition 1, on
en déduit que la série

∑
n≥1

an
ns converge pour s ∈ U0. En particulier la série

+∞∑
i=1

a(q
f(qi)
i )

q
sf(qi)
i

=
+∞∑
i=1

(
g(qi)
1

)
q
sf(qi)
i

=
+∞∑
i=1

g(qi)

q
sf(qi)
i

converge pour s > 0. En prenant s = 1/φ(m), on a alors

+∞∑
i=1

1

qi
≤

+∞∑
i=1

g(qi)

q
f(qi)/φ(m)
i

< +∞.

Comme l’ensemble des nombres premiers et Pm ne diffère que d’un nombre fini de termes on
en déduit que

∑
i≥1

1
pi

converge. Ce qui est absurde par le point iv) de la proposition 5.

5 Densité de Dirichlet, preuve du théorème 1
On note P l’ensemble des nombres premiers.

Définition 5. Soit A une partie de P . On dit que A a pour densité de Dirichlet k ∈ [0, 1]
lorsque

lim
s→1+

(∑
p∈A

1

ps

)/(
ln
( 1

s− 1

))
= k.

Soit m ∈ N∗ et χ un caractère modulo m. On pose

fχ : U1 −→ C

s 7−→
∑
p∈Pm

χ(p)

ps
.

Quitte à rajouter des termes nuls, on peut voir fχ comme la somme d’une série de Dirichlet.
On en déduit, grâce aux points i) et iii) de la proposition 1, que fχ est holomorphe sur U1.

Si a ∈ N∗ tel que (a,m) = 1, on note Cm,a := {p ∈ P | p ≡ a mod m} et on pose

ga : U1 −→ C

s 7−→
∑

p∈Cm,a

1

ps
,

qui est holomorphe sur U1.
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Lemme 4. (Serre [1, p.122]) Soit m ∈ N∗ et χ un caractère modulo m.
i) Si χ est trivial on a

fχ(s) ∼
s→1+

ln
( 1

s− 1

)
.

ii) Si χ est non trivial, fχ reste bornée sur un intervalle de la forme ]1, 1 + α] avec
α > 0.

iii) Si a ∈ N∗ tel que (a,m) = 1 on a pour s ∈ U1,

ga(s) =
1

φ(m)

∑
χ∈G(m)

χ(a)−1fχ(s).

A l’aide de ces résultats, on peut montrer le théorème suivant :

Théorème 3. (Serre [1, p.122]) Soit m et a deux entiers non nuls tels que (a,m) = 1.
Alors l’ensemble Cm,a a pour densité de Dirichlet 1/φ(m).

On a en particulier que

lim
s→1+

∑
p∈Cm,a

1

ps
= +∞,

ce qui implique que l’ensemble Cm,a est infini et prouve le théorème 1 énoncé dans l’intro-
duction.

Démonstration du lemme 4. i) On se donne χ un caractère trivial modulo m. On a pour
tout s ∈ U1,

fχ(s) =
∑
p∈P

1

ps
−
∑
p|m

1

ps
.

Or d’après le point iv) de la proposition 5 on a

+∞∑
n=1

1

psn
∼

s→1+
ln
( 1

s− 1

)
.

De plus l’ensemble des nombres premiers qui divisent m est fini donc s 7−→
∑

p|m
1
ps

est
bornée au voisinage de s = 1. On en déduit que

fχ(s) ∼
s→1+

ln
( 1

s− 1

)
.

ii) Soit χ un caractère non trivial modulo m. On va séparer deux cas : L(χ, 1) /∈ R−

et L(χ, 1) ∈ R∗
−. On aura alors traité tous les cas possibles car L(χ, 1) ̸= 0 d’après le

théorème 2.
On commence par le cas L(χ, 1) /∈ R−. Par continuité de s 7−→ L(χ, s) sur U0 on peut

se donner α > 0 tel que pour tout s ∈ [1, 1 + α], L(χ, s) /∈ R−. On peut alors considérer
s 7−→ log(L(χ, s)) sur [1, 1 + α], où log est la détermination principale du logarithme qui

28



est définie sur C\R−. Pour tout s ∈ [1, 1 + α] et i ∈ N∗, on a |χ(pi)p−s
i | < 1. On sait alors

que pour tout s ∈ [1, 1 + α] et i ∈ N∗, 1
1−χ(pi)p

−s
i

/∈ R− et

log

(
1

1− χ(pi)p
−s
i

)
= − log(1− χ(pi)p

−s
i ) = −

+∞∑
n=1

(−1)n+1 (−χ(pi)p−s
i )n

n
=

+∞∑
n=1

χ(pi)
n

npnsi
.

On a pour tout s ∈]1, 1 + α],
+∞∑
i=1

∣∣∣∣log( 1

1− χ(pi)p
−s
i

)∣∣∣∣ ≤ +∞∑
i=1

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

χ(pi)
n

npnsi

∣∣∣∣∣
≤

+∞∑
i=1

+∞∑
n=1

∣∣∣∣χ(pi)nnpnsi

∣∣∣∣
≤

+∞∑
i=1

+∞∑
n=1

1

npnsi

= ln(ζ(s)) (voir preuve proposition 5 point iv))
< +∞.

On peut maintenant inverser comme bon nous semble la somme indicée par n et la somme
indicée par i. On a donc la série ∑

i≥1

log

(
1

1− χ(pi)p
−s
i

)
qui converge sur ]1, 1 + α]. Mais alors pour tout s ∈]1, 1 + α],

L(χ, s) =
+∞∏
i=1

1

1− χ(pi)p
−s
i

=
+∞∏
i=1

exp

(
log

(
1

1− χ(pi)p
−s
i

))

= exp

(
+∞∑
i=1

log

(
1

1− χ(pi)p
−s
i

))

= exp

(
+∞∑
i=1

+∞∑
n=1

χ(pi)
n

npnsi

)

= exp

(
+∞∑
n=1

+∞∑
i=1

χ(pi)
n

npnsi

)

= exp

(
+∞∑
i=1

χ(pi)

psi
+

+∞∑
n=2

+∞∑
i=1

χ(pi)
n

npnsi

)
= exp (fχ(s) + g(s)) ,
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avec
g : U1 −→ C

s 7−→
+∞∑
n=2

+∞∑
i=1

χ(pi)
n

npnsi
.

Il existe alors k ∈ Z tel que pour tout s ∈]1, 1 + α],

log(L(χ, s)) = fχ(s) + g(s) + 2ikπ.

On a s 7−→ log(L(χ, s)) qui est continue sur le segment [1, 1 + α], donc elle est bornée sur
[1, 1 + α]. De plus on reprend la fonction

ψ : [1,+∞[ −→ R

s 7−→
+∞∑
n=2

(
+∞∑
i=1

1

npnsi

)
définie lors de la preuve du point iv) de la proposition 5. On sait que ψ est bornée et pour
tout s ∈]1, 1 + α], |g(s)| ≤ |ψ(s)|. On en déduit que g est bornée sur ]1, 1 + α] et donc fχ
aussi.

Si L(χ, 1) ∈ R∗
− on a −L(χ, 1) /∈ R− et on reproduit cette démonstration.

iii) Soit a ∈ N∗ tel que (a,m) = 1. On a pour tout s ∈ U1,∑
χ∈Ĝ(m)

χ(a)−1fχ(s) =
∑

χ∈Ĝ(m)

χ(a)−1
∑
p∈Pm

χ(p)

ps

=
∑
p∈Pm

∑
χ∈Ĝ(m)

χ(a)−1χ(p)

ps

=
∑
p∈Pm

∑
χ∈Ĝ(m)

χ(ā−1p̄)

ps
.

Or si p ∈ Pm, on a d’après le point ii) de la proposition 3,

∑
χ∈Ĝ(m)

χ(ā−1p̄) =


φ(m) si ā−1p̄ = 1̄

0 sinon.

De plus ā−1p̄ = 1̄ si et seulement si p̄ = ā si et seulement si p ∈ Cm,a. On en déduit que∑
p∈Pm

∑
χ∈Ĝ(m)

χ(ā−1p̄)

ps
=
∑
p∈Ca

φ(m)

ps
,

ce qui achève la preuve.
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Démonstration du théorème 3. D’après le point ii) du lemme 4, on peut se donner α > 0
tel que pour tout χ non trivial on a fχ qui est bornée sur ]1, 1 + α]. D’après le point iii)
du lemme 4 on a pour tout s ∈]1, 1 + α],

ga(s)

ln( 1
s−1

)
=

1

φ(m)

 ∑
χ∈G(m)

χ(a)−1fχ(s)

/ ln

(
1

s− 1

)

=
1

φ(m)

f1(s)

ln
(

1
s−1

) + 1

φ(m)

 ∑
χ∈G(m)\{1}

χ(a)−1fχ(s)

/ ln

(
1

s− 1

)
.

On sait par le point i) du lemme 4 que

lim
s→1+

f1(s)

ln( 1
s−1

)
= 1.

De plus comme pour tout caractère χ non trivial, on a fχ bornée sur ]1, 1+α], on en déduit
que

lim
s→1+

 ∑
χ∈G(m)\{1}

χ(a)−1fχ(s)

/ ln

(
1

s− 1

)
= 0.

On a alors
lim
s→1+

ga(s)

ln( 1
s−1

)
=

1

φ(m)
.

Ce qui montre que Cm,a a pour densité de Dirichlet 1
φ(m)

.

On conclut avec quelques compléments qui vont au delà du théorème de Dirichlet.

On dit que A une partie de P a une densité naturelle c ∈ [0, 1] si

lim
x→+∞

#{p ∈ A, p ≤ x}
#{p ∈ P, p ≤ x}

= c. (8)

Proposition 7. (Descombes [2, p.256]) Soit A une partie de P . On suppose que A a pour
densité naturelle c ∈ [0, 1]. Alors A a pour densité de Dirichlet c.

Démonstration. On pose pour tout n ∈ N∗,

f(n) :=
n∑

k=1

1A(k) = #{p ∈ A, p ≤ n}

et

g(n) :=
n∑

k=1

1P (k) = #{p ∈ P, p ≤ n}.
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On sait que
∑

n≥1
1
ns converge pour s > 1. On en déduit par majoration que les séries∑

n≥1 1A(n)
1
ns et

∑
n≥1 1P (n)

1
ns convergent aussi pour s > 1. On note alors pour tout

s > 1,

SA(s) :=
+∞∑
n=1

1A(n)
1

ns
=
∑
p∈A

1

ps

et

SP (s) :=
+∞∑
n=1

1P (n)
1

ns
=
∑
p∈P

1

ps
.

On a pour tout n ∈ N∗ et s > 1,

n∑
k=1

1A(k)
1

ks
= f(1) +

n∑
k=2

(f(k)− f(k − 1))
1

ks

= f(1) +
n∑

k=2

f(k)
1

ks
−

n−1∑
k=1

f(k)
1

(k + 1)s

=
n−1∑
k=1

f(k)
( 1

ks
− 1

(k + 1)s

)
+
f(n)

ns
.

De plus on a pour tout n ∈ N∗ et s > 1,

f(n)

ns
≤ n

ns
=

1

ns−1
−→

n→+∞
0.

On en déduit que pour tout s > 1, la série
∑

n≥1 f(n)(
1
ns− 1

(n+1)s
) converge et sa somme vaut

SA(s). De même pour tout s > 1,
∑

n≥1 g(n)(
1
ns − 1

(n+1)s
) converge et sa somme vaut SP (s).

On souhaite montrer que

lim
s→1+

(∑
p∈A

1

ps

)/(
ln
( 1

s− 1

))
= c.

Or on sait d’après le point iv) de la proposition 5 que

+∞∑
n=1

1

psn
∼

s→1+
ln
( 1

s− 1

)
.

On en déduit qu’il suffit de montrer que

lim
s→1+

SA(s)

SP (s)
= c.
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Soit ε > 0, on sait par hypothèse que lim f(n)
g(n)

= c donc il existe n0 ∈ N∗ tel que pour tout

n ≥ n0,
∣∣∣f(n)g(n)

− c
∣∣∣ < ε. On a pour tout s > 1,∣∣∣∣SA(s)

SP (s)
− c

∣∣∣∣ = 1

SP (s)
|SA(s)− cSP (s)|

≤ 1

SP (s)

n0∑
n=1

|f(n)− cg(n)|
( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
+

1

SP (s)

+∞∑
n=n0+1

|f(n)− cg(n)|
( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
≤ 1

SP (s)

n0∑
n=1

|f(n)− cg(n)|
( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
+

1

SP (s)

+∞∑
n=n0+1

εg(n)
( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
≤ 1

SP (s)

n0∑
n=1

|f(n)− cg(n)|
( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
+

1

SP (s)
εSP (s)

≤ 1

SP (s)

n0∑
n=1

|f(n)− cg(n)|
( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
+ ε.

Comme SP (s) ∼
s→1+

ln( 1
s−1

) on en particulier que lims→1+ SP (s) = +∞. On en déduit que

lim
s→1+

1

SP (s)

n0∑
n=1

|f(n)− cg(n)|
( 1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
= 0.

Ce qui permet de conclure.

En revanche la réciproque de la proposition 7 est fausse (Serre [1, p.126]). Mais il est
tout de même possible de montrer que pour a,m ∈ N∗ l’ensemble Cm,a a pour densité
naturelle 1

φ(m)
. De plus le théorème des nombres premiers (Hadamard, de la vallée Poussin

1896) montre que
#{p ∈ P, p ≤ x} ∼

x→+∞

x

ln(x)
.

On en déduit que

#{p ∈ P, p ≤ x et p ≡ a (mod m)} ∼
x→+∞

1

φ(m)

x

ln(x)
.
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