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1 Généralités sur les équations différentielles linéaires

L’objectif de cette section est d’énoncer les principaux résultats sur les solutions d’une
équation différentielle. Tout ce qui sera dit dans la premiére partie pourra étre retrouvé dans

[1] et on omettra la plupart des preuves.

1.1 Equations différentielles & coefficients dans C((z))

Dans cette partie, on va s’intéresser & l’existence de bases de solutions d’équations différen-
tielles a coefficients dans C((z)). Plus précisément, on va expliciter un anneau, "minimal" dans
un sens & préciser, qui contient pour chaque équation y' = Ay avec A € M, (C((z))), une base

de solutions.

Définition 1. Une dérivation sur un anneau R est une application 0 : R — R vérifiant les
propriétés suivantes :

1. Va,be€ R, 0(a+0b) = 0O(a) +0(b).

2. Ya,b € R, d(ab) = 0(a)b+ ad(b).

Un anneau (resp. corps) munit d’une dérivation sera dit un anneau différentiel (resp. corps
différentiel).Soit R et M deux anneaux différentiels tels que R C M, on dit que M est une
extension différentielle de R si la différentielle de M coincide avec celle de R sur R. L’ensemble

C ={x € R|0x) = 0} désignera les constantes de R par rapport a 0 et c’est un corps

différentiel si R 'est. On notera quand il n’y a pas d’ambiguité la dérivation par a — a’.

Proposition 1.1. Soit k un corps différentiel et k' une extension finie de k. Alors, il existe

une unique extension de ' a k' tel que k' est une extension de corps différentiel de k.

Remarque. L’expression de 'extension de ' s’obtient facilement si on a un élément primitif de

I'extension k'/k.
Définition 2. Soit k& un corps différentiel. Un module différentiel (M, ) de dimension n sur
k est un k-espace vectoriel de dimension n munit d’une application 0 : M — M vérifiant les
propriétés :

1. Vm,n e M, d(m+n) = d(m)+ 9(n).

2. V(a,m) € k x M, d(am) = a'm+ ad(m).

Un module différentiel M sur k est complétement déterminé par le choix d’une base (eq, .. ., e,)
et d’une matrice A = (a;;) tel que de; = — Z ajie;. Soit m = Z yje;, 'équation Om = 0 se
traduit matriciellement par (y},...,y.)" = AE; o). On dirj; ;lors que 'équation y' = Ay
est un systéme différentiel d’ordre n. Soit (vy, ..., v,) une autre base de M et B = (bj;) tel que
o, = — Z bjiv;, alors on a B = P"'AP + P~'P’ avec P la matrice de passage de (e;) & (v;)

j=1

et P’ la matrice dérivé de P.



Définition 3. Soit k& un corps différentiel et A, B € M, (k). A et B seront dites équivalentes
s'il existe P € GL,(k) tel que B = P"'AP + P~ 'P’.
Remarque. D’apreés ce qui précéde, un module différentiel est associé a une classe d’équation

différentielle ¢’ = Ay ot les matrices A qui apparaissent sont toutes équivalentes entre elles.

Lemme. Soit k un corps différentiel et ' = Ay une équation différentielle d’ordre n sur k.
L’espace des solutions est défini par V = {y € k™ | v/ = Ay}. Alors V est un C-espace vectoriel

de dimension < n.

Preuve. Voir [I], Lemme 1.7. O

Soit k un corps différentiel avec comme corps de constante C'.

Définition 4. Soit R un anneau différentiel contenant k et d’anneau de constante C'. Soit

A € M, (k). Une matrice F € GL,(R) vérifiant F' = AF sera dite matrice fondamentale pour
I'équation 3’ = Ay.

Remarque. Soit F' une matrice fondamentale pour y' = Ay. Alors ’ensemble des matrices

fondamentales correspond a ’ensemble F.G,(C).

Une équation différentielle scalaire sur k est une équation de la forme :

L(y) =0

avec a;, b € ket L(y) := apy™ 4+ an_19™ Y 4 - +ao. Si b = 0, I'équation sera dite homogéne.
Une solution d’une telle équation dans une extension R de k est un élément y € R telle que
L(y) = b. Il y a un moyen standard de relier les solutions d’une équation scalaire a celles
d’une équation matricielle. On vérifie que Papplication y — (y,7/,...,y™ V) est un
isomorphisme entre {y € R | L(y) = 0} et {y € R" | ¥ = ATy} avec Ay, la matrice compagnon
du polynéme L(X).

Définition 5. Soit R un anneau différentiel et I un idéal de R. I sera dit un idéal différentiel
s’il est stable par dérivation. Un anneau différentiel simple est un anneau différentiel

possédant uniquement R et {0} comme idéaux différentiels.

Définition 6. Un anneau de Picard-Vessiot sur k pour I’équation y' = Ay avec A € M, (k) est

un anneau différentiel R sur k vérifiant :
1. R est un anneau différentiel simple.
2. 11 existe une matrice fondamentale F' € GL,,(R) pour I’équation y' = Ay.

3. R est engendré sur k£ par les coefficients d’'une matrice fondamentale et 'inverse de son

déterminant.

Remarque. Par construction, un anneau de Picard-Vessiot est un anneau minimal qui

contient toutes les solutions d’'une équation donnée.
Proposition 1.2. Soit ' = Ay une équation sur k.

1. Il emiste des anneaux de Picard-Vessiot sur k pour l'équation y' = Ay.



2. Deuz anneaux de Picard-Vessiot sur k pour l'équation iy’ = Ay sont isomorphes.

3. Le corps des constantes du corps des fractions d’un anneau de Picard-Vessiot est

encore C.
Preuve. Voir [I], Proposition 1.20. O

Remarque. On peut considérer le corps des fractions car un anneau différentiel simple est

automatiquement integre.

Définition 7. Un anneau de Picard-Vessiot universel sur k est un anneau différentiel R sur k
vérifiant :
— R est un anneau différentiel simple.
— Toute équation ' = Ay avec A € M, (k) posséde une matrice fondamentale dans
Gl,(R).
— R est engendré sur k£ par toutes les coefficients des matrices fondamentales et I'inverse

de leur déterminant.

Remarque. Par définition, un anneau de Picard-Vessiot universel sur k£ est un anneau

minimal qui contient les solutions de toutes les équations dans k.

Théoréme 1. Soit k un corps différentuel.

1. 1l existe un anneau de Picard-Vessiot universel sur k.
2. Deux anneaux de Picard-Vessiot universel sur k sont isomorphes.

3. Le corps des constantes du corps des fractions d’un anneau de Picard-Vessiot universel

est encore C'.

Preuve. Voir [I], Proposition 3.22. O

Remarque. On peut se demander si la donnée d'un anneau R qui permet de engendrer une
matrice fondamentale pour chaque équation sur k est équivalente a la donnée d’'un anneau R
qui permet de engendrer une base de solutions a toute équation scalaire sur k. La réponse est
oui, on a déja vu un sens et I'autre sens sera justifié en utilisant ’existence de vecteur cyclique
dans un module différentiel, ce qui permettra d’associer a toute matrice A € M, (k), une

matrice compagnon équivalente.

On désignera l'anneau de Picard-Vessiot universel sur k& par UnivR,. On pose K = C((z)), le
corps des séries de Laurent a coefficients complexes muni de la dérivation usuelle 0,. On
aimerait expliciter UnivR dans ce cas-1a et ainsi fournir une classification des solutions

formelles des équations de la forme Y' = AY avec A € M, (K). Avant de donner la

proposition principale pour cette classification, on a besoin de définir 'anneau k[0)].
Définition 8. On définit 'anneau non commutatif D := k[0] qui correspond a I'ensemble des
expressions L := a,,0" + --- + a10 + ag avec n > 0 et a; € k. L’addition est évidente et la

multiplication suit la régle da = ad + a’. Le degré de L est m si a,, # 0 et a; = 0 pour i > m.

Proposition 1.3. Soit v = Ay avec A € M,,(K) et':= 20,.

1. 1l existe m € N* et une extension finie de K de la forme IA(m = IA((zl/m) telle que A

soit équivalente sur IA(m a une matrice B € Mn([?m) diagonale par blocs B; , avec
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1=1,...,s et 1 <a<m; dela forme :

b; 0 0
1 b 0
0 1 b 0
Bi,a -
0 0 1 b

avec b; € C[z7Y/™] et pour i # j, on a by — b; & Q.

2. Soit M un l?[@z]—module a gauche. Il existe une extension finie de K de la forme
K, = I?(zl/m) et qi,....qs € 2 ™Clz7Y™] tel que Ko ®p M se décompose en
@7 M;. Pour chaque 1, il existe un espace vectoriel W; de dimension finie sur C et une
application linéaire C; : W; — W; tel que M; = ]?m ®c W; et Dopérateur 6, := z0, sur

M; est donné par la formule :

0:(f ®w) = (¢:f @ w) + (f' @ w) + (f @ Ci(w)).

Preuve. Voir [I], Théoréme 3.1. O

Remarque. Dans la proposition précédente, les g; sont uniques a permutation preés et

correspondent & la partie non constante des b;. De plus, m = n! convient.

On choisit M un Q-espace vectoriel tel que M & Q = C. On pose Q = Uy,>12~ 1/mC[ ’1/’”]
On définit R = K[{Z“}aeM, {E(q)}4e0, L] I'anneau de polyndme sur K en les variables
{Z%%aers U{E(q )}qeg U L. On définit la dérivation ' sur R par :

1. z0, sur K.

2. (Z*) =aZ" pour a € M.
3. E(q)' = qE(q) pour q € Q.
4. L' =1.

Soit I C R l'idéal engendré par :
AR NVARE VAV E0) -1, E(q1 + ¢2) — E(q1) E(g2).
Théoréme 2. L’anneau R/I est un anneau de Picard-Vessiot universel sur K.

Preuve. Voir [I], Proposition 3.22. O

Remarque. Le symbole F(q) se note aussi exp (/ q(z)dz).

Corollaire. Soit 3y’ = Ay avec A € M, (K ) Alors il existe une matrice fondamentale de la
forme H.fund(A) avec H € GL,(K) et fund(A) € GL,(UnivRg) ne faisant intervenir que des
symboles E(q), Z* et L.



Corollaire. Soit L un opérateur différentiel a coefficient dans C((2)) d’ordre n alors pour

p € C, il existe une base de solution de L(y) = 0 de la forme

exp (/ %Zp_p)d% S(2),

avec S € C[[(z — p)Y™|[log(z — p)], wal(S) =0 et w € C[z*/™].

1.2 Equations différentielles a coefficients méromorphes

Dans cette partie, on va s’intéresser a des équations linéaires de la forme

D"y +pi(2)D" 'y + -+ pu(z)y = 0 (E})
D"y +pi(z)D" 'y + -+ pax)y = f (E,)

ou f et p; sont des fonctions méromorphes sur un ouvert U C C et D désigne 'opérateur de
dérivation.

Définition 9. Un point £ € U est dit point ordinaire, si f et les p; sont holomorphes dans un
voisinage de . Les autres points sont dits singuliers, on notera alors cet ensemble Sing.
Théoréme 3. Soit £ € U un point ordinaire et ny,...,n, € C, alors (E,)) posséde une unique

solution autour de & qui est de la forme

+o0
y(x) =Y ez — )" (1.1)
k=0
vérifiant pour tout i € {1,...,n}, D" 'y(¢) = n;. De plus, cette série est convergente dés que
|z —&] < d(§) ot d(§) = mingesing(|§ — pl)-
Preuve. Voir [2], Chapitre 1, §1. O

Corollaire. admet une base de solutions sur B(£,d(€)) de la forme {(x — &) f;) Yo<i<n_1
ot f; est holomorphe sur B(&,d(€)) vérifiant f;(§) # 0.

Preuve. Soit i € {0,...,n — 1}. D’aprés le théoréme précédant, il existe une solution y;
correspondant au choix 9y =---=mn; =0et 94,1 =--- =1, = 1. Par définition des 7;, y; est
de la forme (x — &)" f; avec fi(£) # 0. Soit y une solution de (E,]), alors il existe (¢;)1<j<, € C"

tel que D"y (&) = chyj_l(ﬁ) pour tout i € {0,...,n —1}. De plus y — Z ¢jyj—1 est
j=1 j=1

solution de (£7]) mais la solution nulle vérifie les mémes conditions initiales, on en déduit par
n

unicité du théoréme 3 que y = Z ¢;jyj—1. Le fait que (y;) soit libre découle du choix des

j=1
conditions initiales de y; qui sont indépendantes entre elles. O
Remarque. Le théoréme précédent nous donne une base de solution de (£ ))localement
autour de £. Si tous les points de U sont ordinaires et U simplement connexe, on peut

prolonger cette solution sur tout U et ainsi obtenir une version du théoréme sur tout U.



Dans la suite, on va définir la notion d’exposant et on voit que dans le cas d’un point

ordinaire, I’ensemble des exposants est {0,...,n — 1}.

Définition 10. Soit ¢4, ..., ¢, des solutions de (£7)) en un point ordinaire. On définit le
Wronksien en ¢, ..., ¢, par

b1 e On
W(pr,...,dn) =1 :
D" ¢, ... D" l¢,
Proposition 1.4. Soit ¢1,...,¢, des solutions de (E})) en un point ordinaire §. Alors
(Dny - On) est lice sur C si et seulement s’il existe x € B(€,d(€)) tel que

W(d1,....¢n)(z) = 0.
Preuve. Voir [2], Chapitre 1, §3. ]

Proposition 1.5. Soit ¢1, ..., ¢, une base de solutions de (E7|). Alors, I’équation

différentielle suivante :

W(¢17 st 7¢n>y) =0
W(o1,. -, én)
est la méme que .
Preuve. Voir [2], Chapitre 1, §4. ]

L’étude des solutions autour d’un point singulier est plus compliquée, cependant on sait que
localement en un point ordinaire, une solution existe et en la prolongeant suivant un chemin I’
enroulant la singularité, on voit qu’on peut définir une solution y sur un disque épointé et
privé d’'une demi-droite. De plus, si on continue le prolongement analytique jusqu’au point de
départ, il se peut que la solution obtenue autour de celui-ci différe de y. On peut regarder ce
que si passe pour une base de solution {¢;}, aprés avoir fait le tour de I', on obtient une

nouvelle base {®;} vérifiant :
Q; = Z aijPj,
j=1

avec A = (a;;) € GL,(C) et det(A) = ¢~ JrP1@)4)  On suppose que I' décrit une boucle

homotope & un cercle.
Remarque. On utilisera une notation majuscule lorsqu’on désignera une nouvelle solution
aprés un parcours d’'une boucle I'. Par exemple, si y est une solution, Y désignera la nouvelle.

Proposition 1.6. On note Ji, (A1), ..., Ji.(Ar) les blocs de Jordan de A et ko = 0. Alors, il

existe une base de solution {y; }1<i<n vérifiant :
Vie{l,...,r}, Yi_ 41 = Ailri+1 et Y = Ni(yp—1+un) (VK € {kot - Ak +2, ... kot -4k }).

Preuve. On note P la matrice de passage tel que P~ AP soit une matrice diagonale par bloc
avec des blocs de la forme Ji, (A1), ..., Jk. (A.). Comme A est inversible, A\; # 0 et on peut

changer P tel que les coefficients de Ji,(\;) qui valent 1 se transforme en A;. On définit les y;



tels que

Y1 ?1
Y2 _ p-1 ®2
Yn Pn
On a alors
Yy b1 (7
a2 pap |
Yo Pn Yn
La forme de P~* AP montre que {y;} convient. O
On pose
1 L(L—-1 L(L—-1)...(L— 1
L:: Og-(x)7L0::17 le:L7 LQZ:(—>7.,.,L3:: ( ) ( s+ >,
urm 2! s!

avec log une détermination continue du logarithme.
Apreés avoir parcouru I', L et Ly se transforme en L + 1 et (L +1)s = Ls_1 + L. On remarque
que (L;)sen forme une famille libre car Lg est de degré s en L. Pour simplifier, on suppose que

¢ = 0 est un point singulier de (E7)) et que I" entour uniquement cette singularité £ = 0.
Théoréme 4. L’équation (E))) posséde autour de & = 0 une base de solution de la forme

Yr;, = xP Z Lmi—sHi,s(l‘) (VZ € {1, ce ,T},V?"i S {k0+ ' '+ki—1+17 ey k’o—f— : +kz—1+kz})a
s=1

oum;=1;—(ko+ - +ki_1), Jiy(M\1),..., k. (\.) sont les blocs de Jordan de A, p; vérifie

X = \; et I1; s développable en série de Laurent en 0.

Preuve. On note y; la base de solution de la proposition précédente et on définit z; vérifiant
Yy = xPz;.

Les z; vérifient :

Vie{l,...,r}, Zk,_,+1 = 2k_,+1 €6 Zp = (zp—1+2k) (Vk € {ko+- - +kia+2, ... kot -4k }).

(1.2)

On définit la matrice M; vérifiant

Lo L Ly ... Ly

0 Lo L ... Lp_s
M=o

Ly L

0 Ly




On définit w; vérifiant

Zho+-Aki—14+1 Who+--+ki—14+1

= M; : . (1.3)
Rko+-+ki Wt +k;

Ce qui est possible car det(M;) = 1. Ainsi en combinant (1.2)) et (1.3), on obtient
Vie{l,...,n}, W; =w;.

D’ott w; est holomorphe sur un disque épointé en 0, ce qui permet d’obtenir la forme

souhaitée. O

Remarque. Il se peut que chaque II; ; posséde un développement en série de Laurent avec un
nombre fini de puissances négative de x, on peut alors modifier les p; de maniére a obtenir

I1; s holomorphe en 0. Si c’est le cas, un telle solution est dite réguliere.

Théoréme 5 (Fuchs). (E7) admet une base de solution réguliere si et seulement si p; posséde

au plus un pole d’ordre i en 0.

Preuve. On va raisonner par récurrence pour le sens direct. Pour n = 1, I’équation

différentielle est de la forme
Dy + p1(x)y = 0.

Une solution réguliére est de la forme
y=0¢1(z) = Az" (1 + iz + z” +...).

avec E crz® qui converge dés que |z| < R. On a alors :

T l14+cx+...

pi(z) = —d(x) [ (x) = =2 — |:Cl +2c2:c+...] |

Ainsi, p; posséde au plus un pole d’ordre 1 en 0. Supposons que {¢,} soit une base de

solutions réguliéres de ((£}]), on peut supposer que ¢; est de la forme suivante :
¢1(x) = AxP (1 4 e + cpz® +...).

On pose ¢; = D [%} pour i € {2,...,n} et les coefficients de ’équation différentielle
1

W(Z/}% cc 7wn7 Z/)
W(w% e 7wn)

=0
sont tous holomorphes en 0. On ’écrit sous la forme

D" 24 qu(2)D" 22+ gu12 =0,



on peut remonter aux solutions de (£)) grace au changement de variable y = ¢, (z) / zdx.

Ainsi, les ¢; sont reliés aux p; grace aux relations suivantes

T Sl () LA

k=1

Auxquelles, on rajoute la relation

D" ¢y (x) D™ 1¢y(x)
2O (@) T2 (@) =,
o1 () o1 () "
On remarque que D" ¢y /¢, posséde au plus un pole d’ordre 7 en 0 et que {9, } est aussi une
base de solutions réguliéres, ainsi par récurrence les ¢; sont d’ordre au plus 7 en 0 et par les
relations précédentes, il en est de méme pour p;. En utilisant la derniére relation, obtient que
pn est au plus d’ordre n ce qui conclut. Le sens réciproque sera traité dans la partie

suivante. O

2 Base de solution en une singularité réguliére

Dans cette section, on se placera dans le méme contexte que la partie précédente. Tout ce qui
est fait peut étre fait de facon formelle et ainsi les résultats s’adapte naturellement a des

équations a coefficient dans C[[z]].

2.1 Singularité réguliére et apparente

Définition 11. Soit £ une singularité de . On dira que & est une singularité réguliére si p;
admet au plus un pole d’ordre i en &. Sinon, elle sera dite irréguliére.

Remarque. Cette définition se généralise & des équations a coefficient dans C((z)) de
maniére évidente.

On introduit 'opérateur 6 =: zD, ce qui va nous permettre de tout reformuler en fonction de
cet opérateur et en utilisant ses diverses propriétés de préciser la structure des solutions de
donnée dans la partie précédente. Plus précisément, on va montrer que les II; ; peuvent
étre choisis de maniére a étre holomorphes en €. Comme dans la partie précédente, on se
limitera au cas £ = 0. On suppose a présent que 0 est une singularité réguliére de .

Proposition 2.1. L’opérateur § vérifie les propriétés suivantes :

1. VP € C[X], 6P(log) = P'(log).

2. Vh, f, §"(hf) = (’Z) 5™k (R)S*(£).

k=0
3. Une base de solution de 0"y = 0 est donné par {log'} aveci € {0,... k—1}.

4. 2"D"=6(6—-1)...(6 —m+1).

10



m—1
5. M =a2"D"™ + Z amkkak avec Q) des entiers.
k=1
Preuve. Pour 1, il suffit de remarquer que 6(log™) = mlog™'. Le 2 découle de la régle de
dérivation de Leibniz. Pour 3, les log’ sont & solutions linéairement indépendantes, c’est donc

une base. Enfin, 4 et 5 se démontre par récurrence. O

En multipliant (£7]) par =", on obtient la forme normale de Fuchs de (E7)) :
"Dy + P (z)D" 'y 4+ -+ Py(z)y = 0, (2.1)

ou P; sont des fonctions holomorphes en 0. Avec la proposition précédente, (2.1) peut se
mettre sous la forme
F)y =0y +6"'Qi(x)D" 'y +-- -+ Qu(z)y = 0, (2.2)

avec (); holomorphes. On peut exprimer (); en tant que combinaisons linéaires des P;. On

exprime @); sous forme de série

+00
Qix) = > Qya', (2.3)
=0
et on pose
Fo(6) = 6"+ Quo0" '+ + Quo, (2.4)
Fi(0) = Quo" '+ Qo™ 2 4 - + Quy. (2.5)

F@o)y = Y a'F;(0)y = 0, (2.6)

Remarque.
Fo(A) = Po(0) + AP, 1(0) + -+ XA =1) ... A=n+2)PL(0) + XA —=1)...(A—=n+1).
Proposition 2.2. Soit y = 2”(co + c1x + ...) une solution de alors, on a les relations

sutvantes :

k
> Filp+i)=0 ke{0,1,2,...}. (2.7)
i=0

En particulier, si co # 0 alors Fy(p) = 0.

Preuve. On a

+o0 +oo +oo
F@y = Y @F@)y= Y Y o F(d)ea'
j=0 i=0 j=0
+00 +00 +o00 k
- szp+i+jpj(p+ i) = pr-i-k ZFk—i(P+i)Ci
=0 j=0 k=0 i=0
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La proposition précédente améne & la définition suivante :

Définition 12. Les racines de Fj sont appelée les exposants de la singularité et Fy(\) = 0 est

appelé équation indicielle.
On note r le nombre t d’exposants distincts.

Proposition 2.3. Il y a au plus r solutions linéairement indépendantes de la forme
y = 2(co+cax+...), (2.8)

ot ¢y # 0.

Preuve. 11 suffit de remarquer que si y; = 2”(co +c1z+...) et yo =a’(dy +diz +...) avec
dy, co # 0 sont des solutions indépendantes. Alors y := dpy; — coy2 est encore une solution et
posséde un exposant p’ > p. Donc s’il y avait au moins 7 + 1 solutions linéairement
indépendantes, par le procédé précédent, on pourrait construire au moins r 4+ 1 exposants, ce

qui est absurde. O

D’apres la proposition précédente, on ne pourra pas toujours trouver toute une base de
solutions de de la forme . Si le systeme est résoluble, on peut construire par
récurrence les ¢; aisément et avoir leurs expressions formelles. Tel est le cas si les racines de Fj
ne différent pas d’entiers strictement positifs. Cependant, il se peut que de telles racines
existent et il faut alors s’intéresser a d’autre type de solution.

Soit p un exposant. On rassemble toutes les racines de Fy de la forme p + k avec k£ > 0 dans
un méme ensemble S et on range ces ensembles par ordre croissant de partie réelle. On va a
présent chercher des solutions de de la forme :

y = 2’(ug+wzx+...), (2.9)

ol u; sont des polynomes en log de degré au plus n.

Proposition 2.4. Soit y = z°(ug+ uix + ...) une solution de (E7)) avec u; € C,[log] alors,

on a les relations suivantes :

k
Y Fi(6+p+iu=0 ke{0,1,2,...}. (2.10)
=0
Preuve. On a
+o0 ‘ +00 400 . ' +00 400 o
Foy = Y @F@y= Y Y a/Fi(dua™ = > 3 o F(5+ p+i)u
j=0 i=0 j=0 i=0 j=0

k
Z Fr_i(0 4 p + i)u;
i=0

+oo
— § :xp—i-k
k=0
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Il reste & savoir maintenant si le systéme est résoluble. La réponse est oui, on peut
méme construire une base de solutions sous cette forme. On remarque aussi que les solutions
de la forme sont de la forme avec des polynomes constants. Dans la preuve du
théoréme suivant, on détaille un procédé algorithmique qui permet de calculer les u;

explicitement.

Théoréme 6. Soit Sy,...,S, les classes d’équivalence pour l’action modulo Z. sur les

exposants. On suppose que S; est rangé par ordre croissant de partie réelle. Alors pour chaque

ensemble S;, il existe N; solutions de (E|) de la forme

Sk

“+o00

s , .

yr = =" E (]k) filog* ™7 =z E u;x’,
=0

J=0

avec
S . I .
U = Z ( k) cjilog™ ™7, fi= chz’flfl,
=0 \J i=0
ou N; est la somme des multiplicités des exposants dans S;, f; des fonctions holomorphes en
0, p; le plus petit élément de S; et s, un entier pouvant varier entre O et N;.
De plus, on peut choisir les indices s, et les fonctions f; intervenant dans 'expression des N;

solutions de facon a avoir a la fin n solutions indépendantes.

Preuve. La preuve se déroulera en 3 étapes. La premiére consistera a déterminer formellement
les u; et f; pour une classe donnée, la deuxieme a justifier la convergence des f; et la troisieme
a justifier 'indépendance des solutions construites.

Etape 1

Soit S = {p1,p2, ..., pN = pn_1} une classe d’exposant ordonnée. L’équation s’écrit
pour k=0 :

1 1, .
Fg(5+p1) = F0<p1>+ﬁF(/)<pl)5u0+§F(/) (p1)52U0+ = G1(6)5 111,0 = 0,

avec k1 la multiplicité de p; et G € C[X] tel que G(0) # Oﬂ Comme l'opérateur G1(0) # 0,
I'opérateur
G1(9) : Cllog] — Cllog]

est inversible d’ou §"'ug = 0 et d’aprés la proposition (2.1)), ug = P(log) avec P € C,,_1[X].
Supposons qu’on a construit (ug, ..., ux_1) vérifiant (2.10) pour i € {0,...,k — 1}.

Si Fy(p1 + k) # 0 alors uy est uniquement déterminé par la formule

k—1

up = —Fo(6+ p1 + k)7 Zkai((S +p1+0)u; = Li(ug, ..., up—1),
i=0

ot Fy(6 + p1 + k)~! désigne Popérateur inverse de Fy(6 + p1 + k) : C[log] — C[log] et L, un

opérateur linéaire implicitement définit par I'expression ci-dessus. On remarque que le degré

1. car Fo(i)(pl) =0, Vie{0,...,xk1 — 1} et FO(M)(pl) #0
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de uy en log est borné par max(deg(up), ..., deg(ur—_1)).
Si Fo(p1 + k) = 0, alors on obtient

k—1
Fo(S+ pr+ kg = Gi(6)0%u, = — > Fusi(6 + pr + i)us,

i=0
avec i tel que p; + k = p;, K; la multiplicité de p; et G; € C[X] vérifiant G;(0) # 0. Ainsi

k—1

5”"uk = —Gi(d)_l Z Fk71<5 + P1 + Z)Ul = Lk(uo, cee ,uk,l).

=0

Donc uy, appartient & un espace affine de dimension ;. On va a présent exhiber des suites (u;)
de fagon a obtenir des solutions indépendantes a la fin.

D’aprés ce qui précede, on voit donc que la structure de la suite (u;) est complétement
déterminée par les valeurs de U; := ug, Us :=upy,—p,, ..., Uy = Upy_,—p,- Plus précisément,
pour k ¢ {p; — p1} il existe un opérateur linéaire Ay tel que uy = Ag(Us, ..., Uy) avec U;

satisfaisant un systéme différentiel de la forme suivante :

(517, .
fo1(0)Uy 4 6™ U, =0
f351(0)Uy + f32(0)Us + 6" U3 =0

: 0
0

\le(é)Ul + -+ v Unoy + 60Uy =

On définit la matrice F' € My (C[X]) vérifiant :

X" 0o ... 0
X] X"
7o f21.[ ]
fmlX] .. 0 X
Le systéeme précédent se reformule en :

Ui
Us

Fo | | =0 1)
Un

Par le théoréme des facteurs invariants, il existe P, @ € GLy(C[X]), 0 <e; < ey < -+ < ey,

14



N N
avec E e; = E k; tel que
i=1 i=1

XN 0 0
F=0 0 Xert p
0 . oxe
On définit V; vérifiant :
Vi Uy
Va _p U.z
W) \us

Le systéme (/1) est alors équivalent a :

NV =0
yN-1V, =
kdelVN =0

Une base de solutions est donnée par des V; vérifiant :

k-eme ligne — | L, | avec 0 < s < e, — 1.

Finalement, il suffit d’appliquer P~! pour obtenir une base de et des solutions de
avec des suites (u;) linéairement indépendantes. On verra dans ’étape 3 pourquoi cela
implique que les solutions ¥, associées sont linéairement indépendantes. Comme 'opérateur P
respecte les degrés, on a bien la condition sur s.

Etape 2

Soit y une solution associée a une suite (u;), un entier s et & un ensemble S construite a
I'étape 1. On définit cj; de maniére & avoir I’expression formelle de I'énoncé du théoreme. Pour

montrer la convergence des f;, on aura besoin du lemme suivant.
+oo

Lemme. Soit g brx" une série convergente pour |x| < d ot d est la distance minimale de 0
k=0
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aux autres singularités. Supposons que l’équation

o0
FO)Y =) bya*
k=0

+oo

est formellement satisfaite par Y = Z cra®. Alors Y converge dés que |x| < d.
k=0

Preuve du lemme.

1
Soit x tel que |z] < d et R = 5(7‘ + d) < d. On rappelle que @Q; sont les coefficients de

I'opérateur F' et que 'on a Z Q2" et Z br2" sont absolument convergentes pour |z| = R.

Les termes généraux des deux séries sont bornés par une constante M > 0. Pour j € N*,

Foei(D)] =1 Qg™ S MR7TFL 4+ 4 7)) S MR7HG + 1)

m=1

Fo(k
Soit kK > N (N est défini dans la preuve du théoréme). Comme Fy(k) # 0 et klim o) =1

—4o0 k™ ’

on peut trouver 6 > 0 tel que

Fo(k) > 0k™.

Par hypotheése, les ¢; vérifient les équations suivantes :

k
Vk € N, ZFk—jCj = by.

§=0
Ainsi,
k—1
Ok ekl <Y MRF(+1)" Y| + MR,
§=0

On définit la suite (Cy) telle que
Vk € {0,...,N}, Ck Z |Ck|,
k—1
Vk > N, 0k"R*Cy, = M (1 +) G+ 1)”—1Rﬂ'cj>

Jj=0

=0k —1)"RF'Cpy + ME"'RM10y .

Comme lim Ci

=1/R < 1/r, la série Crz® est absolument convergente et vérifie
k—+4o0 Ck,1 / - / ’ Z 4§ Vers v

|chxk| < ZC’kxk.

Ainsi, E " est absolument convergente.
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Par définition et en utilisant le développement de Taylor de F', on a :

2 (j) fjlogSj] = 2 e PO o)

Fo)y = F
= = il (s —J)

Alinsi,

Xk:(k.)F’”Yj:o ke{0,1,..., s} 2)

=0 \J
k
k ,
( .)fjlogk_J
— \J

J

On en déduit que

est solution de F(0)y = 0 pour tout k € {0,1,...,s}. Par le lemme précédent, Yy converge car
F(6)Yy = 0. Supposons qu’on ait la convergence de (Yy, ..., Y;_1) alors en appliquant le
lemme précédent a , on en déduit que Y} converge.

Etape 3

La preuve de I'indépendance des solutions construites repose sur le lemme suivant que 1’on

peut retrouver dans [3].

Lemme. Soit (p;)icr une famille de réel représentant des classes distinctes modulo Z alors la

famille (2°"1og(2)")icrren est libre sur lanneau des séries entiéres convergentes.

Il est facile de voir que le lemme implique directement le résultat souhaité. Ce qui conclut la

preuve du théoréme.

]

Il se peut que (E7)) posséde une base de solutions holomorphes, ainsi la singularité se
comporte comme un point ordinaire de I’équation différentielle, sauf qu’il y a une différence

cruciale aux niveaux des exposants.

Définition 13. Soit ¢ une singularité réguliére de (£)]). Si (E)) posséde une base de fonctions

holomorphes, alors & sera appelé singularité apparente.
Proposition 2.5. On a les propriétés suivantes :

1. Supposons que 0 est une singularité apparente de . Alors les exposants sont n

entiers positifs distincts.

2. 0 est un point ordinaire de ssi la suite d’exposants en 0 est (0,1,...,n—1).
Preuve. Le premier point découle immédiatement de la proposition Supposons que 0 est
une singularité de (£7]) avec (0,1,...,n — 1) comme suite d’exposants. On note ¢1, ..., ¢, une
base de solutions holomorphes avec ¢; associé a l'exposant ¢+ — 1. D’aprés la proposition [1.5]

on peut retrouver les coefficients de (E7)) en étudiant le Wronksien. On remarque en utilisant

la formule du déterminant que W (¢, ..., ¢,) est holomorphe d’exposant nul ainsi son inverse
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est aussi holomorphe autour de 0 et on en conclut que les coefficients de 1'équation (E7]) sont

tous holomorphes autour de 0. L’autre sens provient du théoréme O

Remarque. Soit p une singularité apparente et S, := Z e;(p) la somme des exposants en p.

Comme conséquence de la proposition précédente, on a :

n—1
—1
SpeNetSp>Zj:%.
=0

On utilisera ce résultat dans la section 4.

La proposition suivante fait le lien entre la partie précédente et celle-ci car tous les calculs qui
on était fait ici sont formels.
Corollaire. Soit L € C[[z]][d] unitaire avec § = 20, et p € Sing(L). Alors l’équation L(y) = 0

posséde une base de solution dans l’anneau C[[z — p||[log(z — p)].

Remarque. On peut calculer une base de solution de maniére algorithmique autour de
chaque singularité réguliére. Il suffit de chercher la solution sous la forme annoncée et

d’expliciter la relation de récurrence qui apparait sur les séries formelles.

2.2 Singularité a l’infini et relation de Fuchs

On peut aussi analyser ce qui se passe en oo si les coefficients de I’équation sont méromorphes
sur C. Pour faire cela, il suffit de faire le changement de variable u = 1/x dans (E}]) et

d’étudier si 0 est une singularité ou non. On va utiliser la forme suivante de (E7) :
0"y + Qu(2)8" 'y + - + Qulz)y = 0.

On pose maintenant g(z) = y(1/x). Alors g satisfait I’équation suivante :

1 1
"o (‘) " gt (<1)"Qn <_> -
x x
La condition nécessaire et suffisante pour que x = oo soit une singularité réguliére est que
Q:(00) soit finie (i.e p; = O(x™")). Pour savoir si = co est un point ordinaire, on a besoin de
connaitre la forme canonique de (E)) aprés le changement de variable. Pour ne pas alourdir,

on donne directement sa forme canonique :

D"g+ pi(x)D" g+ -+ pi(x)g = 0,

pi(z) = i(—l)T(Z:Z)H:p—T—% G) se{l,...,n—1}

avec r=0 )
o) = e (1)
La condition nécessaire et suffisante pour que x = oo soit un point ordinaire est que p; soit

finie en 0.
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Si l'infini est une singularité réguliére, ’équation indicielle devient :

Pl = Qu(00)p" ! -+ (=1)"Qu(00) =0.
Ou bien,

plp+1)...(p+n—1)—Pi(co)plp+1)...(p+n—=2)+-+ (=1)"P,(c0) = 0.

Remarque. Le passage de P; & (); se fait grace a la proposition [2.1]

Définition 14. Une équation sera dite fuchsienne si ses coefficients sont méromorphes sur C,
admet un nombre fini de singularités et toutes ses singularités sont réguliéres (infini inclus).
L’opérateur associé sera dit fuchsien.

Remarque. Cette définition se généralise aussi & des équations a coeflicients dans C((z)), de
méme que la relation de fuchs énoncée ci-dessous.

Proposition 2.6. Soit D"y + pi(2)D" 'y + -+ pu(x)y = 0 une équation fuchsienne. On

note {ay,...,a,} Uensemble de ses singularités finies et on définit :

o) =(x—ay)...(x —an).

II m—1)¢
Alors p; = ( .1) avec 11,1y, € C(mfl)i[X]-
SDZ

Preuve. Par hypothése, ©'p; est holomorphe sur C et la condition & I'infini se traduit par z'p;
est fini en I'infini ainsi ¢’p; est polynomiale de degré inférieur a (m — 1)i. O
Pour la suite, on va garder les notations de la proposition lorsqu’on désignera les

singularités d’un opérateur différentiel fuchsien.

Proposition 2.7. Soit (E|) une équation fuchsienne. On écrit

Alors, on a la relation suivante dite de Fuchs :

m+1 n

S50y = glm—1)(n 1)

i=1 j=1

ot pi; sont les exposants comptés avec multiplicité de la singularité a; et ap11 = 0o.

Preuve. On peut calculer la somme des exposants en regardant le polynéme indiciel en a;.

On trouve en a; :

%n(n —-1)— A
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et en oo :

ZAi — %n(n —1)

Ce qui conclut en sommant. ]

Maintenant, on va voir comment la notion d’exposant peut nous permettre de calculer toutes
les solutions polynomiales ou rationnelles d’un opérateur fuchsien. On garde les notations

précédentes pour les propositions suivantes.

P

Proposition 2.8. Soit L un opérateur fuchsien. Supposons P = chxk une solution
k=0

polynomiale de L avec c, # 0.

On note r = min{k | cx # 0} et S,, 'ensemble des exposants de L en a; alors, on a

re ﬂ Sa; NN,

ie{l,...,m}

et

—p €S, . NZ_.

m—+1

Preuve. 11 suffit de remarque que par définition P = z"Q); avec Q1(0) # 0 et P(z — a;) est
encore solution de L ainsi r est un exposant possible en chaque singularité fini. Pour regarder
en am,11 = 00, il suffit de faire le changement de variable u = 1/x et on a P(1/x) = 27°Qs

avec (Q2(0) # 0 ainsi —p est un exposant possible en co. O

Remarque. D’aprés la proposition précédente, on connait les degrés de P possibles et on
peut trouver toutes les solutions polynomiales en injectant P dans L et en résolvant le

systéme linéaire qui apparait sur les a;.

P I n
C< .
Proposition 2.9. Soit L un opérateur fuchsien et R = et + —  une
y e E S oy
solution rationnelle de L avec ¢, # 0 et pour tout i € {0,...,1} il existe j € {0,...,n;} tel que
Cij # 0.
On note r; = maz{j | ¢;; # 0}, alors on a
{ag, ..., } CHay, ... an}, —1; € Sy, €6 —pE Sa,,.,.

Preuve. Si «; était un point ordinaire, alors L admettrait une bases de solution holomorphes
et en particulier R posséderait une limite en «; donc «; serait un point singulier. En faisant

comme dans la proposition précédente, les deux autres points découlent. O

Remarque. La méme remarque s’applique aux solutions rationnelles car on connait le degré

et l'ordre des podles du polynéme rationnel solution.

20



3 Majoration des exposants d’un opérateur différentiel

L’objectif de cette partie est de donner une majoration explicite pour le maximum des
modules des exposants d’un opérateur différentiel. Pour cela, on utilisera un résultat de [4].
On notera Z I’ensemble des entiers algébriques et N la norme algébrique usuelle sur Q ( vu
comme sous-corps de C).

Définition 15. Soit a € K, Py, ..., P, € K[X],Q1,...,Qs € K(X) avec K un corps de

nombre. On pose
den(a) .= min{d € N* | da € Z}, et [@ = max{|conjugués galoisien de af}.

den((Pi,...,Ps)) := min{d € N* | Vi, dP; € Z[X]}.

On définit la hauteur de o comme étant la quantité H(«) := max{den(a), [@l}.

On définit la hauteur H ((Pr, ..., Ps)) comme étant le maximum entre den((Py, ..., Py)) et la
hauteur de tous les coefficients des P,.

On définit le degré deg((Pl, o ,Ps))) comme étant le maximum des degrés des P;.

On définit la hauteur H((Ql, ce QS)) comme étant la quantité H((T7 TG, ... ,TQS)) avec T
le polynéme unitaire de plus petit degré vérifiant TQ; € K[X].

On définit le degré deg((T',TQ1, . ..,TQ,)) comme étant la quantité deg((T,TQ1, ..., TQ;))
avec T' le polyndme unitaire de plus petit degré vérifiant T'Q); € K[X] et T' # 0.

Définition 16. Soit L = (d/d2)™ + a1(2)(d/dz)™ " + -+ + an(2) € K(2)[d/dz] avec K un
corps de nombre. On définit la hauteur de L notée H(L) comme étant H((ay,...,an)) et
deg(L) comme étant deg((ay, ..., an))

Lemme. Soit 3 € K,y7 € Q,P € K[X],Q1,...,Qs, R € K(X), et a une racine de P avec K

un corps de nombre de degré k. On note ¢ = deg(P). Alors, on a les inégalités suivantes
H(1/8) < H(B"".
H(B)*D < || < H(B).
H(a) < qH(P)*
C[R(0)| < H(R)™
CH((Qu(X 7)., Qu(X 4 7)) < 209(@) priiea(@@) (@, q,).

~

v A L Do

Preuve. 1 : Soit d = den(3) On remarque que ¢/ € Z avec ¢ =
Alinsi,
den(1/8) < ¢ < & IN(8) < H(B)*,

On remarque que
1 < N(dB) < |B|H(B)* ! pour tout conjugué 3’ de .

Les deux inégalités permettent de conclure.
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2 : La majoration |5| < H(S) découle de la définition, la minoration provient de 1 et

11/8] < H(1/B).
3 : On note q, le coefficient dominant de P. On a alors que ) = P/a, est unitaire, annule « et
H(Q) < H(P)* d’aprés 1. Ainsi,

H(a) = H(a" — Q(a)) < ¢H ()™ H(Q) < qH ()" H(P)™.

L’inégalité du milieu se justifie simplement avec 'inégalité triangulaire.

4 : On écrit R = P/Q sous forme irréductible, en utilisant 2 et la définition de la hauteur, on a
|P(0)| < H(P) < H(R) et [1/Q(0)] < H(Q)*™ < H(R)™ .

Ainsi,
|R(0)| < H(R)*.
5 : On le montre pour s = 1 et ) € K[X], le cas général s’y raméne naturellement.

m
Soit () = Zaka, on a
k=0

=0

On voit facilement que
H(e) < 2"H()UH(Q) et den(Q(X +7)) < den(y)"den(Q)

d’ou I'inégalité voulue. O
Proposition 3.1. Soit L = (d/dz)™ + ay(2)(d/dz)™ " + - - - + an(2) € K(2)[d/dz] un
opérateur fuchsien avec K un corps de nombre de degré k. On note E(L) le maximum des

modules de tous les exposants L (0o compris) et q le degré de L. Alors, on a
E(L) < m((4mq)* ™ H(L)™" ).

Preuve. On commence par traiter la singularité en 0. On note Pp le polynome indiciel de L
en 0, on a alors que les exposants en 0 sont les racines de Pr et d’aprés le lemme précédent,

il suffit de majorer H (P ). D’aprés la section 2, on peut obtenir Py o de la maniére suivante :
2L = 0" A b (2)0M T A b(2), et Pro= X"+ b (0)X™ 4 4 D,,(0),

avec b;(z) qui s’exprime comme combinaison linéaire de 1, zai(z), ..., 2'a;(z) avec des
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coefficients majoré par (2m)™. Ainsi, avec le lemme précédent, on a les inégalités suivantes

16:(0)] < (2m)™ ™ max{1, za;(2)(0),. .., 2'a;(2)(0)}
< (2m)" T H((1, za1(2), ..., 2™ am(2)))*
< (2m)™ T H (L),

Les autres quantités qui interviennent dans la définition de H(Ppp) se majorent de la méme

maniére et on en déduit la majoration suivante :
H(Ppg) < (2m)™t H(L)*".

On note & (L) le maximum des modules des exposants en 0 et d’aprés ce qui précéde, on a

Pour une singularité réguliére a qui n’est pas un point ordinaire, on se raméne en 0 en

considérant 'opérateur
L= (d/dz)" 4 aS(d/dz)" " + -+ + a2,
avec aj'(z) = a;(z + «). D’aprés le lemme précédent, on a
H((af,...,a%)) <29H(a)'H(L).

De plus, si on note T' le polynéme unitaire de degré minimal vérifiant T'a; € K[X]. Par

hypothése sur la singularité «, on a T'(a) = 0 et en utilisant le lemme, on en déduit :

H(a) < qH(L)*.

Comme l'opérateur L' est a coefficient dans K(a) et que [K[a] : Q] < kg, en combinant les

inégalités, on en déduit :
H(Ppa) < (2m)™ " ((2q)"H (L)),
Alinsi,
Ea(L) < m((4mq)>™ @ H(L)™7)>.
Il reste a traiter le cas o ol un point régulier, mais les exposants sont alors des entiers

majorés par 'ordre de L, et le cas oo mais il est identique au cas a = 0 car on s’y rameéne

facilement par changement de variable u = 1/z.

Remarque. Le cas général est un peu plus compliqué, il faudrait d’abord définir la notion

d’exposant généralisé, car on les a définis uniquement dans le cas d’une singularité réguliére.

]

On peut les voir comme la partie constante des w dans le deuxiéme corollaire du théoréme [2]
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On dispose alors du théoréme suivant :

Théoréme. Soit L € K(z)[d/dz]| un opérateur différentiel d’ordre m, de degré q et de hauteur

H(L). Alors les modules des exposants des singularités de L sont magjorés par

(C:(L) < 2(36(q+1)m,€)9(q+1)2m3m H(L) (5n(q+1)m))9(q+1)2m3m .

4 Application a la factorisation d’opérateur

Dans cette partie, on va s’intéresser a la factorisation d’opérateurs dans C(z)[d/dz] et plus
précisément, comment la notion d’exposant permet de controler les facteurs fuchsiens d’un

opérateur.

4.1 Généralités sur la factorisation

Soit L € C(z)[d/dz]. On a défini une structure d’anneau sur C(z)[d/dz] dans la premiére
section, ainsi la notion de factorisation d’opérateurs dans C(z)[d/dz] se résume a la
factorisation dans cet anneau.

Exemple Pour ¢ € C, on vérifie facilement que

B4 U N(d 1
dz2  \dz z+c¢ dz z4+c)’

Ainsi, la factorisation d’opérateur est loin d’étre unique comme peut I’étre celle des

polyndémes a permutation pres. De plus, avec I’exemple précédent, on voit que

d? d 1 d 1
deg(@> —O#deg(£+z+c>+deg<£—z+c> = 2.

La fonction deg ne se comporte pas trés bien du point de vue de la factorisation, il se peut que

le degré d’un facteur soit beaucoup plus grand que celui de I'opérateur lui-méme. Cependant,
on va voir dans la suite qu’on peut tout de méme borner le degré d’un facteur fuchsien. Mais

pour l'instant, on va voir des outils qui se comportent bien du point de vue de la factorisation.
Proposition 4.1. Soit M, N € C(z)[d/dz] alors ord(M N) = ord(M) + ord(N).

Preuve. 11 suffit de faire comme pour les polyndémes et de regarder les coefficients devant la
plus grande dérivée de M et N. [l

On garde la notation § = zd/dz des parties précédentes.

On définit I'ordre partiel > sur R? par (z1,91) = (72, 2) si y1 > ¥ et z1 < 2o.

Définition 17. On définit le polygone de Newton N (L) d’un opérateur

L= Z ;0" = Z a; ;276" € C(2)[d] avec a,, # 0, a; € C(2), a;; € C
i=0 i.j
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comme étant ’enveloppe convexe de ’ensemble

{(z,y) € R? [il existe un monome 2’8’ dans L et (z,y) 2> (i,7)}.

N(L) posséde un nombre fini de points extrémaux {(ny,my), ..., (ny11, My41)} avec
0<ny <---<n, 1 =n et on définit les pentes de L comme étant
Mit1 — My
ki:Metkonsin1>O.

Niy1 — Ny
Proposition 4.2. Soit L,Q € C(z)[0] alors on a les propriétés suivantes :
1. N(LQ) = N(L) + N(Q) ou + désigne la somme de Minkowskif}
2. L’ensemble des pentes de LQ) est l'union de [’ensemble des pentes de L et ().
Preuve. Voir [I], lemme 3.45. O

Proposition 4.3. Soit L € C(2)[0] unitaire alors 0 est une singularité réguliére ssi L posséde

une unique pente nulle.

Preuve. Soit L = me_kak avec p; € C(2) et pg = 1. On a alors

k=0
m
2L = E P2 RO
k=0
m k
m—k

:E Pm—kz E a/k:,](sj
k=0 =0
m m

= Z(Z Pm—kz a’k7])5]
J=0 k=j

avec ayj € Z", apo = 0 pour k # 0 et ago = 1. Si les p; ont un pole d’ordre au plus ¢ alors
™ L € C[[z]][d] et est unitaire donc posséde une unique pente nulle. Supposons que z™L
posséde une unique pente nulle et supposons par ’absurde que 0 n’est pas une singularité
réguliére. On pose lo = min{ord(pm,_x) + m — k} = ord(pm—i,) + m — ko < 0 avec ko maximal.
Le monéme 2°6% est dans z™L et comme 2z™L est unitaire, il posséde une pente non nulle
—lo £ 0. O

valant
m — ko

Remarque. L’étude des différentes pentes de N(L) permet de donner une version
algorithmique pour la preuve du Théoréme [2] Plus précisément, on dispose du résultat
suivant :

Théoréme. Soit L € C(2)[0] alors il existe m € N*, q1,...,qs €t 'C[t™'] avec t™ = z et
Ly,...,Ls € C(t)[0] tel que

1. Sii# j alors q; # q;.
2. L; € C(t)[0 — q;] et est unitaire en 6 — g;.

2. La somme de Minkowski de deux ensembles A et B est 'ensemble A+ B :={a+b, | (a,b) € A x B}
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3. L=1Ly...L,.
4. L; est fuchsien en la variable &' := 6 — g;.

Pour une preuve, voir [I], Théoréme 3.54.

4.2 Application

On va a présent démontrer un résultat de l'article [5].

Soit L un opérateur différentiel. On notera «(L) I'ensemble des singularités apparentes de L
et o(L) := Sing(L)\a(L).
Théoréme 7. Soit L € C(z)[0]. Supposons que L = NM avec N, M € C(z)[0] et M fuchsien

et unitaire. On pose S = #ao(L) et r Uordre de M alors on a :

deg(M) < r2(S + 1)E(L) + Sr + %7’2(7’ _ (S -1).

Preuve. D’aprés la proposition M peut s’écrire sous la forme :

AI(Z) § 1t Ar(z)

M=% Az

ol A(2) est a racines simples et deg(4;) < deg(A’) —i. On peut factoriser A en

A = Aging(2)Aapp(2), ol les racines de Agpny(2) sont les éléments de o (M) et celles de Agpy(2)
sont les éléments de a(M). Ainsi, deg(Asing(2)) = #o(M) < #o(L) =S et

deg(Aapp)(2) = #a(M). On pose

ol (ej(p)); sont les exposants de M en p. Si p est un point ordinaire, on a S, =0 et la

relation de fuchs, nous donne :
Y S(M)y= > S (M)=—r(r—1). (4.1)
peCU{o0} pe SingU{oo}
D’aprés la proposition [2.5] si p € (M) alors S,(M) € N* et avec ([4.1)), on a :

#a(M)< > Sy(M)y<—r(r—=1)— Y S,(M).

pEa(M) pEo(M)U{co}

Soit p € o(M). Comme M est a droite de L, on a o(M) C o(L), E(M) < 5(L).E|
De plus,
|S,(M)| <rE(L) +r(r—1)/2.

3. En effet, une solution de M non holomorphe est une solution de L car M est un facteur a droite de L.
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Alinsi,
sa(M) < r(S+1)E(L) + %T(r (S —1).
D’ou,
deg(A) < r(S + 1)E(L) + %r(r (S —1)+S.

Finalement,

deg(M) < max(deg(A"),deg(A),..., A,) < rdeg(A).

Ce qui conclut avec l'inégalité sur deg(A).

Remarque. Si on suppose L fuchsien, alors N et M sont forcément fuchsiens. En effet,
I’ensemble des pentes du polygone de Newton de L est I'union de I’ensemble des pentes de
celui de N et M d’aprés la proposition [4.2] ainsi les trois polygones ont une unique pente

nulle, ce qui conclut avec la proposition [4.3]
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