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Notations et définitions

On trouvera ci-dessous des notations et des définitions utilisées dans le texte.

1. On note par a | b que a divise b, et par a 1 b que a ne divise pas b.

2. La définition d’'une machine de Turing est donnée en section 6.2.
3.
4

. La définition d’'un ensemble récursivement énumérable ou semi-décidable est

La définition d’un ensemble récursif ou décidable est donnée en section 6.5.

donnée en section 6.3.

Une équation diophantienne est une équation de la forme D(xy,...,x,,) = 0, ou
D est un polynome a coefficients entiers relatifs.

Un ensemble A des n-uplets est diophantien si et seulement si :

(a1,...,a,) € A& 3xy,.. 2y [D(ar, ... an, 21, .., Ty) = 0], (1)
ou D est un polyndéme a coefficients entiers relatifs en les variables a1, ..., a,, 1, ..., Ty,
qui se répartissent en parameétres aq,...,a, et inconnues x1,...,x,,. L'équivalence

(1) est appelée une représentation diophantienne de ’ensemble A.

Une fonction algébrique d’indéterminées x4, . . ., x,, est une fonction F' qui satisfait
I'équation non triviale P(F,xy,...,2,) = 0, ot P est un polynéme irréductible non
identiquement nul & n 4+ 1 variables sur un corps commutatif & .

8. Une fonction transcendante est une fonction qui n’est pas algébrique.

9. Pour tous entiers non nuls a et b, I’entier a A b est le plus grand entier naturel qui les

divise tous les deux.



1 Introduction et objectif

La suite des nombres premiers (p,),>1 joue un role central en mathématiques, et pour-
tant, il n’existe pas de "formules simples" permettant d’engendrer ces nombres. Bien que
certaines formules, comme celles construites & partir du crible d’Eratosthéne ou du théo-
réeme de Wilson, permettent de calculer p,, pour toute valeur de n, elles ne fournissent pas
d’information facilement utilisable pour déterminer leur comportement asymptotique, qui
est décrit par le théoréme des nombres premiers a savoir que p, ~ nln(n). De plus, elles
ne sont pas utilisables en pratique pour de grandes valeurs de n.

En 1976, Jones, Sato, Wada et Wiens ont démontré le résultat remarquable suivant.

Théoréme 1.1. L’ensemble des valeurs strictement positives que prend le polynéme ci-
dessous, lorsque ses variables varient sur les entiers naturels, correspond exactement a
I’ensemble de tous les nombres premiers :

(k+2){1—[wz+h+j—q]2—[(x—l—cu)2—((a+u2(u2—a))2—1)(n+4dy)2—1}2
— [z = (gk+2g+k+1)(h+j) — h]* = [m* — (a® — 1)¢* — 1]*

— 16k + 13k +2)(n+1)2+1—f2 2 —[ai+k+1—-1—0—i]?
—le—p—qg—z—2n*—n+Ll+v—y]*—[*e+2)(a+1)>+1— 0%
—[m—-p—Lla—n—-1)-bRa(n+1)— (n+1)> =1 - [2* — (a® - 1)y* — 1]?
[z —qg-yla—p—1)=s2a(p+1) - (p+1)* = 1)]"

=

u? = 16(a = 1)ry" — 12 = [pm — 2 — pl(a — p) — t2ap — p* — 1)) ).

(On précise que l'expression |...] ne représente pas la partie entiére, mais uniquement des
parenthéses ordinaires, et de méme pour {...} qui ne représente pas la partie fractionnaire).

On précise tout d’abord qu'une valeur strictement positive prise par ce polynéme est
exactement le facteur (k+2) lorsque le deuxiéme facteur du polynome est égal a 1. Notons le
fait paradoxal que personne n’a jamais observé un nombre premier produit par ce polynoéme.
En effet, nous verrons dans ce mémoire que pour obtenir un nombre premier, quelques
variables du polyndéme doivent prendre des valeurs tres grandes.

De plus, ce théoréme est une des conséquences des travaux qui ont établi la réponse
négative au dixiéme probléme de Hilbert. Ce probléme, énoncé en 1900, porte sur les
équations diophantiennes et peut étre formulé ainsi :

"Existe-t-il un algorithme qui, recevant en entrée une équation diophantienne a coeffi-
cients entiers naturels, détermine en un nombre fini d’opérations si cette équation admet
une solution en nombres entiers 7"

La notion rigoureuse d’algorithme n’a été développée qu’au cours des années 1930, no-
tamment grace aux travaux de Goédel, Church et Turing dans le domaine de la calculabilité.
Ces avancées ont permis de démontrer 'inexistence d’algorithmes pour résoudre certains
problémes bien définis. En particulier, Alan Turing a montré 'existence d’ensembles récur-
sivement énumérables non décidables.



A partir des années 1950, Martin Davis, Hilary Putnam et Julia Robinson ont mon-
tré que tout ensemble récursivement énumérable pouvait étre exprimé a ’aide d’équations
diophantiennes incluant des exponentielles, établissant ainsi que ces ensembles sont expo-
nentiellement diophantiens. Julia Robinson, dans ses recherches visant & démontrer que
la fonction exponentielle est diophantienne, s’est intéressée aux solutions de I’équation de
Pell. Elle a alors formulé une hypothése centrale : il existe une relation diophantienne
a croissance exponentielle. Elle a par ailleurs démontré que si une telle relation existe,
cela impliquerait que l’exponentiation est effectivement diophantienne. Il ne restait alors
qu’a exhiber une relation diophantienne & croissance exponentielle pour montrer que tout
ensemble récursivement énumérable est diophantien, ce qui permettait de conclure a I’'équi-
valence des deux classes et de répondre négativement au dixieme probléme de Hilbert. En
1970, Youri Matiiassevitch a apporté la piece manquante en prouvant que la suite de Fibo-
nacci constitue une telle relation. Cette découverte a permis de clore le dixiéme probléme
de Hilbert en montrant qu’il n’existe pas d’algorithme permettant de déterminer si une
équation diophantienne a coefficients entiers donnée admet ou non des solutions entiéres.

L’objectif de ce mémoire est de présenter en détail les résultats et démonstrations ex-
posés dans [3|, en vue d’établir le théoréme 1.1. Pour ce faire, le mémoire sera structuré
comme suit. La section 2 est consacrée a quelques préliminaires, dont certains seront uti-
lisés par la suite. On y présentera quelques formules exprimant explicitement les nombres
premiers, notamment une formule récursive issue du théoréme de Wilson et une formule
donnée par Legendre et inspirée du crible d’Eratosthéne. On y montrera également qu’il est
impossible qu’un polynéme non constant prenne uniquement des valeurs premiéres pour les
entiers positifs, et cela méme pour une fonction algébrique. Dans la section 3, on s’intéres-
sera aux solutions des équations de Pell, qui forment une suite & croissance exponentielle.
Cette section a pour but d’établir le caractére diophantien de ces suites, ce qui jouera un
role central par la suite. La section 4 portera sur une représentation de la fonction facto-
rielle en termes d’exponentiation. Cela a pour conséquence que si ’exponentiation admet
une représentation diophantienne, alors il en va de méme pour la factorielle. Dans la sec-
tion 5, on combinera les résultats des sections 3 et 4, et ’on utilisera le théoréeme de Wilson
(qui caractérise les nombres premiers par la factorielle) pour construire une représentation
diophantienne des nombres premiers, telle que formulée dans le théoréme 1.1. Enfin, la sec-
tion 6 sera consacrée au dixiéme probléme de Hilbert. On introduira d’abord la notion de
codage et des machines de Turing, permettant de formaliser rigoureusement la notion d’al-
gorithme. Cela nous meénera aux définitions des ensembles décidables et semi-décidables.
On montrera ensuite que tout ensemble diophantien est semi-décidable, en traduisant 1’idée
intuitive selon laquelle, pour savoir si un polynéme s’annule sur les entiers naturels, il suf-
fit de tester successivement tous les entiers, sans garantie d’arrét. On présentera enfin la
démonstration (éventuellement avec certains résultats admis pour des raisons de longueur)
du fait que tout ensemble récursivement énumérable est diophantien, ce qui constitue la
clé de la réponse négative au dixiéme probléme de Hilbert. C’est a ce stade que 1’'on fera
intervenir le caractére diophantien de I’exponentiation.



2 Représentations des nombres premiers

Le théoréme fondamental pour la construction de notre polynoéme est le théoréme de
Wilson suivant.

Théoréme 2.1 (Théoréme de Wilson). Quel que soit k € N, on a que
k+1 est premier < (k+1)]| (k!'+1).
Démonstration. Supposons que (k + 1) | (k! + 1), on a
Vi<n<k k'+1=1 mod (n),

donc
Vi<n<k n{k!l+4+1.

Il en découle que
Vi<n<k ntk+1,

et donc que k + 1 est premier.
Montrons la réciproque et supposons maintenant que k+ 1 est premier. Comme Z/(k +
1)Z est un corps, on a que

Vac{2,....k}, 3b€{2,...,k} telque ab=1 dansZ/(k+1)Z.

Or,onaquesia?=1,alors (@—1)(@+1)=0,donca=1oua= —1=k. Alors

(k—1) =T,

Il
el

k!
donc k!'+ 1 = 0. Cela signifie que k + 1 divise k! + 1. O

Ce théoréeme nous permet de construire une formule pour le n-iéme nombre premier
suivante, que l'on trouve dans [6].
On définit la suite des nombres premiers (p,,)n>1 avec p1 =2, po = 3. ...

Proposition 2.2. Le n-iéme nombre premier est donné par la formule suivante :

2

S [14((ir<<j+1>!2,j>)+n)] ,

i=0 j=0

ouy—xr=y—x siy>xetlsiy<ux, etr(ab) estle reste de la division euclidienne de
a parb.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Wilson, si j est premier alors

(j—1D!'=-1 mod (j).



De plus, si j n’est pas premier, alors, soit j =4, et (j — 1)! =2 mod (j), soit j > 4, et il
existe p > 2,q > 2 tel que j = pq.

Sip#q, j=pg| (G—1etsip=gq ona?2pe{l...7—1}et2p # p, alors
J|2p.p|(j—1)!, alors si j > 5 non premier, on a (j —1)! =0 mod (j).

On conclut alors que

1 si g est premier:
. '2 N j p ;
G-t ={ 5 S

Le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a ¢ avec ¢ > 0 est donné par

i

n(i) =Y r((j =1 j) et w(0)=0.

J=1

On pose c(a,n) = 1—((1 + a)—n). Cette fonction caractérise la relation < sur les entiers,
puisque

1 sia<mn;
cla,n) = 0 sinon.

) ) . 1 st < py;
On a (i) <n < i < p,, donc ¢(n(i),n) = { 0 sinon.
Donc
k
Pn = Zc(ﬂ(i),n) avec k > p, — 1.
=0

D’aprés le résultat de J. Barkley Rosser et L. Schoenfeld dans [8] selon lequel p, <
n(log(n) + log(log(n)) pour n > 5, on peut prendre k = n?. On obtient ainsi

P = RZQO 1= ((1 + jilr((j - 1)!2,j));n> .

Comme 7((0)!,0) = 1, alors

]

On peut construire une autre formule traduisant le crible d’Eratosthéne, qui donne le
nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a un réel x noté m(x), et qui a été donnée
par Legendre en 1808.

Description du crible d’Eratosthéne
Le crible d’Eratosthéne est une méthode permettant de trouver tous les nombres pre-
miers inférieurs & un entier /N en éliminant les multiples des entiers successifs. On supprime



d’abord les multiples de 2 sauf 2, puis ceux de 3 sauf 3 qui est donc premier. Le nombre
4 est déja éliminé, donc le nombre 5 est premier et on élimine alors ses multiples sauf
lui-méme. On s’arréte lorsque le carré du plus petit nombre restant dépasse N, car tout
nombre composé n < N posséde au moins un diviseur premier p tel que p < v/N. En
effet, si n était composé uniquement de facteurs premiers supérieurs a VN , alors il serait
strictement supérieur a N, ce qui est impossible. Ainsi, tous les nombres non premiers
auront déja été éliminés a ce stade. A la fin, les nombres < N qui n’ont pas été suppri-
més sont exactement les nombres premiers inférieurs ou égaux a N. La formule du crible
d’Eratosthéne-Legendre traduit cette méthode.

Proposition 2.3. Le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux o x est donné par
x
o) = 7(vE) = ~1+ ()|

ot la somme est prise sur tous les diviseurs d du produit pips . ..pn, 0U P1,...,P, Sont les
nombres premiers inférieurs ou égauz & /. La fonction de Mobius u(k) est définie de la
maniére suivante : elle vaut 0 si k est divisible par le carré d’un entier, et (—1)" si k peut
s’écrire comme le produit de v nombres premiers distincts. LJ désigne la partie entiere.

Pour démontrer cette formule, on utilisera le principe d’inclusion-exclusion suivant.

Lemme 2.4. Soient Ay, As, ..., A, n ensembles finis. On a
Card(| J4) =) _(-=DF" > Card(4;,NA,N...NA).
=1 k=1 1< <2<, . <1 <n

Démonstration. On montre le résultat par récurrence. Pour n = 2, on a Card(A4; U A,) =
Card(A;) + Card(Az) — Card(A; N Ay). Supposons maintenant que le résultat est vrai pour
un certain n, on a

n+1

card(J 4) = Card (| J4) + Card(A,02) ~ Card (JA) 1 40a) @

1

_ Card< O Ai> + Card (Am) - Card< O (AN Apy ) (3)

1=

—_

On obtient ainsi le résultat par hypothése de récurrence. O

On peut maintenant démontrer la proposition 2.3.

Démonstration. Soit k un entier naturel et soit  un nombre réel positif. Le nombre L%J

donne le nombre de multiples de k£ entre 1 et x. Soient maintenant py,...,p, des nombres
premiers et x un entier naturel. On note pour tout 1 < i < n, A; ’ensemble des multiples de

p; entre 1 et x. On a alors, le nombre d’entiers inférieurs ou égaux a x et qui sont divisibles



par au moins un des p; est donné par Card(|J;_, 4;). Ainsi, en utilisant le lemme 2.4, on a
que le nombre d’entiers inférieurs ou égaux a x qui ne sont divisibles par aucun p; est

z — Card( U A) =z — Z(—l)k_l Z Card(A;, NA,N...NA4,) (4
i=1 k=1 1<i1 <ip<...<ip<n
x x x
. L—J+ { J— L J+ (5)
zl.: Di ; pip; Z;k PiP;iPk
ol pi,...,pn sont les nombres inférieurs ou égaux a /x. Le nombre z — Card( Ui, Ai)

donne le nombre des nombres premiers /x < p < z en plus du nombre 1 puisqu’il n’est
divisible par aucun des p;. Alors 7(x) — w(y/x) = -1+ >, ,u(d)JﬁJ ou d prend les valeurs
des diviseurs du nombre p;ps ... p, puisque I'expression u(d) L% est nulle sauf si d est de
la forme p;, pi, - . . py,, avec les p;; sont deux a deux distincts. O

Remarque 2.5. Bien que le crible d’Eratosthéne soit une méthode ancienne pour identifier
les mombres premuiers, il reste un outil utile en mathématiques. Il y a méme des amélio-
rations trés récentes, comme celles décrites dans Uarticle [9], qui renforcent encore son
efficacité.

La relation p,, = m est récursive, puisqu’on peut construire un algorithme calculant p,.
En effet, la formule donnée par la proposition 2.2 n’utilise que des opérations réalisables
par une machine de Turing, comme nous le verrons a la fin. Or, tout ensemble récursif est
récursivement énumérable et, d’apreés le résultat négatif du dixiéme probléme de Hilbert, la
classe des ensembles diophantiens coincide avec celle des ensembles récursivement énumé-
rables. Il en résulte que ’ensemble des nombres premiers est diophantien. Alors, il existe
Q€ Z[X...X,] tel que p, = m < Jzy,...,2 € N tel que Q(n,m,xy,...,7;) = 0. On
pose alors P = x;,1(1 — Q*(n, x141, 1, ...,7;)) et ce serait bien le polynome qu’on cherche.

On remarque que P peut prendre des valeurs négatives non premiéres, et cela est dit aux
résultats suivants qui montrent 'impossibilité d’avoir une fonction algébrique de plusieurs
variables qui représente seulement les nombres premiers. Cela montre la nécessité d’utiliser
une fonction transcendante si on veut y parvenir. Dans [7], Julia Robinson a remarqué
que si on prend le polynome M défini par : k + 2 est premier si et seulement s’il existe
x1,...,x; € N tel que M(k,xy1,...,2;) = 0, alors 'ensemble des nombres premiers est
exactement I'image de la fonction 2 + k x 0M*:#121) ayec la convention 00 = 1.

Proposition 2.6. Si un polynome P € C[Xy, ..., X] est tel que, pour tout (ny,...,ni) €
Nk, P(ny,...,n.) est premier, alors P est constant.

Démonstration. Soit P € C[X7, ..., X] vérifiant 'hypothése de la proposition. Montrons
tout d’abord que P € Q[Xj,..., X] par récurrence sur k. Pour £k = 1, on pose P =
Z;:() a;X?. On a alors quelque soit i € {1,...,t+ 1}, P(i) € Q.

Alors
1 . 1 ag P(1)
1 2 2! : :
1 t+1 (t+ 1) | P(t+1)



La matrice a gauche est de Vandermonde, donc elle est inversible, puisque les valeurs
1,2,...,t+ 1 sont toutes distinctes. Donc pour tout i € {0,...,t} , a; € Q.
Supposons que le résultat est vérifié pour un certain £ € N*. On écrit alors

t
P(Xy, ... Xp) =) Qi(X1,.... Xp1)X].
5=0
On fixe nq,...,n,_1 € N, et on a, pour tout n € N,
t
P(ny,...,ng_1,n) = ZQj(nl, oo ngp_)n? € N.
§=0

On a alors d’aprés le cas k = 1, pour tous nq,...,n—1 € N, Qj(n1,...,n5-1) € Q, et par
hypothése de récurrence on obtient le résultat.

On pose P(1,...,1) = p premier par hypothése. Si on écrit
Pa o
P(Xy,... . Xp) =) q—Xll...ng
aeNkE 1Y

avec (Pa,da) € N x N* et p, nuls sauf pour un nombre fini de a, on a P(1,...,1) =
ZaeNk Z_Z

Soit £ € N un multiple commun des ¢,, on a
_ Po a1 ay
Vi, ...,ng €N, P(1+nlp, ..., 14+ nilp) = Z (1 4+ n1lp)* ... (1 4 nglp)™*,
aeNkE 1
donc
Vny,...,ny €N, P(1+np,....,1+nlp)=P(1,...,1) =p mod (p).
On sait que P(1 +nyfp, ..., 1+ nilp) est aussi premier, donc

Vni,...,ng €N, P(1+nlp,..., 14+ nilp) =p.

Donc P est constant. O
Proposition 2.7. Si une fonction algébrique F(zq,zs,...,2x) est telle que, pour tout k-
uplet (ny,...,ny) € N¥, F(ny,... ,ng) est premier, alors F est constante.

Démonstration. On montre tout d’abord que si pour tout z € N, F(z) € Z, alors F est
un polynome. On restreint z aux valeurs réelles. La fonction /' admet en z = +o00 un
développement en séries de Puiseux F(z) = Y )" @z Y ot o € Q et § € Q* |11, p.98|.
On pose AF(2) = F(z+1) — F(z) et AM1F(2) = A(A*F(2)) pour tout entier k& > 1. Les
fonctions AFF sont aussi algébriques telles que pour tout z € N, A*F(2) € Z. On a par
récurrence A¥F(n) = fol f01~ o fol F®(n 4z, + ... 4 zp)dey ... dog ot F®) est la dérivée

9



k—iéme de F. Puisque § € Q™ aprés avoir dérivé k fois pour un certain k, les termes
dans la série de Puiseux auront tous un exposant strictement négatif. Alors pour un k
assez grand, on a F*)(z) — 0 quand z — co. Ainsi A*F(n) — 0 quand n — oo. Puisque
AFF(n) € Z, alors a partir d’un certain n, on a pour tout m > n AFF(m) = 0.

Montrons qu’une fonction algébrique non nulle ne peut pas avoir une infinité
de zéros. Soit F' une fonction algébrique définie par P(z, F((z)) = 0. Soit P(X,Y) =
YQ(X,Y)+ R(X) la division euclidienne de P(X,Y’) par Y. Supposons que F' admet une
infinité de zéros qu’on note (2, )nen. Alors, pour tout n € N, on a P(z,, F'(2,)) = P(2,,0) =
0. Donc, pour tout n € N, F/(2,)Q(zn, F(2,)) + R(2,) = R(2,) = 0. Ainsi, R = 0. Puisque
P est irréductible, alors @) est le polynome constant non nul. Alors, /' = 0. On conclut
qu'une fonction algébrique non nulle ne peut pas avoir une infinité de zéros. On a alors,
pour un k assez grand, A*F = 0.

Montrons que si AF = 0, alors F' est constante. On a pour tout réel z, P(z +
1,F(z+1)) — P(2,F(2)) =0, et F(z+ 1) = F(z), donc P(z+ 1,F(z)) — P(z,F(z)) = 0.
En écrivant P(X,Y) = 31 a;;X"Y7, on obtient 37" _ga;;((z +1)" = 2*)F(2)) = 0, ce
qui nous donne Q(z, F'(2)) = 0 avec @ est de degré en X inférieur strictement a celui de
P. On conclut alors qu’il existe W € C[X] non nul tel que pour tout z € R W(F(z)) = 0.
Sachant que W n’a qu’un nombre fini de zéros et I’ est continue dans le connexe R, alors

F est constante.

Montrons maintenant que si AF = @), avec ) un polynéme de R[X]| de degré
n, alors F' est un polynéme de degré n + 1. On a pour tout ) polynéome de degré
n, il existe (& une constante prés) un polynome de degré n + 1 tel que AP = . Ainsi,
A(F — P) =0, et d’apreés le point précédent, F' = P + cst.

On a maintenant puisque A*F = 0, alors A(A*1F) = 0, et d’aprés le premier point
AFIEF = c¢st, et en utilisant le deuxiéme point, on aura par récurrence que F est un
polynéme. Pour passer a une variable complexe, il suffit d’utiliser le théoréme des zéros
isolés, et ainsi, si F' coincide avec un polyndéme pour les réels, elle coincide encore avec ce
polynome prolongé dans le plan complexe.

Montrons maintenant le résultat généralisé suivant : si une fonction algébrique est telle

que pour tous ny,...,ng € N, F(ny,...,ng) € Z, alors F est un polynoéme. D’apreés le
résultat sur une seule variable, on en déduit que pour tous ni, ..., M1, Mit1, ..., Ny € N
F(ny,...,ni—1, 2, Niy1,...,ng) est un polyndéme en z;. Etant donné que F' est une fonction
algébrique, il existe un entier naturel d; tel que pour tous ny,...,m;_1,Mi11,...,n € N,
le degré du polynéme F'(nq,...,n;_1,2;,Niy1,--.,ng) est majoré par d;. D’ou, pour tous
Ny e s M1, Mg 1, - -, M € N7
d;
OUF (N1, o M, 23, Mgty -5 ) 0
d; -
0z}
Puisque la dérivée d’une fonction algébrique est algébrique, on a pour tous z,...,2, € C
d;
d F(le--,Zi—1,2i72’i+17---72k) —0 (6)
Dz o

(2

10



Les points de branchement d’une fonction algébrique sont finis, car il s’agit des points ol
la dérivée partielle du polyndéme définissant la fonction F' s’annule. Ces points sont donc
les zéros de la dérivée du polynome et ils forment ainsi un ensemble fini. En conséquence,
on peut effectuer un développement de Taylor autour d’une infinité de points. D’apres
I'égalité Zi—idf = 0, ce développement est un polynéme. On a que la fonction F' coincide
avec ce pollynéme sur un nombre infini de points, alors F' est un polynome.

Pour déduire notre proposition, il suffit de constater qu’une fonction algébrique ne
prenant que des valeurs premiéres est un polynome, qui, d’apreés la proposition 2.6, doit

étre constant. O
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3 Relation diophantienne a croissance exponentielle

Dans cette section, notre but est de donner une représentation diophantienne d’une
suite a croissance exponentielle. Nous nous intéressons alors aux solutions de I’équation de
Pell :

2 — (>~ 1)y*=1 avec a>2 et a,z,y€N. (7)

Nous nous appuierons sur les résultats obtenus dans [5] pour caractériser ces solutions.
On montre tout d’abord que les solutions de I’équation (7) sont exactement données par
les suites de Lucas :

U.0)=1, U,(1)=a, U,(n+2)=2aU,(n+1)—U,(n) pour n >0, (8)

Vo(0)=0, V,(1)=1, Vin+2)=2aV,(n+1)—V,(n) pour n>0. (9)
On notera d = a® — 1. On définit les deux suites y,(n) et 1,(n) dans N par :
Xa(n) + Veiho(n) = (a+ Vd)".

Nous montrons aussi que x4(n) et 1,(n) sont les seules solutions de (8) et (9) respective-
ment. Le but de cette section est de démontrer la Proposition suivante.

Proposition 3.1 (Représentation diophantienne de la relation y = 1,(n)).
Pour tous a,n,y € N tels quen>1,a>2, ona:

y=14(n) < I b,c,d,r, s, t,u,v,x  tels que
1

() = (@ = g+ 1, () b=a+u?—a)
(i) u® = (a* — 1)v* + 1, (vi) s=ua+cu,
(iii) s = (b — 1)t* + 1, (vit) t=mn+ 4dy,

(iv) v =4ry? (viit) n <uy.

La preuve de cette proposition nécessite plusieurs lemmes préparatoires.

Lemme 3.2. Si (x,y) est une solution de (7), alors il n’est pas possible d’avoir l'inégalité

1<:c—|—y\/a<a—|—\/c_l.

Démonstration. Soit (x,y) une solution de (7), alors on a (z + yv/d)(z — yv/d) = 1. On a
z — yv/d # 0 puisque d ¢ Q, alors l’inégalité devient

1< — <a+\/_
ZE—y\/_

On remarque que (a, 1) est une solution de (7), donc z —yvd > a—vd et z—yvd < 1,
alors —1 < —z 4+ yv/d < —a + V/d. En ajoutant cette derniére inégalité a notre inégalité,
on obtient 0 < 2yv/d < 2v/d. Cela donne 0 < y < 1 car d > 0, ce qui est absurde. ]
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Lemme 3.3. Si (z,y) et (2',y") sont des solutions de (7) alors, en posant

2" VY = (x+ Vdy) (2 + Vdy),
on a que (z",y") est aussi une solution de (7).
Démonstration. On a

2"+ Vdy" =z’ + dyy + Vd(zy + z'y),
donc " = za' +dyy’ et y' = xy' +2'y, alors 2" —Vdy' = (x —/dy)(z' —+/dy’). On obtient
(2" + Vdy")@" = Vdy") = (x — Vdy)(x + Vy)(«' = Vdy) (@' + Vay') = 1.

Alors, (2", y") est aussi une solution de (7). O
Lemme 3.4. Le couple (xa(n),¥a(n)) satisfait I’équation (7).

Démonstration. On a x.(1) = a et ¥,(1) = 1, qui satisfont I’équation (7). Alors, par
récurrence et en utilisant le Lemme 3.3, on a x,(n) et ¥,(n) satisfont 1’équation (7) pour
tout n € N. ]

Proposition 3.5. Si z et y sont des solutions dans N de l’équation (7), alors
dneN tel que x=x.(n) et y=1,n).

Démonstration. Soit (x,y) une solution de I'équation (7). On a (a + vV/d)® — +oo et pour
tout n € N, (a + Vd)"™' > (a + Vd)", donc il existe n € N tel que (a + Vd)* <
z+Vdy < (a+Vd)". Alors, 1 < (a — Vd)*(z 4+ Vdy) < (a + V/d). D’aprés le Lemme
3.4 et puisque si (z,y) est une solution de (7), alors (z, —y) l'est aussi, on déduit que
(a — v/d)"(x + v/dy) est une solution de (7). Alors, d’aprés le Lemme 3.2, on a z + /dy =
(a+ V)" = xa(n) + Viba(n). 0

Lemme 3.6. On a les égalités suivantes :
Xa(m £ 1) = xa(m)Xa(n) £ d Ya(m)a(n),

Va(m £ n) = a(m)xa(n) & xa(m)a(n).

Si le symbole &+ est +, alors il l’est pour les deux cotés, et de méme pour —.

Démonstration. On a

(a+ V)™ = (xa(m) + Vdipa(m))(xa(n) + Vdisa(n)).
Sim >n,ona

(a+Vd)™™" = (Xa(m) + Vdiha(m))(xa(n) — Vdibs(n)).

On obtient notre résultat par identification. ]
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Corollaire 3.7. On a les égalités suivantes :
Xa(n £ 1) =axa(n) £d (n),

a(n £ 1) = a,(n) £ xa(n).

Démonstration. On utilise le Lemme 3.6 en prenant n et 1 au lieu de m et n respectivement.
O

Corollaire 3.8. On a les égalités suivantes :
Xa(m+2) =2ax.(n+ 1) — xa(n),

¢a(n + 2) = 2a¢a(n + 1) - %(”)-

Démonstration. D’aprés le Corollaire 3.7, on a xq(n +2) = ax.(n + 1) +d Ya(n + 1), et
Xa(n) = axqa(n + 1) — d 1u(n + 1). En additionnant les deux égalités, on obtient notre
résultat et de méme pour . ]

Nous avons désormais établi que les solutions de ’équation (7) sont données par les
suites de Lucas (8) et (9). Nous cherchons & présent a étudier la variation de ces suites
en fonction de l'indice, dans le but de localiser leurs termes de maniére diophantienne,
c’est-a-dire de caractériser, a ’aide d’une représentation diophantienne, le fait qu’un entier
donné soit le n-iéme terme de la suite.

Lemme 3.9. Pour tout n € N | on a xa(n) A y(n) = 1.
Démonstration. Soit d un diviseur commun de x,(n) et de 1,(n). On a que
d | (Xa(n)* = (a® — 1)ta(n)*).
Puisque le membre de droite vaut 1, on en déduit que d = 1. ]
Lemme 3.10. Pour tous n,k € N, on a ¢,(n) | Ya(nk).

Démonstration. Soit n € N, on montre le résultat par récurrence sur k.
Pour k£ =0, on a 9,(n) | 1,(0) = 0. Supposons que le résultat soit vrai pour un certain
k € N. On a d’aprés le Lemme 3.6,

Ya(n(k + 1)) = ta(nk + n) = Ya(nk)xa(n) + Xa(nk)ba(n).
Alors, par hypothése de récurrence, on a ¥, (n) | Yo (n(k + 1)). O

Lemme 3.11. Pour tout n € N, on a

Ya(n+1) > h(n) >n et xo(n+1) > xa(n) >n.

14



Démonstration. Montrons la premieére inégalité par récurrence double.

On a 1(0) = 0, (1) = 1, $u(2) = 2a, Xa(0) = 1, xa(1) = a, et ya(2) = 20> — 1.
Ona2a—1—a=a(2a—1)—1et a>1,alors x4(2) > xa(1) et les autres inégalités
sont évidentes. Supposons que la premiére inégalité est vérifiée pour un certain n dans N
et n+ 1. On a par le Corollaire 3.8

Yo(n+2) =2ah,(n+ 1) — Ya(n) > (2a — )b (n + 1) > P (n+ 1),
et de méme pour x,(n + 2). Alors on a, pour tout n € N,
VneN ¢,(n+1)>¢,(n) et xao(n+1) > x.(n).
Finalement puisqu’on a ¢,(1) =1 et x,(1) > 1, alors pour tout n € N,

Ya(n) >n et xq(n) >n.

Lemme 3.12. Pour tous n,k € N, on a l’équivalence : 1,(n) | ¥.(k) < n | k.

Démonstration. La deuxiéme implication est donnée par le Lemme 3.10.
Montrons la réciproque. Soit n, k € N tel que ©,(n) | 1. (k) et soit k = ng+r la division
euclidienne de k par n. On a par le Lemme 3.6, 1,(ng+7) = ¥ (nq)Xa(r) + xa(n@)a(r), et

on a ,(n) | Ya(ng), alors ¥, (n) | xa(nq).(r). Par le Lemme 3.9, on a x,(nq) A, (ng) =1,
donc xa(ng) A ¢a(n) = 1, alors ¢a(n) | Pa(r). On a tha(n) > ¢a(r), donc ¢y(r) = 0. On
obtient alors r = 0, donc n | k. O

Lemme 3.13. Pour tous n,k € N, on a v,(nk) = kx.(n)*1,(n) mod (¢,(n)?).

Démonstration. On a

Xa(nk) + Vdipa(nk) = (a + Vd)™ = (xa(n) + Vdipa(n))F = Z (’;) Ya(n)F 721, (n).

Donc
i k S
waih) = 30 () xa T ) = ko)) mod (00

Lemme 3.14. Pour tous n,t € N, on a que si 1,(n)* | 1¥.(t), alors .(n) | t.

Démonstration. Sin = 0, alors ¢ = 0 et le résultat est vrai. On suppose maintenant que
n # 0. On a ¥,(n) | ¥4(t), alors par le Lemme 3.12, on a n | t. On pose t = nk et on a par
le Lemme 3.13, ¥, (t) = kxa(n)* 2(n) mod (10,(n)?). Alors, 14(n)? | kxa(n)**a(n), et
a(n) # 0, donc ,(n) | kxa(n)*=1, et puisque xq(n) A 9,(n) = 1, alors 1, (n) | k, d’ou
a(n) | t. O
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Lemme 3.15. Pour tout n € N, on a
o(n) =n mod (a—1).

Démonstration. Pour n = 0 et n = 1 , le résultat est évident. Supposons que le résultat
soit vrai pour un certain n € N et n 4+ 1. On a par le Corollaire 3.8

Ya(n+2)=2ath,(n+1) —1Yy(n)=2(n+1)—n=n+2 mod (a—1).

Lemme 3.16. Soit a > 2,0 > 2 et ¢ dans N tels que a =b mod (c), alors
Vn € N Xa(n) = Xb(n> mod (C)a
et de méme pour .

Démonstration. En utilisant le Corollaire 3.8 et par récurrence double, on obtient le résul-
tat. O]

Lemme 3.17. Pour tous n,j € N tels que 2n =7 € N, on a

Xa(Qn i]) = _Xa(j) mod (Xa(n>)

Démonstration. On a par le Lemme 3.6, x,(2n £ j) = xa(2n)xa(j) £ d ¥a(2n)1a()), et
$a(20) = 2u(n)xa(n), dOnC x0(21) = Xal2)xa(f) MOA (xa(1)), 0t Xa(20) = Xa(n)*+
dpa(n)? = —1 mod (x4(n)), alors x4(2n £ j) = —x.(j) mod (x.(n)). O

Lemme 3.18. Pour tous n,j € N tels que 4n+j € N, on a
Xa(4n £ j) = Xa(j) mod (xa(n)).
Démonstration. D’aprés le Lemme 3.17, on a
Xa(4n £ j) = —Xa(2n £ j) = Xa(j) mod (xa(n)).
[

Lemme 3.19. Si x,(i) = xa(j) mod (x.(n)) aveci < j <2n et n >0 alors i = j, sauf
pour le cas particulier :a=2,n=1,1=0 et j = 2.

Démonstration. Si x,(n) est impair, on pose ¢ = % Ona—q,—q+1,...,—1,0,1,...,q
sont deux a deux non-congrus modulo x,(n), et on a par le Corollaire 3.7 x,(n) = ax.(n —
1)4+d e(n—1), donc xy,(n—1) < X“T(") < X“T("), alors y,(n —1) < ¢. Comme 1 = x,(0) <
Xa(l) <...<Xa(n—1),0na

{xa(0), xa(1), ..., xa(n =1} C{1,...,q¢},
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et d’aprés le Lemme 3.17, on a

Xa(zn) = _Xa(o) mod (Xa(n))'

Alors, x4(0), x4(1), ..., xa(2n) sont deux a deux non-congrus modulo x,(n).

Si xa(n) est pair, on pose ¢ = X“T(") et cette fois on a seulement —q+1,...,0,...,¢ qui

sont deux a deux non-congrus modulo x,(n) puisque —¢ = ¢ mod (2¢) et on a y,(n+1) <

q.
Si xa(n + 1) < ¢ le résultat est vrai par le méme raisonnement du cas précédent.
Sinon, on a x.(n+ 1) = —¢ = ¢ = xo(n — 1) mod (x4(n)) qui contredit le résultat du

lemme puisque n+ 1 # n — 1. Ce cas se produit quand y,(n—1) = Xa() Par le Corollaire

2
3.7, o0n a
0< (a—2)xa(n—1) = —d to(n—1) <0,

alors a = 2 et ¢,(n — 1) =0, donc n = 1, et on obtient i =0 et j = 2. O
Lemme 3.20. Si x,(i) = xa(j) mod (xa(n)), n>0,0<i<n et0<j<4n, alors, soit
1=17, soit j =4n —1.

Démonstration. Si j < 2n, alors ¢ = j ou bien le cas particulier du Lemme 3.19 se produit.
Or on a 7 > 0, donc le cas particulier se produit pour j =0,7=2,n=1¢et a = 2, ce qui
est impossible puisque i < n.

Si j > 2n, on pose j/ =4n — j. On a d’aprés le Lemme 3.18,

Xa(j/) = Xa(j) mod (xa(n)).

Donc
Xa(J") = Xa(i) mod (xa(n))

et 7/ < 2n, et d’apres le Lemme 3.19 j' = i, donc j = 4n — i et le cas particulier du Lemme
3.19 ne peut pas se produire car j < 4n ce qui donne j’ > 0. O]

Lemme 3.21. 5i 0 <i < n et xo(j) = xa(?) mod (xq(n)) alors j = +i mod (4n).

Démonstration. Soit j = 4ng + r la division euclidienne de j par 4n. On a par le Lemme
3.18, Xa(J) = xa(r) mod (xa4(n)), et 0 < r < 4n, alors par le Lemme 3.20 on a ¢ = 7 ou
i =4n —r. Alors j = +i mod (4n). O

Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 3.1.
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Démonstration. Soit a,n,y € N tel quen > 1,a > 2.

On montre 'implication <.
Supposons qu'il existe b,¢,d,r, s,t,u,v,x € N tels que les équations (i) — (viii) soient
vérifiées. On a par la Proposition 3.5,

(1) = Jdk e N tel que x=yxq(k) et y=1,(k),
(i) = N telque u=xalj) et v=1va(),
(1ii) = Fi € N tel que s=x,(i) et t=1(i).

On veut montrer que k = n.

On a (iv) = y? | v. Donc par le Lemme 3.14, on a y | j.

On a (v) = b = a mod (u), alors, par le Lemme 3.16, on obtient x,(i) = x4 (%)
mod (xa())

On a (vi) = s = 2 mod (u), donc x,(i) = xo(k) mod (xa(j)). Alors x,.(k) = xa(7)
mod (x.(j)) et on a par (iv) et (viii) 0 < y < v, de sorte que, par le Lemme 3.11, on
a 0 < k < j. En utilisant le Lemme 3.21, on obtient alors que i = £k mod (4j), et en
utilisant le fait que y | j, on obtient i = £k mod (4y).

On a par le Lemme 3.15, t = ¢(i) =4 mod (b — 1), par (v) b = a(l — u?) + u* et par
(ii) u> =1 mod (v?). Donc (iv) = u?> =1 mod (4y), alors b = 1 mod (4y). On obtient
alors (1) =i mod (4y).

On a (vii) = (i) = n mod (4y), alors n = £k mod (4y). On a par le Lemme 3.11
y = .(k) > k, et (viii) = n <y, alors n = k.

Montrons maintenant I'implication =.

Supposons que y = ,(n), alors par le Lemme 3.11, (viii) est vérifiée. Posons x =
Xa(n) et (i) est bien vérifice. Pour que (i7) et (iv) soient réalisées, on pose tout d’abord
v = Yy(ny). On a par le Lemme 3.13 que y* | v'. On cherche alors v = 9,(m) tel que
40’ | v, ce qui revient a chercher u et k tels que u? — (a? — 1)(4kv’)? = 1. Ils existent bien
car (a*—1)(4v’)? n’est pas un carré parfait |2, Section 14|. On a trouvé alors v = ¢, (m) tel
que 4y? | v. Donc, il existe r vérifiant (iv), et en posant u = y,(m) (iz) est vérifice. On pose
b=a+u*(u*—a) et (v) est vérifice et donne b = a mod (u). Donc en posant s = y;(n)
on obtient par le Lemme 3.16 s = x mod (u) ce qui donne 'existence de ¢ qui vérifie (vi).
On pose t = ¢p(n). Par le Lemme 3.15, t =n mod (b — 1), et en utilisant (i),(iv) et (v)
on obtient b =1 mod (4y) alors t =n mod (4y) ce qui donne d et (vii) est ainsi vérifiée.
On a bien trouvé alors b, ¢, d, 7, s,t,u,v,x € N vérifiant les équations (i) — (viii). O

On peut donner une version compacte de le Proposition 3.1, qui est celle que nous
utiliserons apreés.

Corollaire 3.22.
Pour tous a,n,y € N tels quen>1,a>2, ona:

=Y.(n)e e d rux tels que

y w ( ) Y P Y q

(i) 2* = (a* —1)y* + 1, (iii) (z + cu)® = ((a + v*(u® — a))® — 1)(n + 4dy)* + 1,
(i1) u®=16(a® — 1)r*y* + 1, (w) n<uy.
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Nous énoncons a présent quatre propriétés que nous utiliserons par la suite et qui
montrent le caractére exponentiel des solutions de ’équation (7).

Proposition 3.23. Pour toutn € N, on a
(2a —1)" < 9h(n+1) < (2a)".

Démonstration. La proposition est vérifiée pour n = 0 et n = 1. Supposons que la propo-
sition soit vraie pour un certain n € N et n + 1. On a par le Corollaire 3.8 que

Va(n +2) = 2a04(n + 1) — a(n),

et par le Lemme 3.11 que n < 9,(n) < ¥q(n+ 1), d’ott Pe(n + 2) < 2a(2a)". On déduit
que
Va(n +2) > (2a — )a(n +1) > (2a — 1)

O
On désigne par I'égalité x = [ le fait que I'entier = est le carré d’un entier.
Proposition 3.24. Soite > 2. On a
le+2)(n+1)P+1=0=e—1+e2<n. (10)

Réciproquement, pour tous e,t € N, on peut satisfaire (10) avec n tel que t | n + 1.

Démonstration. On pose a = e + 1. Alors, (10) devient (a — 1)*(n + 1)%(a®* — 1) + 1 = 0.
Alors, par la Proposition 3.5,

il existe j € N* tel que (a — 1)(n + 1) = 1,(j) (on a exclu le cas j = 0 puisque a > 3).

On a par le Lemme 3.15, ¢,(7) =j mod (a — 1), donca—1]j, et j#0, alorsa—1 < j.
En utilisant la Proposition 3.23, on a

(2a = 1) < (20— 17" < u(j) = (n+ 1)(a — 1),

) (20 —1)"?>12a—2)"?=2"2(a—-1)"?>2(a—1)""? (cara>3).
Comme

(a—1)**>a—2 (sia=3on obtient une égalité et si a > 3, c’est vérifié),
on a

(26 —1)*?>(a— 1?4 (a—1)(a — 2),
de sorte que
(a—1)"?+(a—1)(a—2) < (n+1)(a—1).
Donc (a — 1) 3 + (a — 2) < n+ 1. On obtient donc que e % +¢e —1 < n.
Réciproquement, soit e,t € N. Soit I'équation e*(e + 2)(kt)? + 1 = O qu’on peut écrire
e3(e+2)t?k*+1 = 0. Puisque e*(e+2)t% n’est pas un carré parfait (en écrivant a = e+1), on
peut trouver k vérifiant I’équation. En posant n+1 = kt, on obtient le résultat souhaité. [
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Proposition 3.25. Pour tous n,p,a € N tel que a > 2, on a :
Xa(n) = p" + Ya(n)(a —p) mod (2ap — p* — 1).

Démonstration. Le résultat est vérifié pour n = 0 et n = 1. Supposons que le résultat soit
vérifié pour un certain n € N et n+ 1. On a par le Corollaire 3.8 :

Xa(n +2) = 2axa(n + 1) — Xa(n)
= 2a(p"™ + Yo(n +1)(a —p)) — p" — Ya(n)(a —p) mod (2ap — p* — 1).
Donc
Xa(n +2) = 2ap"™ — p" + (a — p)a(n +2) mod (2ap — p* — 1).
Comme 2ap — 1 = p*> mod (2ap — p? — 1), on en déduit que

YXo(n+2) = p" P2 +h(n+2)(a —p) mod (2ap — p* — 1).

Proposition 3.26. Pour tous n,p,a € N tel que 0 < p" < a, on a :
P" + va(n)(a —p) < xa(n).

Démonstration. On remarque que 'inégalité est vérifiée pour n = 0. On suppose désormais
que n > 1, ce qui donne p < a. On a par I'équation (7) va? — 1¢,(n) < xa(n), donc
1
a(n) < ———=x4(n
) < )

On a va? —1>a—1, alors ¢,(n) < —5x,(n). Donc

a>1).

(a=pa(n) < =—2xu(n) (a=p>0),

et
p"+ (a—p)e(n) < a+ %Xa(n).

Il suffit donc de montrer que a + =2x,(n) < Xxa(n) pour obtenir notre résultat. On pose
A= Xa(n) —a—5Lx,(n). On a
1 1
(0= )~ ala 1)~ (@ - pna) = (0~ Dxalr) — afa — ).

Sip=1,ona (a—1),(n) < xa(n), alors 1 + (a — 1)1ha(n) < xu(n) et I'inégalité est
ainsi vérifiée.

On suppose maintenant que p > 1, donc A > —=(yq(n)—a(a—1)). Ona x,(2) = 2a*—1,
donc

A=

-1 5

Et puisque ¥n > 2 x4(n) > xa(2), alors A > 0 quand n > 2.
II nous reste de montrer le cas ou n = 1, ¥,(1) = 1, qui est bien vérifié puisque

P+ va(l)(a—p) = a = xa(1). 0
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4 Représentation de la fonction factorielle & I'aide de
fonctions exponentielles

Le but de cette section est de présenter et démontrer la représentation de la factorielle
suivante qui est donnée en [3].

Proposition 4.1. Pour tous k, f e N*,  f=kl< 3 j hn,p q,w,z €N tels que :

(i) q¢=wz+h+ 7, (iv) p=(n+ 1)
(i5) 2= f(h+j)+h, (v) q=@E+1)",
(iid)  (2k)*(2k+2)(n+1)*+1=0,  (vi) z=7p"t.

On rappelle que O représente le carré d’un entier.
Pour ce faire, on aura besoin des résultats suivants :

Lemme 4.2. Soit ¢ € N*.
, 1
Si 0<a<— alrs (1—qo)<(1l-a)
q

Démonstration. Montrons 'inégalité par récurrence sur g. L’inégalité est évidente pour
q = 1. Supposons que le résultat soit vrai pour un certain ¢ € N*, et soit 0 < a < qul < %.

On a

1-a)™=(1-a)!(l1-a)>(1-a)(l-ga)=(1~(g+1)a+ga’®) > (1~ (¢+1)a)

[
Lemme 4.3. St 0 <a < %, alors (1 —a) ' <1+ 2a.
Démonstration. Soit 0 < o < 1. Ona a— 20 = a(l —2a) > 0, alors (1 — a)(1 + 2a) =
l+a—2a?>>1,etona(l—a)>0,donc (1—a)! <1+ 2a. O

Le lemme suivant énonce la propriété essentielle permettant d’exprimer la fonction
factorielle au moyen d’une représentation diophantienne exponentielles.

Lemme 4.4. Pour tout k € N*, si (2k)* < n et n® < p, alors

(n+1)"p*
k! < < k!'+1,
r((p+ 1), p)

ot r(a,b) désigne le reste de la division euclidienne de a par b.
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Démonstration. Montrons tout d’abord que r((p + 1)",p**1) = 3% (")pi. On a

oS (e 5 (e

=0 i=k+1
Il suffit de montrer que Zf:o (Mp' <pFt. On a

)k-i—l 1

é()p@ p =

alors il suffit encore de montrer que (np)*™ —1 < (np — 1)p*™. On a

k1 — pk

nFn(p)F —1

<(p-1mp"tt -1
k+1

(np)

= np"t? —npttt =1 <npttE — P = (np —

Donc r((p + 1)", p*1) = S8 (M)

Montrons maintenant que k(335 (Mp') < (n+1)*p*. On a

(=5 (e (< S (s

Comme 2k < (2k)¥ <n,ona k < 5, d’ou

vie{0,... k—1}, (7) < <kﬁ1>

si bien que

1=
D’ou

k

1)’“p’c
S, ()p
(n+1DFp*  (n41)F (n+1)*

SO S (Ot ()

Montrons maintenant que & <kl'4+1.0na
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(nt1)*
()
puisque n > 2 ce qui donne n+1 < 2n. On suppose alors que £ > 2. On a (

et —%~ > (n+1—k)*. Alors,

Il suffit alors de montrer que < k! + 1. Cette inégalité est bien vérifiée quand k£ =1

n+1)*  (n+1)FE!
n - n! )
(k) (n—Fk)!

(n—k)!
(n —+ 1)k - k! . k! - Kl ((1 B E)k) -1
A= n

Et ona 0 < k* < net k> 2, donc k? < (2k)* < n. En prenant @ = £ et ¢ = k, on a
0 < % <1 Parle Lemme 4.2, on obtient 0 < 1—% < (1—%)k donc (1—%)*1 > (1-E5)*k,
alors ("(tbl))k < k!(1— ]‘;1—2)*1. Ona0< ]“;—2 < 1 (en utilisant (2k)* < n), alors, par le Lemme
k
43, (1= )1 <1428 donc
(n+1)* ( 2k2) ( 2k? )
— e <kl 1+ — ) <KkI1+ .
) n (2k)*
On a (2k)* =2 x k x 2k x (2k)*72, et 2 x (2k)¥=2 > k!, alors (2k)*F > 2k?k!. Alors

k 1
M<k!(1+g):k!+l.

(%)

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 4.1.

Démonstration. Montrons I'implication <.
Supposons qu’il existe j,h,n,p,q,w,z € N tel que (i) — (vi) soient vérifices. On a

(11) = h+j <z, car f € N* alors (1)= 7r(¢,2) =h+j.

Par (ii) et la Proposition 7?7, on a 2k — 1 + (2k)?**=2 < n. Donc (2k)* <n (si k = 1 c’est

vérifié et si k > 2 2k —2 > k). On a d’aprés (iv), n* < p, de sorte que d’aprés le Lemme

4.4 on a

(n+ 1)*p*

k!l <
r((p+ 1), pH)

< k!4 1.

Par (iv) et (v) et (vi), on a

/<;!<L,<k!+1,
h+j

alors, par (iz) on a
h
K< f+——<kl'+1.
/ h -+

Donc, f = k.

Supposons maintenant que f = k!.

D’aprés la Proposition 3.24, on peut trouver n vérifiant (3) tel que (2k)* < n, p et q et
= sont alors donnés et (4)-(5)-(6) sont vérifices. On pose w = =22 qui appartient bien a
N. On pose h = z — fr(q,z) et j =r(q,z) —h = (f + 1)r(¢q, 2) — z. Par le Lemme 4.4, on
af<@<f+1,alorsh,j e N. O
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5 Représentation diophantienne de I’ensemble des nombres
premiers

On présente maintenant le théoréme central de ce mémoire. Il est dia a J. P. Jones, D.
Sato, H. Wada et D. Wiens dans [3] :

Théoréme 5.1. L’ensemble des valeurs strictement positives que prend le polynéme ci-
dessous, lorsque ses variables varient sur les entiers naturels, correspond exactement a
I’ensemble de tous les nombres premiers :

(k + 2){1 —[wz+h+j—q*—[(z+cu)?— ((a+v*u®—a))®—1)(n+4dy)* —1]?
— [z —(gk +29 +k+1)(h+j) — h]* — [m* — (a* — 1)* — 1]?
—[16(k+ 1)k +2)(n+1)*+1— P —[ai+k+1—1—0—1]
—le—p—q—z—2n—n+L4+v—y]*—[e+2)(a+1)*+1— 0%
—[m—-p—Ltla—n—-1)-bQRa(n+1)— (n+1)> =1 — [2* — (a® — 1)y* — 1]
—[r—q—yla=p—1)—=s2a(p+1) = (p+1)* = 1]
— [u* = 16(a” — 1)r?y* —1]* = [pm — 2 — pl(a — p) — t(2ap — p* — 1)]2}-
(On précise que l'expression |...] ne représente pas la partie entiére, mais uniquement des

parenthéses ordinaires, et de méme pour {...} qui ne représente pas la partie fractionnaire).
Pour montrer ce théoréme, on montre tout d’abord le théoréme suivant.

Théoréme 5.2. Pour tout entier naturel k > 1, pour que k + 1 soit premier, il est né-
cessaire et suffisant qu’il existe des entiers naturels a,b,c,d, e, f,qg, h,i,j,k, {,m,n,o,p,q,r,
s, t,u,v,w,x,y, z tels que :

1)
1)

(i) g=wz+h+7] (vidi) (x+cu) ((a +u?(u? —a))* — 1)(n + 4dy)* + 1
(1) z=(gk+g+k)(h+j)+h (ir) m?=(a®*—1)*+1
(i3i)  (2k)*(2k +2)(n+1)* +1= f? () L=k+ila—1)

(lv) e=p+qg+z+2n (i) n+l+v=y

(v) 3(e+2)(a+1)2+1:02 (zii) m=p+Llla—n—1)+b2a(n+1)—(n+1)*—
(vi) 2*=(a®*—-1)y*+1 (ziii) z=q+yla—p—1)+s2alp+1)—(p+1)*—
(vii) u? = 16(a® — 1)r?y* + 1 (ziv) pm =z + pl(a —p) +t(2ap — p* — 1).

Démonstration. Montrons la condition de suffisance. Pour ce faire, on utilise le théo-
réme de Wilson. Soit k € N*, et supposons qu’il existe 26 entiers naturels notés a,b, ...,z
vérifiant les équations (i) — (xiv). On remarque que si on ajoute les conditions p =
(n+ 1% g = (p+1)", 2z = pt!l aux équations (i) — (iii), on aura, par la Proposi-
tion 4.1, que gk + g + k = k!, ce qui donne (g + 1)(k + 1) = k! + 1. Cela implique, par
le théoréme de Wilson, que k + 1 est premier. Ainsi, pour montrer notre résultat, il suffit
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de montrer les conditions p = (n+ 1)*, ¢ = (p+ 1)" et z = p*! en utilisant les résultats
obtenus sur les équations de Pell.

L’équation (4ii) nous donne, par la Proposition 3.24, que 2k — 1 + 2k%*~2 < n. Alors,
ona (i) k<net (i) n> 2.

Les équations (iv) et (v) nous donnent par la Proposition 3.24 :

(i) e —1+e 2 =ptqt+z+2n—1+(p+q+z+2n)Pr=t=2 g o (iv))n<a.
D’aprés ('), (i) et (i), on a
(W)p<a, W)+ <a et (vii)2a(n+1)—(n+1)*~1 = (n+1)(2a—n—1)—1 > a.
Les équations (vi) — (viii) et (i) nous donnent, par le Corollaire 3.22,

y=1a(n) et x=xqn).
L’équation (iz) montre qu’il existe & € N tel que

£=gall) ot m = xalk).

L’équation (xi) et I'inégalité (¢i") impliquent que ¢ < y, alors ¥’ < n, et en utilisant (1v'),
onak' <a—1 Onademémek < a— 1, alors en utilisant 'équation (x) et le Lemme
315, onak=/¢=Fk mod (a—1), ainsi k =k’ et £ = 1,(k) et m = x,(k).

On a d’apres la Proposition 3.25, appliquée a n + 1, puisque a > 2,

m=m+1)*+la-n—-1) mod (2a(n+1)— (n+1)>-1).
D’aprés I'équation (xii),
m=p+La—n—1) mod (2a(n+1)— (n+1)*—1).

Alors,
p=(n+ 1)’“ mod (2a(n+1) — (n + 1)2 —1).

En utilisant (v'),(vi’) et (vii'), on obtient ainsi p = (n+ 1)*. En utilisant (ii') et (ii'), on a
(viit') g < a, (ir) (p+1)" <a et (2')2a(p+1)—(p+1)*~1 = (p+1)(2a—p—1)—1 > a.

En utilisant I’équation (ziii), et par le méme raisonnement qu’avant, on trouve ¢ = (p+1)".
D’apres ('), (i), (i7d’) et le fait que p > 0, on a

z<a, pPl<a et a<22ap—p’—1.
En utilisant cette fois I’équation (ziv) et la Proposition 3.25, appliquée a p, on a
k+1

z=pm—plla—p)=p"* +plla—p)—plla—p)=p mod (2ap — p* — 1).

Alors, z = p**'. On a montré ainsi la suffisance.
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Montrons la nécessité. Supposons que k+ 1 soit premier. D’aprés le théoréme de Wilson
(k+1)| (K!'+1). Alors il existe g € N tel que k!+ 1= (g+1)(k+1). Donc, d’aprés la
Proposition 4.1, il existe 7, h,n,p,q,w, z, f € N tels que :

(i) g=wz+h+j, (@") p=(n+1),
(i1) z=(gh+g+k)(h+j)+h, ") g=(+1)",
(13i) 2Kk +2)(n+ 12 +1=f,  (vi") z=7p"""

On pose e = p+ q + z + 2n et (iv) est satisfaite. D’aprés la Proposition 3.24, (v) admet
une solution, ce qui donne a et 0. On pose y = ¥,(n) et d’apreés le Corollaire 3.22, on peut
trouver ¢, d, r, u, x tels que les équations (vi) — (viii) soient satisfaites. On pose m = x,(k)
et £ = 9,(k) et on aura que (ix) est satisfaite. D’aprés le Lemme 3.15, on a ¢ = k
mod (a — 1), ce qui donne l'existence de i et (x) est satisfaite. Pour montrer 'existence de
v satisfaisant (z7), on doit montrer que y > n + ¢ = n + ¢,(k), et on a déja montré que
(77i) implique que k < n. Il suffit alors de montrer que 1,(n) > n+1,(n —1). En utilisant
2 < n < a et le Corollaire 3.8, on trouve notre résultat par récurrence. On a donc montré
que v existe dans N et que (xi) est vérifiée.
On a par la Proposition 3.25 que

m=xq(k)=n+1)*+la—n—-1) mod 2a(n+1) - (n+1)* 1),

et en utilisant le fait que p = (n+1)*, on trouve b vérifiant (12). Par le méme raisonnement
sur z et ¢ = (p+ 1)", ainsi que m et z = p*L, on trouve s vérifiant (xiii) et t vérifiant
(xiv). Ceci termine la preuve du théoréme 5.2. O

On obtient ainsi la preuve du théoréme 5.1 comme conséquence.

Démonstration. On prend k 4 2 au lieu de k + 1 dans le Théoréme 5.2 et on somme les
carrés des équations (i) — (ziv) du théoréme 5.2. La somme obtenue est nulle si k + 2 est
premier et strictement positive, sinon. O]

Remarque 5.3. Le polynome construit n’a pas d’utilité pour le calcul effectif des nombres
premiers. D’apres la démonstration du théoréme 5.2, st on veut montrer que k+1 = 2 est
premier on a k =1 et n > 2, donc :

p>2+1)'=3 ¢>@B+1)?=16, z>3"=09

Ainsi,
e>3+16+9+2x2=32

En utilisant linégalité e — 1 + €2 < a, on obtient :
a > 31+32% > 10%.
En utilisant x = xa(n), ¥a(n) > (2a — 1) et xo(n) > ¥a(n)va2 — 1, alors

> Y,(2)(a—1) > (2a —1)(a — 1) > 10,
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Et si, de plus, on veut montrer qu’un nombre supérieur a 3 est premier, on aura k > 2.
On obtient ainst,

n>3 p>B+1)2=16, ¢>(16+1)°>=4913, 2> 16> = 4096.

Alors nécessairement a > 9028%028 > 902818056,

Cela montre que pour obtenir 2 comme sortie de notre polyndome, il faut choisir des
variables a > 10% et x > 10%. De méme, pour observer un nombre premier supérieur o 3,
il est nécessaire de prendre a > 9028792 et x > 902818956 ce qui explique pourquoi aucun
nombre premier n’a €té trouvé avec ce polynome.
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6 Indécidabilité du dixiéme probléme de Hilbert

L’objectif de cette section est d’exposer une réponse négative au dixiéme probléme de
Hilbert. Pour ce faire, nous introduirons d’abord les outils nécessaires afin de donner une
formulation rigoureuse au probléme. Plus précisément, nous introduirons les machines de
Turing qui représentent adéquatement les "algorithmes".

Nous rappelons d’abord quelques définitions essentielles pour la suite.

Définition 6.1. Une équation diophantienne est une équation de la forme D(xq, ..., xy) =
0, ot D est un polyndome a coefficients entiers relatifs.

Définition 6.2. Un ensemble A des n-uplets d’entiers naturels est diophantien si et
seulement s’il existe un polynome D a coefficients entiers relatifs en les variables aq, . .., a,
(parameétres) et x1, ..., x,, (inconnues) tel que :

(a1,...,a,) € A& 3xy, .. 2y €Z tels que D(ay,...,an,T1,...,2y) =0. (11)
L’équivalence (1) est appelée une représentation diophantienne de ’ensemble A.

Définition 6.3. Une relation R sur n entiers naturels est dite diophantienne si [’ensemble
des n—uplets pour lesquels la relation est satisfaite est diophantien. Ce qui est équivalent
au fait qu’il existe un polynéme D a coefficients entiers relatifs tel que :

R(ai,...,an) < 32y, ... 2 €Z tels que D(ay,...,an,T1,...,2y) =0. (12)
L’équivalence (12) est appelée une représentation diophantienne de la relation R.

Définition 6.4. Une fonction f : N* — N est diophantienne si son graphe est diophan-
tien. Autrement dit, il existe un polynoéme D a coefficients entiers relatifs tel que

a= f(by,...,bn) & Jr1,... 20, €Z tels que D(a,by,..., by, x1,...,2,)=0. (13)

L’équivalence (13) est appelée une représentation diophantienne de la fonction f.

6.1 Codage diophantien
6.1.1 Numérotation de Cantor

Nous présentons maintenant I’énumération des couples d’entiers naturels suivante :

(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0),...

Proposition 6.5. La fonction Cantor: N x N — N, définie par (a,b) — w est

une bijection. On appelle Cantor(a,b) le nombre de Cantor de (a,b).
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Démonstration. On prend un couple (a,b) € N x N. On considére la diagonale dans N?
définie par z,y € N tels que = +y = ¢ avec ¢ une constante. Si (a,b) et (0,y) appartiennent
a la méme diagonale, alors y = a+b. Si on énumeére N? par diagonalisation en commencant
par 0, le nombre de Cantor de (0,a + b) est w Donc, le nombre de Cantor de
(a,b) est (a+b)(¢12+b+1)) +a=— (a+b)22+3a+b' u

On généralise maintenant notre fonction Cantor & un uplet (aq, ..., a,,) d’entiers natu-
rels de longueur m quelconque de la maniére suivante :

Cantor(aq) = aq,

Cantor,1(aq, . .., an1) = Cantor,(ay, ..., a,_1, Cantor(a,, a,,1)).

On appelle Cantor, (a4, ...,a,) le nombre de Cantor du uplet (ay,...,a,). La fonction
Cantor,, est une bijection de N™ vers N.

On peut alors définir les fonctions Elem,, ,,(c), qui renvoient le m-iéme élément du n-
uplet associé au nombre de Cantor c. Cependant, ces fonctions présentent un inconvénient :
nous travaillerons avec des n-uplets de longueur non fixée, et il n’est pas évident de mon-
trer que Elem,, ,,(c) est une fonction diophantienne en les trois variables ¢, m et n. Pour
surmonter cette difficulté, nous introduisons le codage positionnel, qui nous servira apres.

6.1.2 Code positionnel

Soit (aq, ..., a,) un n—uplet de longueur n. Le code positionnel de cet uplet est donné
par le triplet (a, b, c) tel que ¢ = n, b doit satisfaire les inégalités b > a;, i = 1,...n, et a
est donné par

a=apb" '+ a,_ 0" 4.+ a b

Ainsi, a,,...,a; sont les chiffres de la représentation en base b de a. Contrairement au
nombre de Cantor d’un uplet, le code d’'un uplet n’est pas unique et il existe méme une
infinité de codes présentant le méme uplet et cela est di au choix arbitraire de la base b.
En plus, tout triplet n’est pas nécessairement un code d’un uplet. On introduit alors la
relation diophantienne étre un code positionnel qui est vraie si le triplet (a, b, ¢) est le code
d’un uplet et fausse sinon. On a :

Code(a,b,c) < b>2et a <"

On définit la fonction Elem(a, b, d) qui donne le d—iéme élément de ['uplet qui a comme
code (a,b,c) avec ¢ > d. Cette fonction est diophantienne puisque :

e = Elem(a,b,d) < 3z,y,2 € N tels que d=z+1 et a = zbHeb’+yete<bety < b
(14)

Remarque 6.6. Le fait que la relation Code(a, b, c) et la fonction Elem(a,b,d) sont dio-
phantiennes découle du fait que l’exponentiation est elle-méme diophantienne. En réalité,
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Julia Robinson a montré que l’existence d’une relation diophantienne a croissance expo-
nentielle impliquerait que ’exponentiation est diophantienne. Par la suite, avec Dauvis et
Putnam, elle a démontré que tout ensemble récursivement énumérable est exponentiellement
diophantien. Comme il était déja connu que tout ensemble diophantien est récursivement
énumeérable, il ne restait alors plus qu’a exhiber une relation a croissance exponentielle
(aussi connue sous le nom de relation de Julia Robinson) qui soit diophantienne, afin
d’établir I’équivalence entre les ensembles diophantiens et les ensembles récursivement énu-
mérables, ce qui impliquerait lindécidabilité du dizieme probleme de Hilbert. Elle a tenté
de démontrer que les solutions de l’équation de Pell forment un ensemble diophantien,
comme nous l'avons vu en section 3. Inspiré par cette idée, Matiiassevitch a finalement
réussi, en utilisant la suite de Fibonacci, a exhiber une relation diophantienne a croissance
exponentielle, achevant ainsi la réponse négative au dixieme probléme de Hilbert. Voir [4,
Commentaire, Section 2J.

On introduit maintenant un nouvel outil qui nous servira aprés dans la simulation
diophantienne des machines de Turing. On fixe une base b > 3. Les éléments des uplets

appartiendront & un ensemble M, = {0,1,...,b — 1}. Soit F' une fonction définie sur
M, et a valeurs dans M. On construit de cette fonction une fonction F[b], définie sur
N x N de la fagon suivante : si (a, b, ¢) est le code positionnel d'un uplet (a4, ...,a.), alors

(F'[b](a,c),b,c) est le code positionnel de l'uplet (F(ay),. .., F(a.)), et si (a, b, c) n’est pas
un code positionnel, alors F[b](a,c) n’est pas définie. On a le résultat suivant, dont la
preuve se trouve dans [4, p. 52].

Proposition 6.7. La fonction F[b] est diophantienne.

On peut généraliser cet outil & une fonction de m variables. Soit F' une fonction définie
sur M{" a valeurs dans M. On définit F'[b] : N™ x N — N ainsi : si (a,b,¢), ... (am,b,c))
sont les codes positionnels des uplets (ai1,...,a1¢),--, (@m1s--.,Qne) respectivement,
alors (F'[b](ay, ..., am,c),b,c) est le code positionnel de 'uplet

(F(aljl, . 76Lm71), ey F(CLLC, e ,amyc)).
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6.2 Machines de Turing

Dans cette section, nous présenterons une description d’une machine de Turing, un outil
de calcul abstrait [4, p. 77]. 1l existe une formulation ensembliste purement mathématique
de cette machine, mais, comme indiqué dans [4, p. 77|, nous en donnerons une description
en la considérant comme une machine physique. La machine est composée d’une mémoire
sous la forme d’un ruban divisé en cellules. On suppose que ce ruban a une seule extrémité
gauche et est infini a droite afin d’éviter, comme pour un vrai ordinateur, des problémes de
type "Mémoire insuffisante". Par contre, & chaque instant, seul un nombre fini de cellules
va étre rempli. Chaque cellule peut soit étre vide soit contenir un seul symbole pris dans
un ensemble fini A = {a1,...,a,} quon nomme un alphabet. On utilise le symbole A pour
désigner une cellule vide et on utilise le symbole "x" pour marquer exclusivement la cellule
la plus & gauche du ruban (cellule "initiale"). La machine contient aussi une téte qui va
servir pour lire et écrire les symboles sur les cellules du ruban. Elle se positionne sur une
seule cellule et & chaque instant du temps, qu’on suppose discret, elle peut se déplacer vers
la droite et vers la gauche. A chaque instant, la machine prend une valeur ¢; parmi un
ensemble fini d’états q1,...,q,. On notera ¢; 1'état initial, c’est I’état de la machine au
premier instant. Les états finaux sont les états pour lesquels la machine s’arréte.

A une étape donnée, la machine fonctionne de la maniére suivante : la téte examine la
cellule et y écrit un symbole (qui peut étre identique a celui déja présent). Ensuite, elle
se déplace soit vers la gauche, soit vers la droite, ou bien reste immobile. Finalement, elle
passe dans un autre état (qui peut étre le méme état qu’avant). Ce fonctionnement est
décrit par des instructions de la forme

¢y = o) D1, 1) 906, (15)

) ¢; est 'état en cours, qui ne doit pas étre final;

) «; est le symbole de I'alphabet examiné par la téte. On pose ap = A ;
(c) aa(,y) est le symbole de I'alphabet a écrire ;

) D(i,7) est le déplacement de la téte. Il y a trois choix :

— L, la téte se déplace a gauche,

— R, la téte se déplace a droite,

— 5, la téte ne se déplace pas;

(e) g0, est le nouvel état.
Pour chaque couple consistant d’un état non final et d’un symbole de A U {A}, il doit y
avoir exactement une instruction dont ce couple est le membre a gauche. Par convention,
le ruban & tout instant doit étre occupé par des symboles de A et sans trous, c¢’est-a-dire
qu’il n’existe pas de cellule vide située a gauche d’une cellule non vide. Le reste du ruban
infini est vide. La machine regoit comme entrée le contenu initial du ruban et la position
de la téte et commence a travailler selon les instructions. Si elle atteint un état final, la

sortie est donnée par I’état de la machine, le contenu du ruban et la position de la téte. Il
se peut que la machine n’atteigne jamais un état final.
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6.2.1 Composition de machines

L’objectif de cette sous-section est de construire des machines de Turing ayant des
propriétés spécifiques.

Toutes les machines auront le méme alphabet {x,0,1,2,3, A} avec A désignant que la
cellule est vide. On introduit A puisque la téte doit nécessairement écrire un symbole sur la
cellule examinée. On l'interpréte exactement comme une cellule vide. Ainsi, & droite d’'une
cellule contenant A, on ne peut avoir que des cellules contenant A ou A (c’est-a-dire une
cellule vide). Les machines auront deux états finaux ¢» et ¢ qui seront interprétés comme
les réponses "OUI" et "NON" respectivement. Afin de ne pas fournir le systéme complet
des instructions, qui peut étre long a écrire et peu pratique, on introduit deux méthodes
de construction de machines a partir d’autres machines.

a) La machine M;; M,
Soit My et My deux machines de Turing, on construit une nouvelle machine M qu’on
note M;i; My de la maniére suivante :

(a) Dans toutes les instructions de M, on remplace 1'état ¢o par g,,1 ou v est le nombre
des états de la machine M;.

(b) Dans toutes les instructions de Ms, on remplace les états non-finals ¢; par g,.;.

(c) L’ensemble des instruction de la nouvelle machine M est constitué des instructions
des deux machines M; et M, modifiés comme ci-dessus.

La machine M;; M, fonctionne de la maniére suivante pour notre ensemble d’états qi, g2, g3 :
I’état initial de la machine est celui de la machine M;. Si M; s’arréte dans ¢s, les actions de
Ms se lancent, sinon la machine M;; My s’arréte dans q3. My; My permet alors d’exécuter
M et My sauf si M, s’arréte dans ¢s.

Remarque 6.8. On remarque que l’opération ; est associative. Le terme M1; M2; M3 a
donc un sens.

b) La machine while M; do M; od :
Soit M, et M, deux machines de Turing, on construit une nouvelle machine M’ qu’on
note while My do My od de la maniére suivante :
(a) Dans toutes les instructions de M, on remplace 1'état ¢go par g,1 o v est le nombre
des états de la machine M, et on remplace 1'état g3 par ¢s.
(b) Dans toutes les instructions de Ms, on remplace les états non-finals ¢; par ¢,;, et on
remplace 1’état final ¢y par ¢;.
(c) L’ensemble des instruction de la nouvelle machine M’ est constitué des instructions
des deux machines M; et M, modifiés comme ci-dessus.
La machine while My do M, od fonctionne de la maniére suivante pour notre ensemble
d’états ¢, qo,q3 : 'état initial de la machine est celui de la machine M;. Si M; s’arréte
dans ¢, M5 entre dans ¢;, sinon la machine while M; do My od s’arréte dans go. Si Mo
s’arréte dans ¢o, M, entre dans ¢; sinon notre machine s’arréte dans gs. while My do My od
permet alors d’exécuter cycliquement les deux machines jusqu’a ce que I'une d’elles s’arréte
dans gs.
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6.2.2 Machines de base

On introduit maintenant une liste de machines de Turing dont nous aurons besoin.
Les machines de Turing que nous allons considérer manipulent principalement des entiers
naturels. Nous utilisons la représentation des nombres suivante.

Un entier strictement positif m est représenté par une suite de m + 1 cellules consé-
cutives, ou la premiére contient le symbole 70" et les m suivantes contiennent le symbole
”1”. Le nombre 0 est simplement représenté par le symbole ”0”.

Le symbole 70" au début d’un nombre joue le réle d'une virgule dans un n-uplet. La
représentation d’'un n-uplet (ay, as, ..., a,) est obtenue en juxtaposant les représentations
des nombres aq, as, ..., a, sans espace entre elles, en commencant a la deuxiéme cellule du
ruban, la premiére contenant toujours le symbole x. Les cellules situées apres le dernier
symbole ”1” de la représentation de a,, contiendront soit le symbole A, soit elles resteront
vides. La représentation qui ne contient pas A sera appelé la représentation canonique.

Par exemple, deux représentations possibles de 'uplet (1,2,0,3) sont :

[O[L[O[L|L[O[O[L[L[L]A] [-. et %[O[Lj0[L[L[OO[L[L[1] | ...

TABLE 1: Machines de Turing

Machine Description Construction
o qx = *Sg,
e 10 = 0Lg
e 11 =1L
La machine déplace la téte n o
LEFT vers la gauche sauf si la téte * 2= 2Lgy
examine la cellule *. o ¢13 = 3Lq
e ;1\ = A\Lg
o ¢t A = AL
® q1x = xR
e 10 = 0Rg
e ;11 = 1R
La machine déplace la téte N ©
RIGHT vers la droite sauf si la téte * 12 = 2Rg
examine la cellule X ou A. e ¢13 = 3Rq
* 1A= ALg
o 1A= ALg
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WRITE(n)

La machine écrit n qui doit
appartenir a {0,1,2,3, A}
sauf si la téte examine la cel-
lule *.

qix = %S¢
310 = 0S¢
11 = 0S¢,
¢12 = 0S¢
@13 = 0S¢
@A = 0S¢
@A = 05¢

READ(n)

La machine s’arréte dans
I’état ¢ si la téte examine n
et s’arréte en état g3 sinon.
Pour la machine READ()),
elle s’arréte en état ¢, si la
téte examine A ou A.

qix = *Sq3
¢10 = 0S¢
@11 = 15¢3
12 = 253
@13 = 35¢3
G = A9
@\ = \Sqs

STOP

La machine va directement
dans I'état ¢3, sans déplacer
la téte.

qQ1x = *Sq3
¢10 = 0S5q3
@11 = 15¢;
12 = 25q3
@13 = 35¢3
@A = ASq3
g\ = A\Sqs

NEVERSTOP

La machine reste toujours
dans I’état ¢, donc ne s’ar-
réte jamais.

q1x = *Sq
¢10 = 0S¢,
¢l = 15¢
@12 = 25q
@13 = 3Sq
G = ASq
G\ = NS¢,
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READNOT (n)

La machine fait 'opposé de
la machine READ(n).

whileREAD(n) do STOP od

STAR

La machine déplace la téte
vers la cellule «.

whileREADNOT (%) do LEFT od

VACANT

La machine déplace la téte
vers la cellule la plus a
gauche contenant le sym-
bole A si elle existe; sinon,
elle déplace la téte vers la
cellule vide la plus a gauche.

STAR ;whileREADNOT(A) do RIGHT od

JUMP

La machine déplace la téte
a droite jusqu’a ce qu’elle
examine le symbole "0". Si
aucune cellule contenant le
symbole "0" ne se trouve &
droite de la téte, la machine
ne s’arrétera jamais.

whileREADNOT(0) do RIGHT od

FIND (k)

La machine déplace la téte
a droite jusqu’a ce qu’elle
examine le k—iéme sym-
bole "0". En lui donnant en
entrée la représentation de
I'uplet (ai,as,...,a,) avec
k < n, la téte se déplace
vers le symbole "0" qui dé-
bute la représentation de
‘élément ay,.

FIND(1)=STAR ;JUMP
FIND(k-+1)=FIND(k) ;RIGHT ;JUMP

LAST

En lui donnant en entrée
la représentation de 1'uplet
(a,a9,...,a,), la  ma-
chine se comporte comme
FIND(n). Elle déplace la
téte vers le symbole "0" qui
débute la représentation de
‘élément a,,.

VACANT ;whileREADNOT(0) do LEFT od

NEW

La machine transforme
l'uplet (aqy,as,...,a,) en
(ay,a9,...,a,,0).

VACANT ;WRITE(0)

INC

La machine transforme
I'uplet (aq,as,...,a,) en
(a1,as,...,a, +1).

VACANT ;:WRITE(1)
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La machine transforme
l'uplet (aq,as,...,a,) en
DEC (a1, a3, an=1) 81 an £ 0. ) A NT.LEFT[READ(1) - WRITE(N)|
Si a, = 0, la machine ne
change pas le ruban, et
s’arréte dans I'état gs.
f:a » mach1r<1e tronqui VACANT:
DELETE P @1 a2 @) | nile READNOT(0) do WRITE(M) LEFT od ;
en le transformant en
WRITE())
(al, ag, ... ,CLn_l).

MARK(n)  ou
n=2ou3

La machine remplace les oc-
currences consécutives du
symbole "1" juste a droite
de la position initiale de la
téte par des symboles "n"

whileRIGHT ;READ(1) do WRITE(n) od

THEREIS(n) ou
n=2ou3

n'".
La machine détermine si le
symbole "2" existe dans le
ruban en commengant par
la cellule x. Si le sym-
bole existe elle s’arréte dans
I’état g2, sinon elle s’arréte
dans 'état gs.

STAR;
whileREADNOT(n) do

if READNOT()) then RIGHT
od

THEREWAS(n)
oun=2ou3d3

La machine détermine si le
symbole "n" existe dans le
ruban. En cas de sa présence
elle le remplace par "1" et
s’arréte. Alors, elle restaure
le premier symbole "n" a

gauche seulement.

if THEREIS(n) then WRITE(1)

La machine change tous les

while THEREIS(2) do THEREWAS(2) od ;

non nan
RESTORE ii?;nof; %1 et i3t dans le | L THEREIS(3) do THEREWAS(3) od:
La machine transforme
APPEND(k) I'uplet (a1,as,...,a,) en FIND(k) MARK(2);
(a1,a o + az) while THEREWAS(2) do INC od
1, U2y ..., Un k)
La machine transforme
COPY (k) l'uplet (ay,as,...,a,) en | NEW;APPEND(k)
(al, ag, ..., 0y, ak).
La machine transforme
ADD(k, ?) l'uplet (a1, as,...,a,) en | COPY(k);APPEND(/)
(a1, a9, ..., an, ap + ag).
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MULT (k, £)

La machine transforme
I'uplet (ay,as,...,a,) en
((1/1, A2y« -« Up, akaf)-

Sik+#£L{:
MULT(k, ¢)= NEW ;FIND(k) ;MARK(3);
whileTHEREWAS(3) do APPEND(?) od
Sik=1[:
MULT(k, k)= COPY (k) ;LAST ;MARK(3) ;
while THEREWAS(3) do

while THEREWAS(3) do APPEND(k) od
od

NOTGREATER
(. €)

La machine s’arréte dans
Iétat qo si ap < a; et
dans l'état q3 si ap > ay
quand elle recoit en entrée
la représentation de l'uplet

(a1,as,...,a,).

FIND(k) ;MARK(2) ;FIND(¢) ;MARK(3);

whileTHEREIS(2) ;THEREIS(3) do
THEREWAS(2) ;THEREWAS(3)

od ;

whileTHEREIS(2) do
RESTORE ;STOP

od ;

RESTORE

EQUAL(k, )

La machine s’arréte dans
Iétat qo si ap = a; et
dans l'état g3 si ap # ay
quand elle recoit en entrée
la représentation de l'uplet

(a1,as,...,a,).

NOTGREATER(k, ¢) ;NOTGREATER(Y, k)

NOTEQUAL(k, ¢

Donne linverse de la ma-

chine EQUAL(k, ?).

whileEQUAL(k, ¢) do STOP od

La machine transforme
l'uplet  (ai,...,a,) en
(a1,...,an_9,b,¢), ou (b,c) | LAST;WRITE(1);RIGHT;
NEXT est le couple qui suit le | whileREAD(X) do WRITE(1) ;LAST ;RIGHT od ;
couple  (an-1,a,) dans | WRITE(0)
I’énumération de Cantor
donnée en 6.1.1.
La machine transforme
l'uplet  (a1,...,a,) en . . _ _
DECODE (a1,...,an,b,c), ou (b,c) LAST;MARK(2) ;NEW ;NEW ;

est le couple de nombre de
Cantor a,,.

while THEREWAS(2) do NEXT od
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6.3 La semi-décidabilité des ensembles diophantiens

Aprés avoir défini les machines de Turing, on est maintenant capable d’introduire la
notion d’un ensemble récursivement énumérable ou semi-décidable.

Définition 6.9. Un ensemble A de n—uplets d’entiers naturels est récursivement énumé-
rable s’il existe une machine de Turing M qui, démarrant dans [’état ¢, avec un ruban qui
contient la représentation canonique de l'uplet (ay, ..., a,) et dont la téte examine initiale-
ment la cellule "x", s’arréte si et seulement si (ay,...,a,) € A. On dit que M semi-décide
I’ensemble A. En particulier, il n’est pas garanti que la machine s’arréte, d’ou le nom de
semi-décidable. En effet, comme nous le verrons dans la section 6.5, un ensemble est dit
décidable si la machine s’arréte dans tous les cas.

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant :
Proposition 6.10. Les ensembles diophantiens sont récursivement énumeérables.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on construit, pour une équation diophantienne
paramétrée

D(ay,...,an, %1, .., Tmy1) =0, (16)

une machine de Turing qui commence par la représentation canonique de I'uplet (ay, ..., a,)
et s’arréte si et seulement si I’équation (16) admet une solution en les inconnues 1, ..., T, 11.
L’idée est de calculer les valeurs D(ay, ..., a,, 1, ..., Tmy1) pour tous les (m—+1)-uplets

de N™*! jusqu’a ce qu’on trouve une valeur nulle. Si ’équation (16) n’admet aucune solu-
tion, alors la machine ne s’arrétera jamais.

On commence par construire une machine M; qui, en recevant la représentation d’un
uplet (ay, ..., an,yo), vérifie si yg est le nombre de Cantor d'un (m+1)—uplet (xy, ..., Zpy1)
qui n’est pas solution de I’équation (16).

En appliquant la machine DECODE sur l'uplet (a,...,a,,%0), on obtient en sor-

tie 'uplet (ay,...,an, Yo, x1,y1) avec yo = Cantor(xy,y;). En appliquant encore une fois
la machine DECODE sur notre uplet (aq,...,an, Yo, Z1,¥1), on obtient en sortie l'uplet
(a1, .-, @n,y Yo, T1, Y1, T2, Y2), avec y; = Cantor(zz, y2). Donc

yo = Cantor(xy, Cantor(xs, y2)) = Cantors(zy, Ta, ya).

On conclut que la machine M{=DECODE;...; DECODE, qui contient m copies de la ma-
chine DECODE, transforme 'uplet (ay, ..., an,,yo) en I'uplet

(alv <5 ny Yo, L1, Y1,y - - - 7xm7ym>7

avec yg = Cantor,,11(z1, T2, ..., Tm, Ym). L'entier y,, est le (m + 1)—eéme élément du (m +
1)—uplet dont le nombre de Cantor est yo. Donc 4, = Tpy1-

Le polyndéme D est a coefficients entiers relatifs. Si l'on souhaite travailler avec des
entiers relatifs, il est possible de coder le signe, mais les machines qu’on a construites
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sont uniquement adaptées aux nombres entiers. On réécrit I’équation (16) sous la forme
suivante :

Cr(ag, ... an, 1, Ty Tnr1) = Cr(ar, .., Gy Ty oo Ty Tinae1), (17)

avec les polyndémes C, et C'r a coefficients entiers naturels et obtenus en faisant passer
tous les coefficients négatifs dans ’équation (16) a droite de (17).
On veut maintenant calculer les deux valeurs

CL(alv"wanawla--'7$maym) et CR(ala'"7&nax17"'7xmaym)

et les comparer. On remarque que le calcul de ces deux valeurs nécessite seulement un en-
chainement des deux opérations + et x appliquées sur les quantités 1, aq, ..., a,, 1, ..., Ty,
Ym- La quantité 1 est utilisée pour le calcul des constantes. Par exemple, pour calculer
22 4+ xy + 2, on calcule 2 = o X x, puis 2o = & X y, puis z3 = 1 + 1, puis 24 = 2z, + 29 et
finalement z5 = z4, + z3. Alors, on peut représenter le calcul de C, et Cr par la suite des
opérations

2 =oq Ry B,

2, = oy, Ry, B,

ou R; € {+,x} et ay, B; € {1,a1,..., a0, T1,- ., Ty Ym, 21, - - -, 2k—1 - La valeur de Cr est
égale a z;, et celle de O, est égale & 2z, pour un 1 < ¢ < k fixé.

On peut alors construire une machine de Turing M/, en combinant les machines de
Turing NEW, INC, ADD et MULT et en utilisant la méthode " ;", qui transforme 1'uplet
(@1 ey s Y0, 1, Y1y e -+ s Tony Y ) €0 1'uplet (g, ... Qny Yo, T15, YLy -« oy Ty Yy Ly 215+ -+ 5 2k)-
Finalement, on considére la machine NOTEQUAL(n+142m+1+1,n+1+2m+1+1+k)
qui compare les valeurs de z; = C, et z; = Cg. Ainsi, on a construit notre machine
My, = M{; M{; NOTEQUAL(n+1+2m+1+ln+1+4+2m+1+1+ k).

Soit M5 la machine DELETE; . ..; DELETE qui contient 2m+k+1 machines DELETE.
Cette machine transforme l'uplet (ay, ..., an, Yo, T1, Y1, - s Tmy Ym, L, 21, - - ., 2;) en Luplet
(@1, an,Yo)-

On définit alors la machine M par

M = NEW; while My do My;INC od.

Si on démarre cette machine avec une représentation de l'uplet (ay,...,a,), elle commence
par le transformer en (aq,...,a,,0) en utilisant NEW. Aprés elle commence la boucle
whileM; do Ms;INC od qui vérifie si 0 est le nombre de Cantor d’'un (m + 1)—uplet qui
n’est pas solution de l’équation (16). Si cet uplet est une solution, la machine s’arréte,
sinon elle reprend 'uplet (aq,...,a,,0) et lui ajoute 1 par INC pour le transformer en
(ay,...,an,1) et elle refait la méme procédure. Sachant que Cantor,,,; est une bijection
entre Nt et N, cette machine vérifie tous les (m + 1)—uplets possibles. Ce qui achéve
notre preuve. O]
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6.4 Caractére diophantien des ensembles semi-décidables

Dans la section précédente, on a montré que tout ensemble diophantien est semi-
décidable (récursivement énumérable). Le but de cette section est de montrer la réciproque.

Proposition 6.11. Tout ensemble récursivement énumérable est diophantien.

Soit A un ensemble récursivement énumérable et soit M une machine de Turing qui le
semi-décide. Pour démontrer notre résultat, on doit trouver une représentation diophan-
tienne de I’ensemble A. Ainsi, on cherche un polynéme D & coefficients entiers relatifs tel
que

(a1,...,a,) €A Joq,.. .2 €Z telsque D(ay,...,an,T1,...,Ty) =0. (18)

Le résultat est alors équivalent au fait que ’équation D(ay,...,an,x1,...,T;y) = 0 admet
une solution en les variables x1,...,x,, si et seulement si la machine M démarrant dans
I'état ¢; avec un ruban qui contient la représentation canonique de l'uplet (aq,...,a,) et
dont la téte examine initialement la cellule "x" s’arréte.

Soit {a, ..., a,} 'alphabet de la machine M et soit {q, ..., ¢,} 'ensemble de ses états.
On sait qu’a chaque instant le ruban ne contient qu'un nombre fini ¢ de cellules non vides.
Donc, on peut représenter le ruban a cet instant par 'uplet

(81,82, .. .,580), (19)

ou les s; € {1,2,...,w} sont les indices des symboles de ’alphabet. On a par convention
s1 est I'indice du symbole "x". L’état ¢; de la machine et la position de la téte a chaque
instant seront représentés par un uplet de méme longueur que 'uplet (19)

(0,...,0,4,0,...,0), (20)

ot le seul élément non nul est 'indice de 'état et la position de cet élément correspond a
la position de la téte.

On appelle le triplet (contenu du ruban, état de la machine, position de la téte) & un
instant fixé une configuration. Les deux uplets (19) et (20) déterminent de fagon unique la
configuration.

On fixe une base > max(4,w,v), ol w et v sont les nombres de symboles et d’états
de la machine respectivement. On va utiliser le codage positionnel relativement a cette
base /3 pour représenter les deux uplets (19) et (20) pour tout instant. On appelle code de
configuration le couple (p,t) ou p est le numéro de 'uplet (20) et ¢ est le numéro de I'uplet
(19) en base 3 (on rappelle que le numéro d’un uplet (aq, ..., a,) est le nombre a si (a, b, ¢)
est le code positionnel de cet uplet).

Nous ne fixons pas de longueur spécifique dans notre code de configuration, car nous
considérons les éléments nuls de 'uplet (19) comme représentant des cellules vides, ce qui
est cohérent avec notre convention d’'un ruban infini & droite. De plus, 'uplet (20) ne
contient qu’un seul élément non nul, ce qui explique que sa longueur n’a pas d’importance.
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On donne tout d’abord le code de la configuration initiale (c’est la configuration donnée
dans la définition 6.9 d’un ensemble récursivement énumérable), et on montre que la relation
étre un code de configuration initiale est une relation diophantienne afin de simplifier la
construction du polynéme (18). Pour ce faire, on aura besoin de la fonction suivante :

Lemme et définition 6.12. Soit la fonction Repeat : N* — N définie par :

q- —1
Repeat = .
epeat(p, q,7) o

Sip < q, alors (Repeat(p, q,7),q,r) est le code positionnel du r—uplet (p,...,p).

Démonstration. On a

qr—l r— T
D =p(l4+qg+...+¢ H=p+pq" +...+pq

—1
g—1 '

Ce qui donne le résultat par définition du code positionnel. ]
On donne maintenant le code de la configuration initiale.

Lemme 6.13. Le code de configuration d’une machine de Turing en état ¢, avec un ruban
qui contient la représentation canonique de luplet (ay,...,a,) et dont la téte examine la
cellule "x", est donné par p =1 et de plus t est donné par

(taﬁva) = (liaﬂa 1) + (/Jlaﬁv 1) + (Repeat(yaﬁval)vﬁaal) ..t (:uvﬂa 1)+
(Repeat(v, 5, ay,), 5, a,),

ot a = a;+ ...+ a, +n+1 et k,u,v sont les indices des symboles "x", "0" et "1"
respectivement de [’alphabet de la machine M.

Démonstration. Onap=1-5°40- 4"+ ... donc p est le numéro de 1'uplet (1,0,0,...)
en base 3 qui correspond bien a I’état ¢; et la téte qui examine la cellule initiale "x".
D’apreés le Lemme 6.12, ¢ est le numéro d’un uplet de longueur a; +...4+a, +n+1 qui
est de la forme (k,p,v,...v, ..., 1, v, ...v) ou chaque i—éme séquence de p,v, ...V est de
longueur a; + 1. Puisque &, i, v sont les indices des symboles "x", "0" et "1" respectivement
de l'alphabet de la machine M, alors ¢ est le code en base 8 de I'uplet qui donne la
représentation canonique de l'uplet (a4, ..., a,). ]

Puisque la fonction Repeat est diophantienne, il suffit, pour construire ’équation (18),
de construire une autre équation diophantienne

Di(p,t,xq,...,2y) =0 (21)

telle que si (p,t) est le code d’une configuration, alors on a I’équivalence : 'équation (21)
admet une solution en x1,...,x,, si et seulement si, la machine M démarrant dans cette
configuration s’arréte.

On commence maintenant par simuler le passage d’une configuration a la suivante. On
a alors besoin d’introduire les deux fonctions suivantes.
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Définition 6.14. Soient NextP et NextT deuz fonctions sur N? telles que si (p,t) est le
code de configuration de la machine M & une étape, alors (NextP(p,t), NextT(p,t)) est le
code de la machine a létape suivante. Dans le cas ot (p,t) est le code de configuration d’une
étape dont l’état est final, on pose (NextP(p,t), NextT(p,t)) = (0,t). On peut comprendre
cela de la fagcon suivante : aprés état final, le contenu du ruban ne change plus, la téte
n’est plus positionnée dans une cellule et la machine n’est dans aucun €état. Dans le cas ot
(p,t) n’est pas un code de configuration, les fonctions ne sont pas définies.

On veut montrer que les deux fonctions NextT et NextP sont diophantiennes. On
remarque d’abord que, d’aprés les instructions de la machine données par (15), les deux
fonctions NextT et NextP ne dépendent que des fonctions A, D et (. Pour ajouter le cas
ou l'on est dans un état final de maniére conforme avec la définition des deux fonctions
NextT et NextP, on pose A(i,j) = j, Q(i,j) =0 et D(i,5) = S si ¢; est un état final.

On définit maintenant la fonction A’ qui est un prolongement de A pour qu’on puisse
utiliser 'outil qu’on a introduit dans la section 6.1.2 qui permet de passer du code d'un
uplet au code de I'uplet obtenu en appliquant la fonction suivante & tous ses éléments :

0,1,....,6-112 — {0.1,....8-1}
A(i,g) - (i ) N Ai,7) si0<i<0v,0<j<w,

J sinon.

On remarque que c’est ici ot 'on a besoin de la condition indiquée au début que 5 >
max(4,w,v). On peut maintenant énoncer le résultat suivant.

Lemme 6.15. Les fonctions NextT et NextP sont diophantiennes.

Démonstration. (i) Supposons que le code de configuration de la machine (p,t) est tel que
p est le numéro de I'uplet (0,...,0,4,0,...,0) ou i est placé dans la m—iéme cellule et ¢ est
le numéro de 'uplet (sq,...,Sm,. .., s¢). Cela se traduit par le fait que la machine est dans
I’état ¢;, la téte se trouve dans la cellule m et cette cellule contient le symbole ay, . Donc,
la machine applique l'instruction gq;a;,, = aA(i,sm)D(i,sm)qQ(i,sm). Si lon est dans une
position k différente de m, le symbole dans I'uplet de numéro ¢ reste le méme donc d’indice
k= A'(0,k). Et si 'on est dans la position m, le nouveau symbole dans 1'uplet de numéro
t est d’'indice A(i, s,,) = A'(4, $m). Le contenu du ruban dans la nouvelle configuration est
alors donné par (A’(0,s1),..., A(0, 8 — 1), A (4, 5m), A(0, 8, +1),..., A(0, s7)) qui est de
code positionnel A’'[B](p,t,¢") d’aprés la section 6.1.2 avec I un entier donné. On a alors
que
t'=NextT(p,t) & I e N tel que t' = A'[B](p,t,0).

D’aprés la proposition 6.7, on a que A’[5] est diophantienne, de sorte que NextT I'est aussi.
(ii) Contrairement a la fonction NextT, I’élément en position n dans I'uplet de numéro
NextP(p,t) dépend des éléments des uplets de numéros p et ¢ en positions n — 1, n et

n+ 1 puisque le nouvel état de la machine est donné apreés le déplacement de la téte. On ne
peut pas utiliser directement ’outil donné en section 6.1.2. On introduit alors les nouveaux
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numéros d’uplets p = pB, p* = p div 3, t® = t6, t* =t div B, avec a div b est la partie

entiére de %. On remarque que t* est le numéro de 'uplet (0, s1,...,s¢), {7 est le numéro
de l'uplet (sa, ..., 50,0), pf est le numéro de 1'uplet (0,...,0,0,4,...,0) tel que la position
de i est décalée a droite et py est le numéro de 'uplet (0,...,4,0,0,...,0) ou ¢ est décalé

a gauche. Cela est dii au fait que multiplier par [ est équivalent & ajouter un 0 a droite
dans la représentation en base [ et diviser par 8 puis passer a la partie entiére permet de
supprimer le premier chiffre, ce sont ainsi des décalages a droite et a gauche de 'uplet d'un
seul pas. L’élément en position n dans 'uplet de numéro NextP(p,¢) dépend maintenant
des éléments des uplets de numéros p, t, p¥, pt, tf et t© de méme position n. On peut alors
définir la fonction qui permet de passer a I'uplet de numéro NextP(p,t). Soit la fonction
DQ:{0,1,...,8—1}* = {0,1,..., 3 — 1} définie par

QUi* &) siil >0, i=i%=0et D(i* j*) =L,
I QU jR) siif >0, i=i"=0et D(i" j*) = R,

0 sinon.
Cette fonction permet de donner la représentation de NextP suivante :
p' = NextP(p,t) & 3'tel que p’' = DQIB](pf, p, pdivs, t5,t, tdivs, ().
La fonction div est diophantienne puisque
c=adivb< IreNtel quer <b, bdivise(a —r) et a = cb+r.
Comme DQ|[S] est diophantienne par la proposition 6.7, alors NextP est diophantienne. [

Les deux fonctions NextT et NextP donnent la configuration de la machine aprés un
pas. On introduit maintenant les deux fonctions AfterT et AfterP définies comme suit :

AfterT(0, p,

t) =1,
AfterP(0, p, t)

t)

t)

D,
NextT(AfterP(k, p,t), AfterT(k, p, 1)),
NextP(AfterP(k, p,t), AfterT(k, p,t)).

AfterT(k + 1, p,
AfterP(k + 1, p,

On remarque que le code de configuration de la machine commencant par la configura-
tion (p,t) est donné par (AfterP(k,p,t), AfterT(k, p,t)) aprés k pas. On admet le résultat
suivant, dont la preuve se trouve dans [4, p. 95].

Lemme 6.16. Les fonctions AfterP et AfterT sont diophantiennes.

On est maintenant capable de représenter le fait que la machine commencant par la
configuration (p, t) s’arréte. Soient wy, . . ., w, les indices des états finaux de la machine M.
On a la machine M, démarrant avec la configuration (p,t), s’arréte si et seulement si :

Jk,r € N tel que Elem(AfterP(k,p,t), 5,7) = wy ou --- ou Elem(AfterP(k, p,t), 5,7) = w,.
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Cette condition exprime le fait qu’aprés un nombre k£ d’étapes, un état final w; sera atteint.
Or si deux relations Ry et Ry sont diophantiennes, alors la relation R définie par

R(ai,...,a,) < Ri(aq,...,a,) ou Ry(aq,. .., ay)
est aussi diophantienne. En effet, si
Ri(ay,...,a,) < 3xq, ... 2 tel que Di(ay,...,an,21,...,2p) =0
est une représentation diophantienne des relations R; (i = 1,2), alors
R(ay,...,a,) < 3xy, ... 2y tel que Dy(ay, ..., an, 21, .., ) Da(ar, ..., an, 1, ..., Tpy) =0

est une représentation diophantienne de la relation R (D;Ds s’annule si et seulement si
I'un des deux s’annule).

Sachant que les deux fonctions AfterP et Elem sont diophantiennes, on est capable de
construire notre polynéme de I’équation (21). Ce qui achéve notre preuve que tout ensemble
récursivement énumérable est diophantien.
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6.5 Indécidabilité du dixiéme probléme de Hilbert

On introduit a présent la notion de décidabilité, qu’on utilisera pour formuler précisé-
ment le dixiéme probléme de Hilbert.

Définition 6.17. Un ensemble A de n—uplets d’entiers naturels est récursive ou déci-
dable s’il existe une machine de Turing M qui, démarrant dans l’état ¢, avec un ruban qui
contient la représentation canonique de l'uplet (ay,...,a,) et dont la téte examine initia-
lement la cellule "x", s’arréte dans létat gy si (ay,...,a,) € A et s’arréte dans l'état qs
sinon. On dit que M décide A.

Remarque 6.18. Une fois l’équivalence établie entre les notions d’ensemble diophantien et
d’ensemble semi-décidable, il est devenu possible de démontrer directement ['indécidabilité
du dizieme probleme de Hilbert en se basant sur lindécidabilité du probleme de ['arrét de
Turing [10, p.183], qui consiste a déterminer si une machine de Turing s’arréte ou non. En
effet, puisque l’arrét d’une machine de Turing est équivalent a la résolubilité d’une équation
diophantienne en entiers, on en déduit immédiatement l'indécidabilité du dixieme probléme
de Hilbert. Toutefois, il est également possible d’aborder ce probléme directement a travers
les équations diophantiennes. L’un des résultats majeurs des travaux sur le dixieme pro-
bleme de Hilbert est ’existence d’une équation diophantienne universelle, dont la définition
sera présentée ci-dessous. Sa construction figure dans [4, Section 4].

Lemme et définition 6.19. [l existe un polynome Uy(k,y1,...,Yym) G coefficients entiers
relatifs, tel que pour toute équation diophantienne sans paramétres

D(xq,...,zy) =0, (22)

il existe un entier naturel kp tel que ’équation (22) posséde des solutions entiéres en
X1, ..., Ty Si et seulement si l’équation Ug(kp,y1, ..., Yym) = 0 admet des solutions entiéres
EN Y1y Ym-

On dit que Uy(k,y1,...,Ym) = 0 est une équation diophantienne universelle et que kp
est le code de l’équation diophantienne (22).

On note Ay l’ensemble diophantien des entiers naturels défini par cette équation dio-
phantienne universelle, et on remarque que ses éléments sont exactement les codes des
équations diophantiennes sans parametres qui admettent des solutions entieres.

On peut maintenant énoncer le dixiéme probléme de Hilbert comme suit : L’ensemble
Ag est-il récursif 7 La réponse est la suivante.

Théoréme 6.20. L’ensemble Ay n’est pas récursif. Donc, il n’existe aucune machine de Tu-
ring pouvant décider si une équation diophantienne admet ou non une solution en nombres
entiers.

Afin de présenter la preuve du théoréme 6.20, on donne tout d’abord une propriété de
'ensemble Ay qui a été prouvée en [4, p. 69].
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Lemme 6.21. L’ensemble Ag est de complémentaire non diophantien.

On donne ensuite des résultats qui montrent la relation entre la décidabilité et la semi-
décidabilité.

Lemme 6.22. Un ensemble récursif est semi-décidable.

Démonstration. Soit M une machine de Turing qui décide un ensemble récursif A. On pose
M' = while M do STOP od; NEVERSTOP. La machine M’ s’arréte si et seulement si la
machine M s’arréte dans 'état g, donc si et seulement si (ay,...,a,) € A. Donc, A est
semi-décidable. O

Lemme 6.23. 5@ un ensemble est récursif, il en est de méme pour son complémentaire.

Démonstration. Soit M une machine de Turing qui décide un ensemble récursif A. On pose
M’ = while M do STOP od. La machine M’ s’arréte dans I’état g3 si la machine M s’arréte
dans I’état ¢o et dans I'état ¢o si la machine M s’arréte dans ’état g3, d’ou le résultat. [

Le résultat suivant sera admis. La premiére implication découle des deux lemmes men-
tionnés ci-dessus, tandis que la deuxiéme implication est démontrée dans [4, p. 99].

Lemme 6.24. Un ensemble A est récursif si et seulement si A et son complémentaire sont
semi-décidables.

On est maintenant en mesure de donner une preuve du théoréme 6.20.

Démonstration. L’ensemble Aj est diophantien de complémentaire non diophantien. Donc,
il est semi-décidable et son complémentaire n’est pas semi-décidable puisque la classe des
ensembles diophantiens coincide avec la classe des ensembles semi-décidables. Ainsi, on
conclut par le lemme 6.24 que Ay n’est pas récursif. ]
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